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0. Uvod

O polynomech méme dosti dobrou piedstavu jako o redlnych funkeich jedné rediné
proménné. Polynomick4 funkce v oboru redlnych éisel R je ddna pro dané n € N a koe-
ficienty ag,ay,...,a, € R piedpisem

(VzeR) f(z)=ap+amz+... + a,z”.

Vime, ie polynomické funkce lze spolu séitat i ndsobit a vysledkem je opét polynomicka
funkce v oboru R. Vlastnosti polynomickych funkei v oboru R jsou disledkem zndmych
vlastnost{ séftdn{ a nasobeni redlnych éisel. Obdobné vlastnosti jako obor R viak maji
i daleko obecnéjsi matematické struktury ~ obory integrity a télesa. To je divod, proé v al-
gebie studujeme polynomy z obecného hlediska. Obecné platné vlastnosti pak samozicjmé
plati i pro redlné polynomické funkce.

Difve nez piejdeme ke studiu vlastnost{ polynomi nad obory integrity, zastavime se
jesté kratce u rovnosti polynomickych funkei jedné redlné proménné. Je tieba si uvédomit,
e existuj{ dva rizné piistupy:

e Dvé polynomické funkce f,g jedné reilné proménné jsou si rovny, pravé kdyz
v kazdém bodé svého definicniho oboru nabyvaji téze hodnoty, t].

(Vz € R) f(z) = g(<).

e Pii fadé praktickjch vypoétd vsak neovéiujeme (a ani nemizeme) rovnost v ne-
koneéné mnoha bodech definicniho oboru. Misto toho vychazime z faktu, e dveé
polynomické funkce '

f(e)=a+az+ ... +a.z", g(z)=bo+brz+... + bzt
jsou si rovny, pravé kdyz platf
n==ka =by,a =by,...,a5 = by,

tj. majf stejny piedpis.
Tyto zékladni pifstupy k pojeti rovnosti dvou polynomi vedou k tomu, Ze polynomy
muzeme chipat jednak z hlediska price s koeficienty (algebraickd definice polynomu),
jednak jako funkce v obecném oboru integrity dané pifslusnym piedpisem.

V ivodu jedté piipomenme definice oboru integrity a télesa, které jsou zdkladem

zobecnéni.

0.1. Definice. (Komutativnim) oborem integrity (I, +,-) rozumime alespoii dvouprvkovou
mnozinu I s operacemi + a - takovou, ze plati
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0. Uvod

(1) (I,+)]e komutativn{ grupa s nulovym prvkem 0.

2) (I,-)3e komutativn{ pologrupa s jednotkovym prvkem 1 #0.
(3) (Va,b,c€T)a(b+ ¢) = ab + ac.

(4) (Va,beI)(a# 0#b) = ab#0.

Poznamka. Pokud nemize dojit k nedorozuméni, vynecha.wme znak - v zapisu operace.

Piikladem oboru integrity je napi. obor celjch éisel Z, racionalnich éfsel Q, redlnych
¢isel R nebo komplexnich &isel C. Obor piirozengch &isel N viak obor integrity netvofi.
Poznamka. Pokud struktura (©,+,-) spliuje pouze vlastnosti (1), (2), (3) 2 def. 0.1,
hovoi{me o komutativnim okruhu.

0.2. Definice. Télesem (T, +, ") rozumime alespoi dvouprvkovou mnozinu T s prvky 0 # 1
a operacemi + a - takovou, ze plati

(1) (T, +) Je komutativni grﬁpa. s neutrdlnim prvkem 0. -
(2) (T —{0},-)Je komutativn{ grupa s neutrdlnim prvkem 1.
(3) (Ya,b,c€T) a(b+ ¢)=ab+ac

Télesem neni obor piirozenych &isel ani obor celych éisel. Téleso ale tvoii napf. &isla
racionalni, redlnd &1 komplexni.
7, definice telesa vsak plyne néasledujici vlastnost:
0.3. Véta. Kazdé téleso (T, +, ) je oborem tntegrity.
Je dobré si vsak uvedomit, Ze vedle obort integrity a téles, kters majf nekone¢né
mnoho prvki, existuji i télesa kone¢nd. Bez oveiovani vla.stnosti télesa uvedeme aspon
nékterd z nich. MnoZiny jsou dény vyétem, operace tabulkou.

o Dvouprvkové téleso Z; = {0,1}, kde

- ol -
ol|lo
- ol -

- O] O
o | =

+
0
1

|0

o Tiiprvkové téleso Zz = {

0
2
2
0
1

,1,2}, kde




Nékdy pouiivame téz zdpis Zy = {—1,0,1}, kde

+ /-1 o 1 -1 0 1
-1 1 -1 0 -1 1 0 -1
0!-1 0 1 0 0 0
1 0 1 -1 1 |-1 0 1
o Ctyiprvkové téleso T4 = {0, 1,p, p*}, kde
+]l0o 1 p p 0 1 p p
0l0 1 p p? 6o 0 0o 0
111 0 p* »p 1{0 1 p p?
plp pP 0 1 plO0 p p* 1
Pl p 1 0 P o p 1 p
o Pétiprvkové téleso Zy = {0, 1,2, 3,4}, kde
+ /0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
00 1 2 3 4 00 0 0 0 O
11 2 3 4 0 110 1 2 3 4
212 3 4 0 1 210 2 4 1 3
313 4 0 1 2 310 3 1 4 2
4 14 0 1 2 3 410 4 3 2 1
Nékdy pouzivdme téz zapis Zs = [—2,~1,0,1, 2}, kde
4+ | =2 =1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
-2 1 2 -2 -1 0 -2 | -1 0 -2 1
-1 2 =2 -1 0 1 -1 2 1 0 -1 -2
0 1-2 - 0 1 2 r 0 0 0
1 =1 1 2 =2 1/1-2 -1 0 1 2
2 0 1 2 =2 -1 1 =2 0 2 -1

0.4. Pozndmka. V obecné algebte se ukazuje, ze kazdj koneény obor integrity je uz télesem.
V libovolném oboru integrity soucet ani soudin nezévis{ na potadi ani na uzdvorkovan{
prvki, ve vyrazech lze libovolné vytykat &i naopak rozndsobovat zdvorky. Disledkem
toho je, Ze polynom lze zapsat tak, Ze se kazdd mocnina proménné v zdpisu polynomu
vyskytuje pravé jednou.



1. Algebraickd a funkéni definice polynomu, zékladnf vlastnosti

0.5. Definice. Charakteristikou oboru integrity I s jednotkovym prvkem 1 rozum me

nejmensi piirozené Cislo p (pokud existuje) takove, ze plati 1+1+4... +1= 0. Pokud

p-krdt
takové &fslo neexistuje, fikame, ze obor integrity je charakteristiky 0.

0.6. Pozndmka. Kazdé koneéné téleso ma konecnou a dokonce prvociselnou charakteris-
tiku. Telesa Q, R, C maji charakteristiku O.



1. Algebraicka a funkéni definice polynomu,
zakladni vlastnosti

1,1. ZAKLADNI POIMY

1,1.1. Definice. (Funkén{ definice polynomu jedné proménné nad 1.) Necht' (I, +,-) je
obor integrity. Polynomickou funkci jedné proménné nad oborem integrity I rozumime
kazdou funkci f danou pfedpisem

(Vte ) f(t)=ag+ a1t + ... + a,t",

kde n € N,ap,a1,...,a, € I. Mnozinu viech takov§ch polynomickfch funkef jedné
proménné nad I budeme znagit I (t).

1,1.2. Definice. Pro libovolné dvé polynomické funkce ‘f,‘g € I(t) definujeme soucet f +g
a souéin fg¢:

(VE € 1) (f + g)(t) = f(t) + g(1),
(Ve e I) (fg)(t) = f(t)g(t).
1,1.3. Pozndmka. Soucet i soucin dvou polynomickych funkef f,g € I(t) je opét poly-
nomicka funkce (tedy f+ g € I(t), fg € I(t)). Polynomick4 funkce tedy mize byt ddna
piimo svym piedpisem nebo vfrazem s kone¢njm poétem souéti a souéini polynomickych

funkef. Koneéné samotny ptedpis f(t) = aot? + a,t* + ... + a,t" je moiné chapat jako
soucet soué¢ind konstant a; s mocninami proménné ¢'.

1,1.4. Definice. Rekneme, ze polynomické funkce f € I (t) je zapsdna v normédlnim tvaru,
jestlize v jejim pfedpisu je kazd4 mocnina t' obsazena nejvyse jednou. Je-li aspon jeden
z koeficientii u nékteré moeniny nenulovy, pak exponent u nejvyssf z nich nazjvime
stupném polynomické funkce f.

1,1.5. Pozndmka. Nad kone¢nym oborem integrity I = {b;,b,,...,8} je pro libovolné
my,ma,...,mg € Ng = N — {0} kazdy polynom

n(t)=(t=b)™(t —b)™...(t—b)™,
neutralnim prvkem v grupé (J{t), +). V duchu rovnosti funkc{ pak plati:
(Vte I) f(t) = f(t) + n(t).
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1. Algebraicka a funkénf definice polynomu, zékladni viastnosti

Proto nad koneénym oborem integrity mé kazda polynomicka funkce f nekoneéné mnoho
raznych vyjédieni.

1,1.6. Véta. Mnozina I(t) polynomickych funkci tvori vzhledem ke séitdni a ndsobent
polynomickych funket okruh.

1,1.7. Definice. (Algebraickd definice polynomu jedné neurcité nad I.) Polynomem f
jedné neuréité nad oborem integrity J rozumfme kazdou nekone¢nou posloupnost

= {ao,al,...,an,...}
prvki z I, ve které je nejvyse koneény pocet prvki ap, @y, -, Gn; - . riznych od nulového
prvku O oboru integrity I. Mnozinu vaech takovjch polynornu jedné neurcité znaéime
I[z] (nebo téz P;). Piitom dva polynomy f = {ag,ay,..., @ ) g = {bo by, .
jsou si rovny, pravé kdyz a; = b pro véechna s € N.

1,1.8. Deﬁmce Polynom o = {0,0,...,0,...} nazjvame nulovym polynomem. Polynom
i={1,0,. ...} nazyvame Jednotkovym polynomem. Stupném nenulového polynomu
= {ao, ay,...,0n,...} rozumime neziporné celé ¢islo n takové, ze a, # 0 a piitom pro

vsechna k>n plat: a; = 0. Stupei nenulového polynomu f znaéime st( f).
1,1.9. Poznédmka. Nulovy polynom nema stuperi. Jednotkovy pol_vuom m4 stupef nula.

1,1.10. Definice. Jsou-li f = {ag, @1, -+ Gn;-- Yo = {bob,.-. ...} dva polynomy
jedné neuréité nad tym3z oborem integrity J, pak souctem polyn omi f, (v tomto pofadf)
rozumime polynom

f+g=1{coc1y- 16, -}, kde (Vi € N) _c.-=a,-+b,-.

Podobné souéinem polynomi f, g (v tomto pofadi) rozumime polynom

fg={50,51,...,3",...},

kde (VI = N) 8 = a}bu + a,-_lbl + ...+ alb}'_l + aobj.

1,1.11. Véta. Mnosina I[z] spolu s operacemi séitdni a ndsobeni definovanymi v 1,1.10

tvof{ (komutativng) obor integrity s nulovym prvkem o a jednotkovym prvkem 1.

1,1.12. Poznimka. (I[], +,) netvoif téleso, nebot' k posloupnosti {0,1,0, ..., 0,...} ne-
existuje inverzn{ prvek (vzhledem k ndsobeni).

1,1.13. Pozndmka. Oznatfme-liz = {0,1,0,...,0,...}, plyne z definice néasoben{

¢? = zz = {0,0,1,0,...,0,...},
¢ =22z ={0,0,0,1,0,...,0,...}, ... .
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1,1. ZAKLADNI POIMY

Dodefinujeme-li z° = {1,0,0,...,0,...} a ndsobenf posloupnosti {a0,61,...,0n,...} kon-
stantou ¢ € I piedpisem

c{as,a1,...,8a,...} = {cao,car, ..., ca,,...},
potom lze kazd§ nenulovy polynom stupné n jednoznaéné zapsat ve tvaru
{as,a1,...,8,,0,0,...} = apz® + ayz* + ... + a,z". (1)

V tomto zapisu viak z oznacuje jistou posloupnost. Neni to tedy symbol pro proménnou,
za kterou bychom dosazovali prvky z I.

1,1.14. Definice. Posloupnost z zavedenou v odst. 1,1.13 nazfvéme neuréitou nad oborem
integrity I.

1,1.15. Véta. Necht’ f, g ysou dva nenulove polynomy. Potom plati

(1) st(fg) = st(f) + st(g)-

(2) Je-li f + g nenulovy polynom, potom
st(f +g) < max {st(/f),st(g)}.

(3) Jestlize st(fg) = 0, potom st( f) = st(g) = 0.

(4) Jesthie st(fg) = 1, potom jeden polynom je stupné 1 a druhy stupné 0.

1,1.16. Véta. Oznadime-lt Py mnoZinu vsech polynomd stupné O nad oborem integrity I,
potom existuje vzdjemné jednoznain€ zobrazent ¢ oboru integrity I na mnosinu {0} U P,
dané pfedpisem

(VaeI) ¢(a)={a,0,...,0,...}.

1,1.17. Pozndmka. Ztotoznime-li ve smyslu odst. 1,1.16 prvky z I s odpovidajfcimi poly-
nomy mnoziny {0} U Py, miizeme poklidat obor integrity I za podobor oboru integrity
(Ilz], +,-) polynomi jedné neuréité nad 7. Piitom kazdy polynom je dén jednoznaéné
svym zépisem ve tvaru (1) '

f(z) = apz® + a1z + ... + apz”,

kde n € N a z je neurcitd nad I.



1. Algebraickd a funkénf definice polynomu, zdkladni vlastnosti

1,1.18. Véta. Je-li [ koneény obor integrity, potom (I{t),+,") tvori pouze okruh, ktery
je koneény a md netrividlné délitele nuly. Navic kaidé z téchto polynomickych funkei md
dokonce nekoneéné mnoho rizngjch zdpist v normdinim tvaru.

Pritom (I[z], +,-) tvof{ obor integrity polynomd jedné neuréité, ktery md nekoneiné

mnoho prvki.

1,1.19. Véta. Je-li [ nekoneény obor integrity, potom (I{t),+,-) tvoi{ obor integrity,
ktery je tzomorfni s oborem integrity (Iz], +,)- '

1,1.20. Poznamka. Dikaz véty 1,1.19 se opird o vétu o délent se zbytkem a jeji disledky.

1,1.21. Disledek. V piipadé, ze obor integrity J ma nekonecné mnoho prvki, miZeme

pouzivat oba piistupy k polynomim a zaméfovat je.

1,1.22. Umluva. Vzhledem k tomu, Ze cflem naseho studia jsou piedeviim viastnosti

a chovéan{ polynomi nad #{selnfmi obory, omezime se v dalsim textu zejména na ty obory
integrity, které jsou zéroven komutativnimi télesy charakteristiky O.

1,1.23. Véta. Necht' T je téleso,n € N, ay, - . Gny by, ..oy ba gSOU pruky z télesa T Necht’
k€ N,1 <k < n. Potom polynomickd funkce Ly dand predpisem

I s a)...(z—a1)(z— ars1) .- (T = n)
ci(x) - ((1; - 01) - (d’.t - 01_1)((1; - GH_]_) SN (a,, - a,,)

je stupnén—1a plat{

Li(ar)=0,..., Li(ar1) =0, Lalar) =1, Li(aks1) =0,..., Li(aa) =0
Polynomickd funkce £ dand predpisem .-
L(z) = hilalz) + bolo(z)+ .-+ ba La(2),
pokud md stupet, je stupné nejuysen —1 a pfitom plat{

‘:(al) = bllﬁ(aﬂ) = b2, NN ,ﬁ(an) = bﬂ-
1,1.24. Definice. Funkce £ z véty 1,1.23 se nazjvéa Lagrangeiv interpolaéni polynom.

1,2. RESENE PRIKLADY

1,2.1. ZapiSme v normalnfm tvaru polynom f € R[z] a uréeme jeho stupei (pokud

existuje), jestlize:




1,2. RESENE PRIKLADY

a) f(z) = (¢ — 2)(2? + 4) — (42 — 8 + £°) + 22,
b) f(z) = (2 = 2)*(z + 2) = (z + 2)°(z — 2).

Regeni. a) Postupujeme tak, 7e nejprve roznésobime zivorky, potom seskupime é&leny
podle mocnin = a vytkneme ze séitanct, které obsahujf stejnou mocninu z:

f(z)

(z—2)(z’+4)— (42 -8+ 2°) + 207 =

= (P -20"+40-8)—dr+8 - + 227 =

= (2 = &%)+ (-22 +22%) + (42 — 42) + (-8 + 8) = 0.
Polynom f je nulovy polynom, a proto nema stupe.

b) Pouzijeme jinou dpravu nez v a). Z obou séitanci mizeme vytknout souéin
(z=2)z+2):

f(z)

(e-2z+2)~(z42)%(z-2) =
(& = 2)(z +2)[(z - 2)° — (2 +2)"].

Il

Vyraz v lomené zdvorce upravime jako v a), rovnéz vytknuté polynomy lze roznésobit:

f(z)

(2 =)o — 4o+ 4= (2" + 4 + 4)] =
= (¢° - 4)(—8z) = —82° 4 32z.

Polynom f m4 zdpis v normélnim tvaru —8z° + 32z a st(f) = 3.

1,2.2. Nad kone¢nym oborem integrity Zs = {—2,—1,0,1,2}, ve kterém jsou operace dény
tabulkami na str. 5, naleznéme souéet f + g, soucin fg a rozdil fga—(f+g) polynomi
/.9 € Zs[z], jestlize f(z) =20+ 2 — 20 + 1,g(z) =22° — z + 1.

Reseni,
Souéet nad Zs:

(f +9)z)

(2:r3+.7:9——2:c+l)+(2x3—:1:+1)=
2+2) e+ +(-2-1)zc+(1+1) =

-’ + 4+ 22 + 2.

Souéin nad Zs:

(fo)z) = (22 +27-204+1) (2% -z +1) =
= (22)2° +2.(-1)z* + 2.12° + 1.205 4+ 1.(~1)2° +
+ Lot 4 (=2)22* + (=2)(-1)2? + (-2)1z +22° -~z + 1 =
= (-2 +22° +(=2+1)z* + (2= 14 2)2° + (1 +2)2 +
+ (=2-lz+1=

—:r:s+2:r:5—a:‘—2a:3—2x2+2$+1.
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1. Algebraickd a funkéni definice polynomu, zdkladni vlastnosti

Rozdfl fg— (f +g) nad Zy:
(fg—(f+9)e) = o 42t -t -20 -2 420+ 1 -
- (—x3+;r:2+2:z:_+2)=

_f 2t -t -+ 227 -1

1,2.3. Rozlozme polynom
flz)y=72" - 2z° 4+ 52° — 10 € R{r)

v souéin dvou polynomi a uréeme vsechna redlnd éfsla t, pro kterad f(t)=0.
Reseni. Pokusime se v polynomu f vytvofit skupiny séftanci, ze kterych lze vhodné
vytykat:

flz) = (z*—22Y)+ (527 —10) = 2°(z* — 2) + 5(z —2) =
= (P 45) s -2).

Je-li ¢ hledan hodnota, pro niz f(t) =0, plati
(£ +5)t*—2)=0.

Ale R je obor integrity. Proto soutin je roven 0, nabyvé-li aspon jeden ¢initel hodnoty O.
Odtud dostavame dvé moznosti:

23+5=0nebot2—2=0.
Jedno feseni je proto {; = — /5, dalsi dvé feseni jsou t3 = V2, resp. t3 = -2

1,2.4. Rozhodnéme, které zapisy polynomu z Z3 (2) (Zz = {-1,0, 1}, viz str. 4) predsta-
vuji tytéd polynomické funkce nad Z3:

h=2+z, fa=2° + 2%  f=gt-z-1

fo=1, fs-r-:r‘—x3—w2+x—1, fe=a—z+1

Regeni. Vzhledem k tomu, Ze Zy = {-1,0,1}, uréime uvedené funkce pomocf tabulky
funkénich hodnot:

_z]-lo 1 ‘:rl-—lﬂ 1 f.xl—l 0o 1
h: v] 0 0 -1 fa: y| 0 0 -1 Yy a1 2
Sz |-1 00 _zl-l 0o 1 f‘x\—101
Ju: y | 1 1 1 s y |-1 -1 -1 Uyl




1,2. RESENE PRIKLADY

Proto fi=fa, ai=fsa fa=fs
1,2.5. Je déna polynomickd funkce f € C(y) vjrazem
f(y) = (20 +1V3)’(3y - iv2)? — (2y - iV3)X(3y +iv2).

Uréeme koeficient clenu, ktery obsahuje prvni mocninu y* = y proménné y polynomické
funkce f zapsané v normalnim tvaru.
Resen{. Nejprve je tieba uréit normaln{ tvar polynomu f:

(29 +i1V3)*(3y — iv2)* — (29 - iV3)(3y + iV2) =
= (4 + 4iV3y — 3)(9y* — 6iv2y — 2)—

—(4y* — 4iV/3y — 3)(9y? + 6ivV2y — 2) =

= (36y* — 24iv2y° — 8y? + 361V/3y° — 24i* 6y —
—8iv/3y — 27y° + 18iv2y + 6) —

—(36y* + 24iv/2y° — 8y® — 36iv/3y° — 24i2V6y? +
+8iV3y — 27y% — 18iV2y + 6) =

= -481\/_3; + 721\/—y - 161\/-y+361\/-y =

= y*(—48ivV2 + 721V/3) + y(361V/2 — 16iV/3).

Koeficient u prvnf mocniny proménné y je komplexni éislo 36iv/2 — 16iv/3; polynom f je
" stupné 3.

1,2.6. Naleznéme vSechna komplexni ¢isla t, pro kterd polynom
f(z) = 2'° — 162° + 645* — 1024
nabfva hodnoty 0.
Reseni. Polynom lze upravit do tvaru souéinu dvou polynomi
1 — 162° + 642* — 1024 = 28(z* — 16) 4 64(2* — 16) = (2® + 64)(z* — 16).
Protoze C (:c).stejné jako C[z] tvoif obor integrity, hleddme takova komplexni éisla ¢, pro
kterd bud t® = —64 nebo t* = 16. Reseni binomické rovnice zndme jiz ze stiedn{ skoly:

t; = 2(cos 30° + isin 30°), ty = 2(cos 210° 4 isin 210%), ¢, =2,
= 2(cos 90° + isin 90°), ts = 2(cos 270° 4 isin 270%), 5 = —2,
ty = 2(cos 150° + isin 150°), tg = 2(cos 330° + isin 330°), (ty = ta,ty0 = ts).

1,2.7. Uréeme re4lnou polynomickou funkci minimélnfho stupné, jejiz graf prochdz{ body
[0,9], 1, 1], [2, 1] a [4, 25].
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\ 1. Algebraickd a funkénf definice polynomu, z4kladni vlastnosti

Redeni. Nasim ikolem je vlastné uréit Lagrangeiv interpolaéni polynom, ktery v
bodech a; = 0,82 = 1,83 = 2,a, = 4 nabyvéd po iadé funkénich hodnot by = 9,
by=1,by=1,bs =25 Pii fesen{ nejprve uréime jednotlivé polynomy Ly, La, L3, L4

(z— 1)z =2)(¢ - 4) _

6(@) = Eo1E-H0-9)
_ (x—l)(x2—6x+8)_:::3—71:’-!,-14&'—8
- -8 - -3 '
W (s:—-O)(:c-2)(a:-4)_4:3—63:2+8m
LA2) = ToN1-2)(1-4) 3
_ (:r:-—O)(:c-—l)(:c—4)_x3—5r’+4z‘
Le) = Glo-ne-4
(z—0)z—1)(z—2) _ - 322 + 2z
Ll=) = GooE-nGE-2) 24

Pro ilustraci uvedeme napi. hodnoty £1 v danych bodech: Li(a1) = 1,£Li(a2) =0,
Li(as) = 0, Li(as) = 0. Analogicky se chovaji i L2, L3, L4 Proto hledanj polynom lze
nalézt jako linedrnf kombinaci polynomi Ly, L2, L, L4 po fadé s koeficienty by, b2, b3, by
(spolecny jmenovatel zlomki je 24):

93:3 — 722 + 142 — 8 (—3) N 1:c3 — 6z + 8z 8

L = .
(=) =3 (-9) 3 3
23 — 5¢% + 4z (—6) 7% — 327 4+ 2z
1 . 2B =
+ —4 =N 24
-27 —6+25 180 — 4 30-75
_ o2 +25 o 3+ +
24 24
+ 5—378-}-64—244-50 + 216 _
24 24
96 233 216
L 0P+ R g =4’ - 12040
z° + 24.1: % z+ 22 T x +

1.3. CVICENI

1,3.1. Zapiste polynom f v normalnim tvaru a uréete jeho stupen, jestlize:
) f(z) = (2~ 1) —(z+ 2P +(z =3 = (= +4)

b) J(2) = (2% — P& +3) - (¢° = )& +2)%

¢) flz) = (=* = 2Nz + 2)? — (z* + 2°)(z - 2)%

d) f(z) = (25 + 3)*(3¢ - 2)? — (37 + 2)*(2z — 3%

1,3.2. Urcete koeficient u dané mocniny proménné y re4lného polynomu f zapsaného

v normalnim tvaru, jestlize:

14



1,3. CVICENI

a) f(y) = (¥’ = 22)(v° + 3°) = (3° — 33)(s® + 2°), koeficient u v
b) f(¥) = (v = 2)°(4® - 3%) — (y + 2)*(y? + 3%), koeficient u y?,
) f(y) = (y =1y +2)* = (y+ 1)%(y - 2)2 koeficient u y;

d) f(¥) = (y = Dy +2)(y = 3)y +4) = (y+ 1)y — 2)(y + 3)(y — 4), koeficient u 4.
1,3.3. Zapiste polynom f komplexnf proménné z v normalnim tvaru a urcetejeho stupen,
jestlize:

a) f(z) = (2 +1)%(:° —1) = (2 = i)3(* 4+ 1)

BY f(z) = (2 4+ iP(s? + 1) = (2 = )3(22 — 1);
c) () (z+1)(z = 2i)(z 4+ 3i) = (z —i)(= + 2i)(z - 3i);
d) f(z) = (22 + 31)*(3z - 2i)% — (22 — 31)%(3z + 2i)?

1,3.4. Rozlozte redlny polynom f proménné y v souéin dvou polynomi a pokuste se uréit
vsechna redlnd cisla ¢, pro kterd plati f(t) = 0, Jestlize:

) f(y) =20 -’ -4’ + 2

b) f(y) = 6y" + 2y* — 94® — 3;

¢) f(y) = 15y° — 25¢° + 6y — 10;

a) f(y) = 14y" — 4y° — 49¢* + 14,

1,3.5. Vypiste vsechny polynomické funkee Jedné proménné nad koneénym oborem in-
tegrity (Z,, +,-) (viz str. 4) stupné nejvyse 3. Ke viem témto funkeim piifad'te tabulku
funkénich hodnot a rozhodnéte, které zapisy piedstavujf stejnou funkei.

1,3.6.  Naleznéte soucet, rozdil a souéin polynomi f,g € Zs(t) (Z3 = {-1,0,1}, viz
str. 5) a urcete tyto funkce tabulkou hodnot, Jjestlize:
a) f(t)=t ~t,gt) =2+t -1,
D))=+ —tgt) =t =2+t —1;
fy=tt 4+ g(t) = -3+ 2 —¢;
) f(t) =+ +t,9(t) =1°—1.

1,3.7. Naleznéte realny polynom f € R(.r) stupné nejvyse 4, pro ktery platf:
a) f(=1) =6, f(0) =5, f(1) = 4, /(2) = 9;

b) J(=3) =6, /(1) = =2, /(0) = -3, /(2) = 1.

) f(=1)=470)=2f(1)=2,7(2) =4

d) J(=1) = =5, £(0) = =3, /(2) = 1, /(8) = 3.

1,3.8. Urcete polynomickou funkei g € C (t) stupné nejvyse 3 takovou, ze plati:
2) 9(0) = 1= i,g(1+i) = 1 +i,g1 i) =3

b) g(0) =0,9(1) = 1 + 2i, g(i) = —

©)g(l+i)=4,g(-1+2)=2 +1L,9(-2-1)=1-2i
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1. Algebraickd a funkcni definice polynomu, zdkladnf vlastnosti

d)g(l—i)=1+2i,g(1+i)=1+2i,g(‘2—;=)=1+2i.

1,3.9. V télese Z3 z piikl. 1,3.6 urcete inverzn{ prvky k prvkim 1 a —1 vzhledem ke
s&itén{ a ndsobeni. Naleznéte polynomickou funkci f € Zs (t) takovou, ze plati f(-1) =

~1, f(0) = =1, f(1) = 0.

1.4. VYSLEDKY CVICENI

1. a) ot —5z% + 27 — 23r - 2, 4; b) 9zt + 55 + 1927 + 60z + 36, 4; ¢) 8z* —162° — 64, 4
d) 1202 — 120z, 3. '

2. a) 38; b) —16; ¢) 0;d) 0.

3. a) 6iz® — 4iz® + 6iz, 5; b) 4iz® +22° = 2, 3; ¢) 4iz? + 12i, 2; d) 120i2° + 1201z, 3.

L a) (4 — 220 — 1), V3, +/5 b) (2 = 3)3° + 1), = {5 2%

o) (357 — 5)(507 + 2), /5, —IF &) (2° = DT - 2, 5 £

5. fu(z) = 0, (&) = 1, fo(z) = 7, fulz) = & +1, fs(w) = 2°, fo() = w41, fa(z) =
22tz filz) = + 2+ 1, folz) = 3, fro(z) = 2+ 1, fu(z) =2+, frolz) =

P +z+1, fra(z) = 22 +2%, fule) = P22+, fis(z) = 2P+ o, fie(z) = P+’ +z+1;
platf h=fr=fu=fuwfo=fs=fu=hufs= fs = fo= fis, fa = fo = fro = frs.

6. Piedpisy jsou uvedeny v pofadi f + g, f — 9, fg. funkéni hodnoty téchto polynomi ve
stejném pofadi po fadé v bodech —1,0,1.

a) —t? —1,t+1,t* + % +¢; (1, -1, 1),(0,1,-1),(1,0,0);

b) =3 —1,—t? +t + 1,8 —t! +t3 4124+t (0,-1,1), (=1, 1,1),(~1,0,0)

B R A e N A ) T 16 4 15 4 t4 =% (~1,0,1),(~1,0,0),(0,0,1);

d) =34 2,47 — 1,85 4 ¢* =2 — % (~1,0,0),(-1,0, 0),(0,0,0).

7.2) e =2z 45 b)2? =3, )2’ —r+2,d)20 -3

8. a) (1+4i)t+(1—1); b) t* +2i c)t+(3—1i);d)1+2i

9. Inverzni prvek vzhledem k +, resp. -2 pro 1 prvek —1, resp. 1, pro —1 prvek 1, resp.
-1, —t? =t —1.
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2. Funkéni hodnoty polynomu, derivace polynomu a
jeho Tayloriv rozvoj, Hornerovo schéma a jeho uziti

2.1. ZAKLADNI POIMY

2,1.1. Definice. Necht' f(z) = ag+a,z+ ... +a,z" je polynom z I {z), necht' I je podobor
oboru integrity /' a ¢t prvek z I’. Funkéni hodnotou polynomu f v prvku ¢ rozumime prvek

fty=ap+ait+ ... +apt" el
2,1.2. Definice. Necht' f(z) = ap4 a1z’+ ... +a.z" € I () je polynom jedné proménné
a stupné n > 1. Derivaci polynomu f rozumime polynom f' tvaru
f’(;r:) =a1+ 20,2+ 30322 + ... +na,z"" L.
Derivaci nulového polynomu a polynomu stupné 0 je vidy nulovy polynom.

2,1.3. Pozndmka. Piestoze v algebie je derivovédni polynomu definovéno jako mechanicka
operace s jeho koeficienty, ma tato derivace stejny tvar jako derivace redlného polynomu
zndmé z matematické analyzy. Proto plat{ i véty o derivaci souétu a souéinu dvou poly-
nomt, zndmé z analyzy.

2,1.4. Definice. Je-li k libovolné pfirozené ¢islo a f € I(z) polynom jedné proménné,
potom k-tou derivaci polynomu f rozumime polynom f® definovany indukef:

(1) fO(z) = f¥(=),
(2) (Yk > 1) fB(z) = [J* D))"

2,1.5. Pozndmka. Je-li f(z) = a0+ a1z + ... + a,z" polynom stupné n > 1, potom

FeNr) = ap_y(n— 1) + ap(n')z,
/) = ()an,
[y = 0.

2,1.6. Definice. Taylorovym rozvojem k-tého iddu polynomu f € I'(z) v bodé t € I', kde
I C I, rozumime polynom

' (k)
1) = 10+ T -0+ o+ L o,
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2. Funkénf hodnoty, Tayloritv rozvoj, Hornerovo schéma

2,1.7. Definice. Taylorovym rozvojem polynomu f stupné n v bodé t € I rozum‘.ae
Taylortiv rozvoj pravé n-tého fadu polynomu f v bodé t € I a znacime T!_ ().

2,1.8. Véta. Je-li f polynom stupnén at € I, plati
flz) = TL(2).

2,1.9. Vypocet funkén{ hodnoty polynomu. K uréeni tohoto prvku lze piistupovat dvéma

riiznymi zpusoby.

a) Klasicky vypocet funkén{ hodnoty polynomu dosazovanim a jeho nedostatky Vypo-
&tame viechny mocniny ¢°, !, ¢%, ..., t", potom viechny souciny aot®, aytl, agt?, ..., ant®
a ty nakonec seiteme. Nevyhody tohoto postupu se projevi jiz v pifpadeé, Ze v deka.dlckém
zépisu redlného ¢isla t je vétsi potet desetinnych mist. Pii praktickém vypoctu je za-
okrouhlujeme, misto ¢isla ¢ tedy pouiivdme jiné &islo T, které se od plyodniho hsi.
Piesnost zaokrouhleni sice mizeme piedepsat, ale to na podstaté véci mnoho neméni.
Obdobn4 situace nastiva v pifpadé, Ze hodnota t je hodnota experimentélné naméfend.
1 v tomto pifpadé jde o hodnotu uréenou jen piiblizné a meze piesnostijsou ddny méfenim.
Pfi poéitani mocnin takovych “nedplnyche ¢{sel mize nepiesnost znaéné narist a vysledna
hodnota se muZe velmi podstatné lisit od skuteéné hodnoty. Existuje viak jiny zpusob
v§poétu, kter§ nenf tak ndroény a zajist'uje véts{ piesnost.

b) Popis vypoétu pomoci Hornerova schématu a jeho uziti. Tento zpisob vypoétu
vychéz{ z moznosti zapsat hodnotu f(t) ve tvaru

[+ 1)) + t(al + t(ag + . e t(an—i + tan) [ )).

Budeme-li totiz pii vpoctu respektovat zdvorky, budeme pii postupném vypoétu vlastné
stale stifdat dva typy vypoéti — jednak souéin prvku t a zdvorky, jednak souet tohoto
souéiu s jistym koeficientem. Tento postup se vyuzivd ve vipocetni technice a naz§va
se Fornerovo schéma. Vypocet lze prehledné zndzornit v tabulce, kterd ma tfi fddky a n
sloupci. V prvnim fddku jsou postupné zapsény koeficienty polynomu f. Pro hodnoty

ba, b1, ..., b0, CayCa-1, ..., Co ve druhéma tietim fadku (viz tab. 1) plati vztahy:
(1) by =0,
(2) Cp = Gq + bn,

(3) (Vn>32 0) b; =tejyr, 6 = b; + aj.

Tab. 1
f lan|on-1|Gu2 ... a1 ]|
z=t b,‘ bn—-l bu_g ‘e bl bo
U Ch | Ca-1 1 Ca-2 oo G| Co
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2,2. RESENE PRIKLADY

2,1.10. Algoritmus pro vpocet v Hornerové schématu. Vfpodet probfh4 v téchto krocich:

s Poloiime b, = 0.

Seéteme ve sloupci a, + bs a uréime ¢,.

L]

Ziskany prvek c;4, vyndsobfme prvkem ¢ a tento soucin dosadime za b; do sousedntho
sloupce.

Cely postup opakujeme tak dlouho, az uréime poslednf prvek c,.
Ze vzorcd (1), (2) a (3) z odst. 2,1.9 plynou dosazenfm tyto vatahy:
() f(1) =co.
(b) f(z)=co+(z—t)caz" '+ ... 2T+ 1).

(c) Hodnota polynomu c,z"~' + ... c2z + ¢; v bodé ¢ je rovna hodnoté prvni derivace
polynomu f v bodé ¢.

(d) Opakovanym pouzitim Hornerova schématu lze polynom f vyjadiit ve tvaru

J(£) =do+dy(z =)+ ... +dalz —1)".

2,1.11. Disledek. Hornerovo schéma pouzité na polynom f v bodé t umoziuje urcit
funkéni hodnotu f(t) polynomu f v bodé ¢, ale také délit polynom f se zbytkem linedrn{m
polynomem z — t.

2,1.12. Diisledek. Opakované pouzit{ Hornerova schématu na polynom f v bodé t umoz-
fiuje najft Tayloriv rozvoj polynomu f v bodé t a tim i hodnoty viech derivacf f(*)
v bodé t.

2,1.13. Disledek. Opakované pouziti Hornerova schématu na polynom f v bodé i umoz-
fiuje najit soutadnice polynomu f vzhledem k uspofddané bézi B = {1,z —t,(z—t)*, ...,
(z = t)"} vektorového prostoru polynomi jedné proménné stupné nejvyse n nad danym
oborem integrity [.

¥ ¥ ¥

2 R ADY

2,2.1. Uréeme funkéni hodnotu polynomu
f(z)=2*+2* -~ 32" - 2* 4+ 22 — 7 € Z[a])
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2. Funkéni hodnoty, Tayloriv rozvoj, Hornerovo schém:

v bodé t = —2.
Reseni. a) Dosazovanim:

1(=2) (—2)° +2(-2)* - 3(—=2)0° - (=2 +2(-2)-T7=

~32+432424—-4-4-7=9

il

b) Pomoc{ Hornerova schématu:

1 2| -3]| -1 21 =7
-2 0 6|~-10| 16

0
BEEIBEIE]

t= -2

2,2.2. Uréeme funkéni hodnotu polynomu

oy) = 3+ (6-4V3)y' +(-2-8V3y  +
+ (=4+4V3)’ +(3+8V3)y+6€RY

v bodé V3.

* Reseni. a) Dosazovanim:

9(V3)

It

3(V3) + (6 — 4VAY(VE) + (-2 - 8VE)(V3) +

(=4 +4V3) V3P +(3+8V3)V3+6=

3.9.//3 + (6 — 4V3).9 + (-2 - 8V3).3V3 +

(—4 +4V3).3+(3+8V3)V3 +6=
97\/3 4+ 54 — 36v/3—6V3 = 7212+ 123+ 3V3 + 24 + 6 =
= (84-84)+(2M—36-6+12+3)V3=0+0V/3=0.

-+

+ .

I

b) Pomoci Hornerova schématu:
l3l6—4v3|—2-8/3|-4+4/3| 3+8V3| 6
:.—_\/ﬂo 3/3 | —3+6V3| —6-5/3 | —3-10/3| -6
3] 6-v3|—-5-2V3[-10- V3] 23| [o]

2,2.3. Uréeme funkéni hodnotu polynomu
' —(2+i)2? —z+3i€ C{z)

vbhodét=1+1

Reseni.



B

2,2. RESENE PRIKLADY

1 0| -2-i -1 3i
t=14+1[0| 141 21| —-3—-1| —-3-5i

lil1+i] —2+i]-4=i][=3-2i]

Funkéni hodnota v bodé 1 +1i je =3 — 2i.

2,2.4. Délme v R (z)} se zbytkem polynom f(z) = 2* — 42® + 22 + 4z + 1 polynomem
-2

Redeni. Mame nalézt polynomy p, r takové, ze plati
flx) = (x - 2)p(z) + r(z) ast(r) =0.
Toho miizeme snadno docilit pomoci Hornerova schématu pro polynom f a bod t = 2:

1| —4 2 411

t=210 2i—-4|-4| 0
ltl-2]-2] of
Plati .
f(z) = (z —2)z* —22° - 27) + 1.
Zkouska:

=28 22— 2% 4 4’ 4z + 1 =
= o' -4 + 227 + 4 + 1.

f(z)

2,2.5. Uréeme hodnotu polynomu
f@)=zt =22+ —1€ R{z)

a jeho derivace v bodé ¢t = 3.

Reseni. Ulohu snadno vyiesime opakovanym pouzitim Hornerova schématu pro poly-
nom f vbodé t=3:

110 =211 0] -1
t=3 {0 (3] 92 66 | 198
1 {3 722 66
t=3 1013118 [75 [ 291
1|6 ] 25 |97 ||357

Plati
£(3) = 197, f/(3) = 357.
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2. Funkénf hodnoty, Tayloriv rozvaj, Hornerovo schéma
2,2.6. Na'eznéme Taylortiv rozvoj polynomu

f(z) = z* — 32 + 2c — 5 € R(2)

a hodnoty viech jeho derivacf v bodé t = —1.
Reseni. PouZijeme pétkrat opakované Hornerovo schéma pro polynom f v bodét = —1:
1 0o|-3] 2| -5
t=-1 0 -1 1 2 -4
1] -1 |-2| 4 [[=9]=f(-1)
tj==1] 0 1] 2]0
T2 o[- 5L
t=-1 0 -1 3
(-1
1| -3 | Bl=5
t=-1 0 -1
1 FE’E= ;(3)3!.1
t=-1 0
#_‘5:=__.— (-1
="
Odtud
f(2)=TL \(z) = -9+ 4z +1) +3(z + 1) —4(z +1)° + (= +1)"
Déle

fl-1)==9,f(-1) =4, fA(-1) =32 =6,
FO(=1) = (—4).3 = =24, fO(=1) = 14! = 24
2,2.7. Naleznéme Taylorovy rozvoje viech fadi pro polynom
h(z) = z* — 32° + 5z — T € Z{(z)
v bodé t = 2.

Regeni. Vaechny Taylorovy rozvoje piislusnych tddi polynomu h ziskime pomoci
opakované provadéného Hornerova schématu:
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2,2. RESENE PRIKLADY

-7

5

2 14

7 | [7]=h(2)*
18
[25]= 44

2
R CIER

@MG‘IM#MM[\JO

M’J(z)

-~
I
[o%

c::n—- ol=jo|l~mjfol~io|m=

M”m

*Tayloriv rozvoj prvniho fadu v bodé 2 je
Tyi(z) = 7+ 25(c - 2).
**Taylorliv rozvoj druhého fadu v bodé 2 je
Th2(z) = 7+ 25(x — 2) + 21(x — 2)°.
***Tayloriv rozvoj tietiho fadu v bodé 2 je
TM(z) = 7+ 25(x — 2) + 21(z — 2)* + 8(z — 2)°.
t Tayloriiv rozvoj étvrtého fadu v bodé 2 je
Tih(z) = 7+25(z — 2) + 21(c — 2)° + 8(z = 2)° + (z - 2)*.

} Taylorovy rozvoje vyssich tadi polynomu h jsou jiz stejné jako Tit,(h), piedstavujf
ziroven Tayloriv rozvoj polynomu h v bodé 2.

2,2.8. Naleznéme polynom g € Z (y), ktery vznikne z polynomu
h(z) =2* -3z + 52 -7

substituef £ = y 4 2.
Resen{. Pomoci Hornerova schématu pro polynom h v bodé t = 2 ziskdme Tayloriv

rozvoj T:.,. Potom plati (Hornerovo schéma viz pifkl. 2,2.7):

h(z) = h(y+2) =TLy(z) =
= T4+2N(c—2)+21(z =2 +8(z -2+ (2 -2)' =
= T+425y+ 21y +8y° + ¢
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2. Funk&nf hodnoty, Taylortiv rozvoj, Hornerovo schéma

Hledany polynom proménné y, kter§ vznikl substituci £ = y+ 2 do polynomu h proménné
2, je polynom g(y) = 7+ 25y + 21y° + 8y° + y*.

2,2.9. Naleznéme soufadnice polynomu
flz) =22 —4z' +32° 2’ +z-2€ Z(x)
vzhledem k uspofadané bazi

B={l,z-1,(z—1)}(z =10, (z - ', (¢ = 1)’}

Reseni. Pomoci opakovaného Hornerova schématu pro polynom f v bodé t =1
dostaneme:
2 | -4 3 1-1 1 -2
t=1 0 212 1 0 1
2 | =2 1 0| 1]|-1
t=1 0 2 0 111
21 0o 1| 1 (2]
t=1 0 2 2 3
2| 2| 3
t=1 0 2 4
2| 4
t=1 0 2
2 |
t=1 0

Odtud plyne, ze
fle)=-1+2c—1)+4(z = 1) + (e = 1) +6(z - 1) +2(z = 1)%
Hledané souiadnice tedy jsou

fﬂlz ('—1!2r41 736) 2)

2.3. CVICENI

2,3.1. Je dén polynom
flz)=2*-20° +2* —3€Z(z).
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2,3. CVICENI

Urcete funkéni hodnotu f(t), jestlize:
a)t=-3€Z;b)t=2€Q;c)t=1+vV2€R;d)t=2-i€C.

2,3.2. Je dén polynom
g(r) =o' -2z 4+ 2r —1 € Q(a).

Uréete funkénf hodnotu g(t), jestlize:
a)t=2€Z;b)t=-3€Q;c)t=-vB€R;d)t=1-i€C.

2,3.3. Je dan redlny polynom

h(y) = 3y° + (3 4V3)y* + (=2 - 4V3)y® + (=2 + 4V3)? + (3 + 4V3)y + 3.

Urcete funkéni hodnotu h(t), jestlize:
a)t=-1€Z; b)t=-—§€Q;c)t=\/§€R;d)t=iEC.

2,3.4. Je dan komplexni polynom
9(z) = 2* + (=6 +1)z° + (12 — 6i)2? + (=8 + 12i)z — 8i.

Urcete funkénf hodnotu g(t), jestlize:
a)t=2€Z;b)t=-1€Q;c)t=v2€R;d)t=-ieC.

2,3.5. Délte polynom f € R.{r) linedrnim polynomem z —t a uréete zbytek, jestlize:
a) f(z) =2 +32° =222+ 1, t = 2;

b) f(z) =2 + 52 =Tz - 2,t = —%I;

c) f(z) = 225 — 112* 4 282% — 402% + 327 - 12,t =1+ i;

d) f(z) =32° - 112* + 20° + W + Tr+ Lt =1 - /2.

2,3.6. Urcete hodnoty f(t), f(t) polynomu
f(z)=22° =11z +22° = 14?4+ Tz —~ 1 € Z ()

v bodé:
a)t=-2;b)t=1

2,3.7. Urcete Tayloriv rozvoj polynomu
f(@)=a"+225+32° +62* + 3 + 627 4+ + 2

v bodé:
a)t=-2,b)t=1
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2 Funkéni hodnoty, Tayloriv rozvoj, Hornerovo schéma

2,3.8. Naleznéte Taylorovy rozvoje prvntho, druhého, tietiho a Ztvrtého tAdu polynomu
f € I{z) v bodé t, jesthze:

a) I =C, f(z) =1 +(3—i)ed 4+ (3-31)2* + (1 -3z —-iLt=1

b) 1=, J(z) =" + (=6 = V)" + (124 6V (5 12v/2)e +8V2, t = V2

c) [=7, f(z)=2°—6a° + 9z +42° — 92" =6z — 1, t = 1—2

2.3.9. Uréete hodnoty vsech derivaci polynomu f € I (¢} po fadée v bodech t =1, = —1,
t = 0, jestlize:

) I =7, f(z)=2°—3a + 5z +2;

b)I:Z,f(x)=35+2:c3—5z+7;

c) T=Q f(r)=a'+3+ 3z -4

d)I=C, flz)=2a"+(1+ Nz? 4 (1 -1z

2,3.10. Naleznéte polynom g € Z{y), ktery vznikne z polynomu h € Z(z) uvedenou
linearni substituci:

a)h(z) =2t +28° = bz + L,z =y~ 3

b)h($)=2x5—3x3-—5x2+7,x=y+1;

) h(z) =2zt 3% + 207 =B y=20-2%

d) h(z) = S —drt+ 2t b, y=2+43.

2.3.11. Naleznéte soufadnice polynomu f € I(z) vzhledem k uspoiadané bdzi B vek-
torového prostoru polynomi jedné proménné nad [ stupné nejvyse n, jestlize:
a) [ =2, f(z) = 3z —ort —4r® — 2074 20 - 1,

B={l,z-1,(z—17% (=1 (z= 1) (v - N
b)I=Z,f(:r)zx‘+2:z:3-—3:cz—4m+1,

B={Lz+1,(z+ 17z +17(z+1)'}
c) =27, f(z)=a—20° - 2% =2 +6, .

B={l,r-2(z-2%(z-20(z— 24, (z - 2)5,(z — 2)°};
d)1=C, f(z)=c"+2ir" - (1 + i)z? =3z + 7 +1,

B={1z+i(z+) (4% (z+1)'}

9.4. VYSLEDKY CVICENI{

a) —183; b) 2; ) 27+ 21V2; d) —42 — 23L

a) 14; b) %; c) 6— %\/5; d) —% + 31

C2)0;b) B — £./3; ¢) 0; d) (8- 8V3) + (84 3V3)i

.a)0;b) - 155 ¢) (28 — 20v/2) + (—20 + 14v/2)i; 4) 0.

L a) (¢f + 22 + T2% + 122 + 24)(z — 2) +49; by (r* =l + Fe - F (z+ 3+ %
¢) [22* + (=9 +2)2” + (17 - 7i)z? 4 (=16 + 10i)z + (6 — 61)][z — (L+1)]+0
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d) [3z* + (=8 = 3v/2)2® + 51222 + (4 + 5V/2)z + (1 + V2)][z — (1 = V2)] + 0.
6. a) —327, 599; b) — 1 %,
7. a)
125(z +2) — 300(z + 2)® + 315(z + 2)° — 184z + 2)* +63(z + 2)° — 12(z + 2)¢ + (¢ + 2)7;
b) (8 — 161)(1--— 1) 4+ (=24 = 20i)(z — i) + (—18 4 12i)(z —1)* + (2 + Ti)(z = )5 + (z — 1)
8. a) TLi(z) = (=2 4 2i)(z — i), T2 () = (=2 + 2i)(e — 1) + 6i(z — i)?,
T () = (=2 + 2i)(z — i) + 6i(z — i) + (3 + 3i)(z — i)°,
Tli(z) = (=2 + 2)(e = i) + 6i(x — )2 + (3 4 3i)(z — i) + (2 — i)
b) T (e ) (—20 +14V2)(z - V2),
TI? () = (=20 + 14V2)(z — V2) + (18 — 12V2)(z — V)%,
T” () = (=20 + 14v2)(x — V/2) + (18 = 12V/2)(z — V2)? + (=6 + 3v/2)(z — V2)?,
T“ a(2) = (—204+14V/2) (2= V2)+(18-12V2)(2 = V/2)? +(—643V2)(z = V2)*+(z—/2)*;
c)T“ AE =01 ) =0,
Tl Alz) = —16\/_x— (1-V2)P,
Tf_‘l_f z) = —16v2[z — (1 = V2)P + 24[z — (1 = V2)}*,
, 1 va(®) = —16v2[z — (1 - V2P + 24z - (1 - V2)]* - 62z — (1 - V2)P,
Th A2) = =16V2[e — (1= V)P + 24z — (1~ VB — 62z — (1 — VE)'+
He —(1-V2)I°.
9. a) f(l) =5, /(1) = 5, fO(1) = 24, /(1) = 120, f)(1) = 360,
FO(1) = 720, f6)(1) = 6! = 720,
f(0) =2, f1(0) = 5, f3(0) = =6, /®)(0) = 0 f“’(O) =0, f®)0) = 0, s9(0) = 6! = 720,
J(=1) = =5, f'(=1) = 5, fO)(=1) = 24, JO(~1) = —120, f(-1) = 360,
FO(=1) = =720, f&)(—1) = 6! = 720;
b) f(1) =5, f'(1) = 6, fI(1) = 32, fO)(1) = 72, F)(1) = 120, f*)(1) = 120,
F(0) =7, f(0) = =5, f®(0) = 0, f®)(0) = 12, f*)(0) = 0, F()(0) = 120,
J(=1) =9, f(-1) =6, fO(=1) = =32, fO(=1) = 72, f{W(-1) = —120, f®)(-1) = 120;
¢) f(0) =1, 71(1) = Z, fO(1) = 15, O1) = 24, fO)(1) = 24,
f(0) = =5, 7(0) = §, f(0) = 3, f0) = 0, fV)(0) = 24,
F(=1) =1, f(=1) = &, F@O(—1) = 15, fO)(—1) = —24, fO(=1) = 24;
d) f(1) =3, (1) = 7+1, fO(1) = 18 4+ 2i, fO(1) = 36, F()(1) = 24,
f(U) =0, fj(o) =1-1, I(Q)(D) =2+ 2i f(:i)(o') =0, f“)(O) = 24, '
J(=1) =142, f'(-1) = =5 = 3}, fO(=1) = 14 + 2, fO(-1) = —24, fW)(=1) = 24.
10. a) 43 — 50y + 36y% — 10y° + 4*, y =z +3; b)
1-9+6y* +17y° +10y* +2y° vy =2 —1;¢) 134+ 36y + 32y + 13y° + 2¢*, y =z — 2;
d) —552 + 826y — 484y% + 1337 — 19y* 445 y =z + 3.
11. a) (—4,-7,4,18,13,3); b) (1,4, -3,-2,1); c) (—4, 23, 78, 80, 40, 10, 1);
d) (74 51, =5, -1 —1,—2,1).
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3. Délitelnost polynomu, nejvetsi spolecny délitel
a nejmensi spoleény nasobek polynomu

3.1. ZAKLADNI POJMY

3,1.1. Definice. Necht’ f a g jsou polynomy jedné neuréité r nad télesem T Rekneme, e
polynom [ déli polynom g ‘(polynom f je délitelem polynomu g, polynom g je délitelny
polynomem f) a piseme f | g, jestlize existuje h € T[z] tak, ze platf g = fh. Neplati-li
f1g, piseme flg.

3,1.2. Poznamka. o| g je mozné tehdy, kdyz g = o.

3,1.3. Lemma. (Vlastnosti délitelnosti polynomi.) Pro hbovolne f, g, h,7 € T[z] plati:
a) (FlagAglh)y=flh

by(rlfarlg)= (1 f+arlf-4)

cyrlf=(NgeTl)r|fg '

d) Kazidy polynom z T(x] je délitelny libovolnym polynomem stupné 0 2 T[]
e)flg= (Yo#ceT)cflg

0 (flgnastf)=st(g) = (0£c€T)g=cf.

g) (flang# o) = st(f) < st(g):

31.4. Definice. Polynomy f,g € Tlz] nazjvame asociovanymi, jestlize f |'gag | f.
Piseme f ~ g.

3,1.5. Lemma. Necht' f,g € T[z]. Pak plati
a) f~1est(f)=0
b) frge (30£ceT) [ =co

31.6. Véta (O déleni se zbytkem.) Necht’ f,g € T[z],g # o. Pak v T[q] eistuji
polynomy g, r takove, Ze f = gg+ 7, kde r = o nebo st(r) < st(g). Polynomy q,r Js0U

témito podminkami uréeny jednoznalné.

3,1.7. Definice. Necht’ fy, fa, --., fe € T[z]. Polynom d € T'[z] nazveme nejvétsim
spole¢nym délitelem polynomﬁ fu, far oo Ju (v Tla]), Jesthize plati:

a)d| fi prokazdé i =1,2, ..., k.

b) Jestlize h € T[z] a h | f pro kazdé i =1,2, ..., k, pak h|d.

Pigeme d = D(f1, f2, ---» fx)-
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3,1. ZAKLADNI POIMY

3,1.8. Véta, Necht' d € T[z] je nejuéts( spolecny délitel polynomd: fy, fo, ..., fr € T[],
necht’ dy € T(z]. Pak dy je nejvétst spoleény délitel polynomd fy, fr, ... fr, prdvé kdyz
d lad dl'

3,1.9. Umluva. Necht’ fufu oo fr € T[2). Normovany nejvétsf spolecny délitel poly-
nomd fi, fa, ..., fi budeme znacit (fu,far .00 i)

3,1.10. Véta, V oboru integrity T[z] existuge D(f1, fa, ..., fi) pro libovolné polynomy
fuhy o) fr € T[2] a je uréen Jednoznadné af na multiplikativnd konstantu :T.

3,1.11. Euklidiy algoritmus vypottu nejvétstho spoleéného dalitele. Necht’ f, g € T[z].

Jestlize f | g, resp. g | f, je D(f, g) = f, resp. D(f,g) = g. Necht' flgagli. Polynom
f vydélime polynomem g. Podle véty 3,1.6 dostaneme ¢dsteény podil ¢; a zbytek ry:

[ =gq+r, st(r) <st(g).
Protoze g] f, platf r, # 0. Znovu uzijeme vétu 3,1.6. Existuj{ polynomy g2, 72 takové, e
g =r1q2 + 13, st(ra) < st(ry).
Toto postupné délen{ provddime tak, ze obecné v k-tém kroku délfme
Th-2 = Tho1Qk-1 + 1k, st(ry) < st(rg-q).
Po koneéném poétu m kroki dostaneme na ziklada véty 3,1.6

f = ga+r,
g = mg+ry

"Tm-2 = Tm-19m-1+ m,
rm~1 - qum,
kde
st(g) >st(r1) > ... >st(rm) > 0.

Potom plati:
'm = D(f, g)-

3,1.12. Véta. (Bezoutova rovnost.) Necht’ f,g € T[z]. Potom ezistujé polynomy u,v €
T[] tak, ze plati

(/,9) = fu + gv.
Navic, ge-li st(f) > 1, mizeme polynomy u, v volit tak, e st(u) < st(g) ast(v) < st(f).
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2,1 A
£

3. Délitelnost polynomi, nejvétsi spolecny délitel a nejmensf spoleény ndsobek polynomi

3,1.13. Definice. Polynomy f1, f2, ..., [+ € T[z],k > 2, nazveme nesoudélnymi, jestlize
(f1,f2r ..., fx)=1. V opacném piipadé hovoifme o soudélngch polynomech.

3,1.14. Lemma. Necht' f, g, h € T[z]. Potom plati
a)(fighv\ fg=1=[|h
)(flg/\ﬂh/\ (fio=1=fglh

3,1.15. Definice. Necht' fy, fa, ..., fx.€ T[z] . Polynom n € T[z) nazveme nejmensim
spoleénym nasobkem polynomi fy, fa, ..., fu (v T[z]), jestlize plati:

a) fi|nprokaidé i =1,2, ..., k. :

b) Jestlize h € T[z] a fi | n pro kazdé 1 =1,2, ..., k, pak n | h.

Piseme n = N{f1, fo, ..., fu)-

3,1.16. Véta. Necht’ n € T[z] je nejmensi spolecny ndsobek polynomd fy, fo, ..., fx €
T[z]. Pak ny je nejmensi spoleiny ndsobek polynomt fy, fo, ..., fe, prdvé kdying ~n.
3,1.17. Umluva. Necht' f1, fo, ..., fr € T[z]. Normovany rnejmensi spole¢ny nasobek

polynomi fy, f2, ..., fi budeme znacit [fy, f2, .- ful:

3,1.18. Véta. Necht’ f(r) = ag+ o +... + ape" g(z) = by + bz + ...+ bpz™ jsou
polynomy nad télesem T. Potom plati
a) Jelist(f) =n >0,st(g)=m >0, pak

a6z fg = (f,9)f, g}
b) [f, 9] = 0 v ostatnich piipadech.

3,1.19. Véta. V oboru integrity T[z] existuge N(f1,fas ---, fx) pro libovolné polynomy
fi, fay -y fy €T(z] a je uréen jednoznainé aina multiplikativni konstantu z T'.

A
3,1.20. Definice. Necht’ f,g € T[z]. Polynom f nazveme trivialnim délitelem polynomu
g v Tz], jestliﬁe st(f) = 0 nebo f ~ g.

3,1.21. Definice. Necht' f € T[z], st(f) > 1. Polynom f se nazyvé ireducibilni (neroz-
lozitelny) v Tlz), jestlize md f v T[z] pouze trividlni délitele. V opacném piipadé se f
nazgva reducibilni ( rozlozitelny) v Tz].

3,1.22. Poznimka. Necht’ U je nadtéleso télesa T. Pak Ulz] O T[z]. Polynom [ € T[q]
mize byt ireducibiln{ v T[z], ale reducibilni v Ulz] (viz pn’kl 3,2.7). Proto je vidy nutné
uvést téleso, nad nimz dany polynom uvazujeme.

3,1.23. Lemma. Necht’ f, p € T[z). Necht’ p je 1reducibilni v T[z]. Potom bud’ (f,p)=1,
nebop| f.
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3,2. RESENE PRIKLADY

3,1.24. Lemma. Necht' p, fi, fo, ..., fa € T[z]. Necht' p je ireducibilni v T[z]. Potom
plfifs... fa, prdve kdyz ezistuje i,1 < i < n, takové, Ze p | fi.

3,1.25. Véta. Necht’ f € T[z), st(f) > 1. Pak existuji polynomy PLP2 ..., pr € T[],
které jsou navzdjem rizné, normovane a treductbiln’ v T[z],0 £ c € T « prirozend éfsla
ki, ka, ooy ke tak, Fe

J=cpypkr . pk.

Navic plats: Jestlize f = dgh .. g je jing takovy rozklad, pak r = s, c = d a ezistuje

1, 2, ..., r ; v
permautace ¥ = | | tak, ze Py =qi prokaidéj =12 .. . r.

LTI TRRNPINNN,

3,1.26. Definice. Z4pis polynomu f 7 véty 3,1.25 se nazyv4 kanonicky rozklad polynomu

f v Tz].

3,1.27. Lemma. Necht’ f = cpflpg2 N -pk je kanonicky rozklad polynomu f € T[z]. Necht’
q € T[z] je normovany polynom ireducibiln{ v Tlz]. Pak q | f, prive kdys existuge
1,1< i< r, tak, Ze g = p;.

3,1.28. Véta, Necht'pi,py, ..., p, € T[z] jsou navzdjem rizné, normované a ireducibilni
polynomy v T[z]. Necht’ ki ka, .., ke by, ls, oo, ln jsou nezdpornd celd éisla. Necht'
o# f,f=apiipi? .. .pk o #9,9=bp'p? . .. ph, jsou dva polynomy 2 T[z]. Pak

(£:9)=pi'p? ..o, kde s; = min {k;, 1},
[f) g] =P;.1p;2 . 'I-P;"n kde $; = max {ki;lf}J

pro kaidéi=1,2, ... n.

3,1.29. Poznimka. Véta 3,1.28 se d4 pouzit k v§poctu nejvétstho spoleéného délitele a nej-
mensiho spoleéného ndsobku polynomi f, g, pokud zndme kanonické rozklady polynomi

f g

3,2. RESENE PRIKLADY

3,2.1. Naleznéme &dsteény podfl g a zbytek r pfi déleni polynomu f polynomem g v Rlz],
-Jestlize:
a) f() = 22° 4+ 2* — 152* + 22° + 10, g(2) = &% — 7z + 2;
b) f(z) = 52° + 42° + 327 + 20 + 1, g(a) = Tz* + 222 — 32 4+ 2.
Regeni. a) Plat{
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3. Délitelnost polynomi, nejvétai spolecny délitel a nejmensi spolecny nasobek polynomi

(208 +2° —152* +27° +10)(2 - Tz +2) = 9p ot —r+9
~(228 —14zt+42°)
5 -zt =28 +10
—(z* —7z°+23%)
e ————
—g* 55°—222 +10
—(—z* +7z? —2r)

e

508 —0z? +2x+410
~(52° —35r+10)

—9z?437x
Tedy g(z) = 28° + 2% — 2 +5 5, r(z) = —9z* + 372,
b) Kdybychom pocitali pifmo f:glakov a), musell bychom pocital pracné se zlomky.
Vypocty zjednodusime, kdyz vyuzijeme tento fakt: Jestlize f = gq+7, pak pro libovolné
a#0platiaf = glag+ar). Vypocitame-li tedy polynomy qu, 71 2¢ vztahu af = ggi + 11
bude platit

—

= - r=—T1.
=% a

V nasem pifkladu po¢itdme napi. s polynomy g a

fiz)=Tf(z)= 3528 + 282° + 2127 + Mz + 7.

Plati
(352° +282° 40107 +14z +7): (7o + 207 - 32+ 2) =5z + 45— %
{3525 +10z4—152° +102?)
e —
282% —10z*+15¢° +11z’+14z +7
—(28s° 438z —122% +37)
e e
—10z* +72° +2322 +67 +7
—(~10s* ~0524+R5-3)
——— e
7204 18 42048
Tedy
qu(z) =522 + 4z — R ry(z) = 700 4 Bt 4+ Yo + %,
odkud

q(.r)—'—:z: + = :c——r(a:)-—:c +181 2+49z+49
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3,2. RESENE PRIKLADY

9,2.2. Zjistéme, zda f | g v T[z], jestlize:

a) f(z) = 2° — 4, g(a) = 32° + 5z* — &3 — 122 — 20z +4,T=R;

b) f(z) = 2° + 222 + 20 4+ 2,g(x) = 255 + o4 + 222 + t+1,T =175
Reseni. a) Vypotitdme g: f:

(32° 4524 —33-1232—20.r+4) (2 —4) =322+ 50 - 1

—(32* —~12z%)
5z¢  —g? —20r+4
—(5z* —20z)
-z +4
—(=z* +4)

0

Oznatime h(z) = 322 + 5z — 1. Protoze zbytek piidélenf je 0, plati fh =g, tedy f | g.
b) Postupujeme analogicky jako v a). Pozor! Pracujeme v Z;[z], proto ndsobime, sé¢itdme
iodéftdme v Z3! '
(2z°+ z* +22%+241): (2° +20° + 20+ 2) = 227 4+ 2
—(22%4 z* + 234 r?)
1 2 2 2 (prvky opaé¢né ke koeficientim v Z3)

2034+ ri4z41
—(22%+ 2’+z+1)

0
Opét vysel zbytek 0, proto f | ¢.
3,2.3. Zjistéme, zda polynomy
f@)=4e' +2° + 25 + 30 4 1, g(2) = 32 + 2% + 427 + ¢ 4 2

Jsou asociované v Zg[z].
Regeni. V Zys[z] ziejmeé plati

3.'1:‘+29:3+4fc2+$+2=2(4.-r‘+:c:’+2:1:2+3:v+1).

Podle lemmatu 3,1.5 b) tedy f ~ ¢.
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3. Délitelnost polynomi, nejvétsi spolecny délitel a nejmensi spoleny ndsobek polynomi

3,2.4. Pomoc{ Euklidova algoritmu urceme nejvétsi spolecny délitel polynomi f, g € Tz],
jestlize:

a) f(z) = 22° + 3z* — 52° — 117% — 6z — 1, g(z) = 4a* + 62° — 20> =62 -2, T = R;

b) f(z) = 25" + 3p? +dz+1,9(c) =2 +20+4,T = Zs.

Regeni. a) V prvnim kroku vypoctu D(f, g) pomoc{ Euklidova algoritmu budeme misto
polynomu g uvazovat s nim asociovany polynom gi(z) = 2z + 3z° — 2* — 3z — 1. Plati
Hz) = gi(z)z + (—42° — 82” =5z — 1).

Tedy r(z) = —42° — 852 — 5z — 1. V dalsim kroku dostaneme
o(z) = ri(z)(=z + §) + (=327 = Jz - 3)-
Tedy ro(z) = —32% — 3T — g— Misto polynomu r; budeme uvazovat s nim asociovany
polynom rj(z) = 2z% + 3z + 1. Protoze
ri(e) = ryz)(—22 - 1)

(zbytek je roven 0), je jednfm z nejvétsich spolecnych déliteld polynom

D(f,g)(z) =riy(z) =2¢" +3z+ L.
Dale plati
(fo)@) =2 +3z+}
b) Potupujeme analogicky jako v a), ale vypoéty provddime pro T =17y
f(z)=g(z)(2z +4) + 3z, tj. n(e)=3c,
g(z)=ri(z)(2z +4) + 4, 4. r(z)=4

Podle lemmatu 3,1.3 d) plat{ 4 | 1, tedy jednim z nejvétsich spoleéngch déliteld je

D(f,9)(z) = ri(e) = 4.
Déle plati
(f: g)(ﬂ:) =1

3,2.5. Pro polynomy f, g € Rfz], f(z) = 2 —1,g(z) = & + 1, zjistéme, zda jsou soudélné
nebo nesoudélné, a naleznéme polynomy u,v € R[z] tak, aby platila Bezoutova rovnost
(f)g') = fu + gv.

Reseni. Nejprve ukdzeme obecné, jak lze k nalezeni polynomi u,v vyuzit Euklidiv
algoritmus nalezen{ nejvétsiho spoleéného délitele polynomi f,g. Polynom D(f,g) se
shoduje se zbytkem v piedposledni rovnosti postupnych délenf z odst. 3,1.11. Odtud

D(f, g)=Tm-2— Tm-1m-1:
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3,2. RESENE PRIKLADY

Oznatme u; = 1,v; = —gp_;. Pak mizeme psét

D(f,9) = rm-2u1 + Tya_1v1.
Dosad'me do této rovnosti r,_1 z odst. 3,1.11 pro k = m — 1, tj. z rovnosti

m-3 = "m-2qm-2 + "'m-1-
Dostaneme
D(flg) = Tm-2u1 + [T‘m-a - ?‘m-zqm-z]‘ul =
= T3l + ryogs,

kde u, = 1-11,1;2‘= Uy — qm;_gvl. Takto mizeme pokracovat déle, az po m — 1 krocich
dospéjeme k rovnosti

D(f,g) = fum-1+ gUm-1.

Nyni staéf normovat D(f,g) a nahradit polynomy %m_1,¥m-1 odpovidajfcfmi asocio-
vanymi polynomy.

Pouzijeme nyn{ tento postup pro polynomy f(z) = z° —-1,¢(z) = 2 + 1. Nejprve
vypotftdme D( £, g) Euklidovym algoritmem (viz 3,1.11). Postupnym délenfm dostdvéme

(1) & ~1=(a?+1)(® - 2) + (z - 1),
(2) 2 +1=(z-1)(c+1)+2

Tedy D(f,9) = 2,(f,9) = 1. Vidime, ze polynomy f, g jsou nesoudélné. Hleddme poly-
nomy u,v € Rfz] tak, aby platilo

1= (° = u(z) + (2% + 1)o(a).
Z rovnosti (2), (1) postupné dostdvame

2 = (a:g-i-l)—(a:—l)(x-i-l):
@+ - -1) = (@ +1)® - o)z +1) =
(@ =1 -z - 1)+ @@+ 1) +° -2 -z +1),

i

tedy :
(£r9)(=) = 3l(=z° = 1)(=z = 1) + (2 + 1)(z* + 2° = 22 — 2 + 1)].
Proto . C e g g g
o) =5 -p@=g -5 -3+;
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3. Délitelnost polynomd, nejvétsi spole¢ny délitel a nejmensi spoleény ndsobek polynomi

3,2.6. Naleznéme [f, g] pro polynomy z piikl. 3,2.4 a).
Reseni. Pouzijeme vétu 3,1.18. Jsou splnény piedpoklady tvrzeni a),

3 1
n=5,m=4,a5=2,b4=4,(f,g)(:r)=$2+;;r+ <

Tedy
11 f(z)e(z) 1 f(z)g(z)
£, 9)(=) = 24’22 +3z+; T 422243z + 1

Vypotitdme souéin fg. Snadno zjistime, ze

Eh(a‘).

(2¢° + 3z* — 5g3 — 1122 — 62 — 1)(4z* + 62° — 25 — 6z — 2) =
= 2(42° +124° — 32" — 462° — 512° + 374 + 415° + 3027 + 9z + 1).

Vypotitejme podil h. Dostaneme
h(z) = 222" + 32° — Te° — 142" — 2+ 10z + 62 + 1),
Tedy
I gi(z) ="+ 28— 1g® — 1ot - 320 + 522 4+ 3z + 3.
3,2.7. Ukazme, ze polynom 2% + 4 je a) reducibilni v C[z]; b) ireducibilni v R[z].
Reseni. a) Polynom 22 + 4 je v C[z] reducibilni, nebot’ vime, ze
£ +4=(z+2i)(z - 2).

b) Piedpoklddejme, Ze polynom z? +4 je v R{z] reducibilni. Pak musi existovat polynomy
Go + 1T, 41 # OJbD + blxybl # 0) tak! ze

$2 +4= (ao + alﬂf)(bg + blﬂ’d')‘

Po roznésoben{ dost4vdme, e musi platit

1 = Glbb
0 = aoby + aiby,
4 = Gobo.

Ze tiet{ rovnice ihned vidime, ze ao # 0, b # 0. Z prvni a tietd rovnice plyne, Ze

JRS U
1= blj Q0 = bg.
Dosadime do druhé rovnice:
4 1
0 = —b + b
% 1+ b, 0,
0 = 4b]+ b5
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3,2. RESENE PRIKLADY

To je vsak spor, protoze 447 + §2 > 0. Proto m4 polynom z? + 4 v R[z] pouze trividlnf
délitele, je tedy v R[z] ireducibilnf.

3,2.8. Naleznéme kanonicky rozklad polynomu f(z) =2° =8 v R[a].
Reseni. Vime, je

x3—8=(:r-2)(x2+21:+4). (%))
Polynom 242z 4 4je v R[z] ireducibilnf. Kvadratick4 rovnice z? +22+4 = 0 nemd totiz
v R feseni, nebot’ diskriminant D = 4 — 16 = —12 < 0. Proto m4 polynom z? + 2z +4
v R[z] pouze trividln{ délitele. Zapis () je hledany kanonicky rozklad. '
3,2.9. Naleznéme (f,g) a [f, g] v R[z], je-hi
' f(z)=2°-38, g(z) = 2zt I+ 4z° + 62° — 45 — 8,

pomoc{ kanonickych rozkladi polynomi frg v R[z].
Resenf, 7 piikl. 3,2.8 vime, Ze kanonicky rozklad polynomu f v R[z] je

o' = 8= (z—2)(z* + 2z + 4),
Viimnéme si nyn{ polynomu g. Plat{
g=2¢, kde gi(z) = 2* + 22" + 32 — 2 — 4.

Délme polynom g; polynomem z? + 2z + 4. Dostaneme
(z142¢° +3202—22-4): (22 4 2z + )=z —1
—(z*+22° +42?)

-—.1:2—2_1'—4
—(—2?-2z-4)

Tedy
20t + 40 + 622 -4z — 8 = 2(z? + 2z + 4)(z? - 1).

Polynom 271 miizeme d4le rozlozit na soucin (z41)(z~1). Kanonicky rozklad polynomu
g v Rz] tedy je '

2e* +42° + 602 - 4o - 8 = 2 + 2z 4 4)(a + 1)(z -1).
Podle véty 3,1.28 je

(f, 9)(=)
[f, 9l(z)

z? + 2z + 4,
(«® + 2z + 4)(z - 2)(x+ 1)z ~1) =

= a:"’—ra-832+8.
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3. Délitelnost polynomd, nejvétsi spoleény délitel a nejmensi spoleény ndsobek polynomi

3.3. CVICENT

3,3.1. Naleznéte cdste¢ny podil ¢ a zbytek r pii déleni polynomu f polynomem g v T'[z],
jestlize:
a) f(@)=2° —4c® + 92 -5z + 4,9(z) =2° =5z + T, T =R,
b) f(z) = 6a* + 272° 4+ 232% — 162 + 2,9(¢) = 227 + 5 — 1, T = R;
) f@)=2t+a® -5+ —6,g(x) =2’ =8+ -8 T =R,

d) fz) =2 =8z +z—7,9(z) =2+, T=R;

e) flz) =25+ 20° + 50° + 10, g(z) = 2? +2,T = R;
f) f(z) =2 —dz* + 20+ 3,9(z) =2 =20+ 1, T = R;
g) fz) =25 +152° = 3lz +15,g(z) =" + 20 -3, T = R;

h) f(z) = 2 + 2iz* + (=3 — )2° + 2iz? — 4z — 6i,g(z) =2 +2ic -3, T = C;

i) f(z) = 3id® + (=14 31)2° + (=1 + 3i)a* + (-1 + i)z’ + (-2 + i)a? = (=2+ i)z — 2,

glz)=31ct - 2*+iz -2, T =C.

3.2. Naleznéte ¢asteén§ podil g a zbytek r pii déleni polynomu f polynomem g v T[x)

a proved'te zkousku, jestlize:

f(a:)—":r +at+ 22 +2,9(z)=2*+2T =13
b) f(z )—2z +z85 4+ 2t 4+ 22+ 2241, g(a:)—z +2% 4P+ 2+ 2,T =17y
¢) f(&) =4 + ¥ + 2 +3,9(x) =20 + 1, T = Zs;
d) f(z) = 42° + 4, 9(z) = 227 + 32+ 2,T = Zs;
e) f(z)=2"+ 32 +45% + 202 + v+ 3,9(2) = 2¢° + 3z + 4, T = Zy;
f) fz) =+ 20 + 4 + 2? + 22+ 2,9(7) = 38 + 25+ 1, T = Zy;
g) fz) =" +2* +45° + 202 + 4z + 1,9(z) =48’ + 2+ 2, T =1y,

3,3.3. Zjistéte, zda f | g v T[z], jestlize:

a) f(z) =2 +52° +52 - 3,9(z) =2 +3,T = R;

b) f(z) =27 + 52° — 425 — 11z* + 32 + 202 + 6,9(z) =2° =22 - L,T = R;

¢) flz) =24+ 20%+ % +1,9(z) =2’ -2+ 1,T =R,

d) f(z) =c® = (1+20)* + (3 +3)a — 2’ 4 8z, g(2) =2° =2’ +iz + 4, T = G;
e) f(z)=a* +3z7 + 1,g9(z) =2’ +iz+1,T =G

) f(a)=2"+2° +22 4+ 2,9(2) = o+ 1,T = Z;

g) flz)=22+20+1,g9(z) =222+ o +1,T = Zy;

h) f(z) = 2° +30° + 422 +3,9(z) =2 + 20 + 42 + 1, T = Zs;

D) f(z) =225+ 30 + 20+ 202 + 20 +1,9(2) = 42° + 307 + 2+ 2, T = Zs.

3,3.4. Zjistéte, zda f ~ g v T'[z], jestlize:
a) f(g) =3c* + 8z +5,9(z) = 3¢° + 82> +5,T = R;
b) f(z) = 6%* + 52° + 3z + 7, g(z) = 12z* + 10z° + 622 +14,T = R;
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4. Kofeny polynomu, rozklad polynomu na soucin kofenovych ¢initeld

a) f(m)=w3+5x2+?x+3,g(:c)=2:c3+9.1:2+103+3,T:R;
b) f(x):a:*+2:f:2+1,g(:r)=x2+(1+i)m+i,T=C.

3.4. VYSLEDKY CVICENI

1. a) ¢(z) = 2 + 1,7(z) = 2¢* = 3; b) ¢(z) = 382 +6—~2,r(z)=0;

c) glz) =z +9,r(z)= 6622 + 66; d) g(z) = = — 8, r(z) =15 e) g(z) =2 +5,7(z) =0
f) qlz) = &® — 2¢ — 1,r(z) = —4a® + 20 + 4; g) (z) = g’ - 22% 4+ Tz —5,r(z) =0;
h)gz)=2-iz—2+2,r(z) =iz -6 i)qlz) =2 +z+1,r(z)=0

2. a) q(z) = 2¢% + 22 + 1,7(z) = 0; b) ¢(z) = 2¢% + 1, r(z)=1cr+2

¢) g(z) = 22 + 2 + 2,r(z) = 1; d) ¢(z) = 22+ 2,r(z) = O;

e) q(z) = 322 + 4z, r(z) = 3¢ + 3; ) ¢(7) = 22% 4+ 4z,7(z) = 2* + 3+ 2

g) g(z) = 42? + 4z, 7(z) =z + 1.

3. a) Ano; b) ne; ¢) ne; d) ne; e) ano; f) ne; g) ano; h) ano; 1) ne.

4. a) Ne; b) ne; c) ano; d) ano; e) ne; f) ano; g) ne; h) ano; 1) ne.
5.a)a=6;b)a=-1b=-6; ¢) a=—50b=-10;d) a=2b=1e)la=b=0

6. a) d(z) =z +1,n(z) = 25 — Tt — 132% 4 4122 — 14z + 48;

b) d(z) = ¢ — 1,n(z) = o7 — 72° + 13¢° - 3z* + 3z° - 13z + Tz = 1;

o) d@)=1n(z)=2"+2°+ 27 +1;

d) d(a:)=9:+1,n(x)=:rs+x5—4a:‘ -5 4227 + 4z + 15

e) d(z) = (¢ — 2)*,n(z) = a° — z* = 11z' + 132% + 262% — 20z — 24;

f) d(z) = 2> + (1 + 1)z + 3i,n(z) = s+ (1 + 1)+ (-24 Ri)z? + (-6 + ) + 3
g) d(z) = z* + 1,n(z) =54t + P+ 22 + 1

h) d(z) = 2 + 2,n(z) = 2° + 2¢* +20° + 27 + 2 +3;

1) d(z) m:r:+1,n(a:)=a:5+:c"’+:r"+2a:2+4:r:+1.

7. a) u(z) = Elé,'u(:c) = --61—63: - 23—2; b) u(z) = -z + %,u(m),: £~ %mg - %.L‘ - %;
c)u(z)=-1z+3u() = Ipt = 1o3— 1% + le+ 4
d) u(z) = —%:c + %,v(x) = %x:' -1z - Lie)u(z)= =T — ‘:‘61' + 13—0, v(z) = —5;

f) u(z) = L, v(z) = —}i; g) w(z) = 2, o(z) = 2z; h) u(z) = 4z 4+ 4, v(z) = 2* + 22 +3;
1) u(z) = o+ 2,v(z) = 4z’ + 3z + 2.

8. a) Ireducibilni; b) reducibilnf; c) reducibilni; d) reducibilni; ¢) reducibilni.

9. b) (x4 2+ i)z + 2 — 4i); ¢) (& + 2)(z* +4); d) (¢ + i) (z — 2i)(z +1); e) (¢ +2)".
10. a) f(z) = (z+1)*(z+3), g(x) = (z+1)(z+3)(2z+1),(/, g)z) = $2+{1$+3, (f, 9l(z) =
4 g3 4 252 4 Vo 30b) f(2) = (e +1)(z =) g(e) = (e + D= + 1), (f, g)z) =
c+i[fg(z) ="+ +28°+ 22 + T+ 1.
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a) f(z) =3° + 527 + Tz +3,9(z) = 22° 4+ 9z° + 10z + 3,T = R;
b) fl@) =zt + 202 + 1, g(z) = o* + (1 + Do +1,T = C.

3.4. VYSLEDKY CVICENI

1. a) g(z) = 2% +1,r(z) = 22 = 3; b) ¢(z) = 322 + 6z —2,7(z)=0;

¢) q(a) = = +9,7(z) = 662" + 66; d) gz =z —38,r(z)=1e) g(z) = £ +5,r(z)=0
f) g(2) = z* —2¢ - 1,r(z) = —4z? + 2z +4; g) q(e) = 2° = 227 + Tz = 5,7(2) =0,
h) g(z) = 2° — iz — 2+ 2i,7(z) = iz — 6; 1) ¢(2) = g+ zr+1,r(z)=0

2. a) q(z) = 2¢% + &2 + 1,r(z) = 0; b) g(2) = 224+ 1, r(z) =2+

¢) glz) =22 + 2 + 2, r(x) = 1; d) g() = 20 + 2, r(z) =0

e) q(z) = 3¢* + 4z, 7(z) = 32 + 3; f) g(z) = 22 +4z,r(z) = 2> + 35+ 2;

g) q(z) = 42* + 4z, r(z) =2 +1.

3. a) Ano; b) ne; c) ne; d) ne; e) ano; f) ne; g) ano; h) ano; i) ne.

4. a) Ne; b) ne; ¢) ano; d) ano; e) ne; ) ano; g) ne; h) ano; 1) ne.
5.a)a=6;b)a=-1,b=—6; ¢) a=—50,b=-10; dya=2b=1e)a=b=0.
6. a) d(z) = ¢* + 1,n(z) = % — Tzt — 132° + 412? — 14z + 48;

b) d(z) = ¢ — 1,n(z) = & — 72° +132° - 3zt + 32° — 1322 + Tz = 1;

) d(z)=1n(z)=z"+2°+2*+1;

d) d(z) = z + 1,n(z) = 2° + ° — 4* —52° + 227 + 4z + 1;

e) d(z) = (¢ — 2%, a(z) = 2° — 2 — 112" + 132° 4 2627 — 20z — 24;

f) d(z)=2* + (1 +i)e+3i,n(z)=z' +(1 + T)a® + (=24 F1)o? + (-6 + 3i)e + 35
g) d(z) = &* + 1,n(z) = 2° +zt 4P+ 222 4+ 1

h) d(z) = z + 2,n(z) = «° + 27" +28%+ 27 +z+3;

i) d(z) =z +1,n(z)=2°+2° +zt 422 +4x + 1

. 4 u(e) = du(e) = —o— 5 D) u(@) = —o + Bo(e) =2 = [ - o=
) u(z) = ~bz + Lu(e) = bot = Ja¥ = o Jo 4
4) u(z) = — 2o + Lu(e) = 2e? = ko — 4 &) u(z) = 57 — T + 15 (e) = — 35’

f) u(z) = 3,v(z) = —}i; g) v(z) = 2, v(z) = 2z; h) u(z) = 4z + 4, v(z) = 2 42z +3;
i) u(z) =z +2,v(z) = 427 + 3x + 2.

8. a) Ireducibilni; b) reducibilnf; c) reducibilnf; d) reducibilni; e) reducibilni.

9. b) (z+ 2+ 4)(z + 2 —4i); ¢) (2> + 2)(z* + 4); d) (2 + 1)z = 2i)(z +1); ) (z+2)%
10. a) f(z) = (z+1)%(x+3), g(z) = (e +1)(e+3)(22+1),(f,9)(=) = &’ +4z+3, [f, 9l(=) =
o+ La® 4 Bo? 4 Bo 4 3 b) f(z) = (2 + (= — 1) g@) = (s + D)o + 1),(f.9)@) =
c+i[figz)=ct+at+20° + 22 + o+ 1
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4. Koreny polynomu, rozklad polynomu na souéin
kofenovych éiniteld

4,1. ZAKLADNI POIMY

4,1.1. Definice. Necht' f € T[z]. Rekneme, e prvek ¢ z nadtélesa 7 télesa T je koren
polynomu f, jestlize pii jeho dosazen{ za neuréitou = do polynom. f dostaneme nulovy
prvek (v U), coZ strucné piseme f(c) = 0.

4,1.2. Bezoutova véta. Necht’ je ddn nenulovy polynom [ € T[z] stupné n > 0. Potom
prveku € T (resp. u € U, kde U Je nadobor télesa T) je korenem polynomu [, pravé
kdyz ezistuje polynom g € T[z] (resp. g € Ulz]) stupné n — 1, pro ktery plati

J(z) =(z —u)g().

4,1.3. Véta. Necht’ je ddn nenulovyj polynom f € T[z] stupné n > 0. Potom md polynom
[ nejvyse n rdzngch kofend (v télese T 1 v kterémkol Jeho nadoboru U ).

4,1.4. Definice. Necht’ f € T[z], k € N. Rekneme, ze prvek ¢ z nadtélesa U télesa T je
k-ndsobnym kofenem polynomu f, jestlize existuje polynom g € U[z] tak, ze

f(z) = (z—c)*g(z) A g(c) # 0.
4,1.5. Umluva. Jednondsobnj kofen polynomu f budeme téz nazyvat jednoduchym

korenem polynomu f. Je-li f(c) # 0, budeme nékdy fikat, ze c je nula-ndsobnym kofenem
polynomu- f.

4,1.6. Véta. Necht’ f € T[z], kde T je téleso charakteristiky 0, st(f) > 1. Potom prvek ¢
z néjakého nadtélesa U D T je k-ndsobnym kofenem polynomu f, prdvé kdyz

f(=0Afllc)=0A ... AfEDc)=0nA fBc) 0.
4,1.7. Véta. Necht’ ¢ je k-ndsobng (k > 1) kofen polynomu f € T[z], kde T je téleso
charakteristiky 0. Pak c je (k — 1)-ndsobngm kofenem derivace f. '

4,1.8. Véta. Necht’' f € T[z], kde T je téleso charakteristiky 0, st(f) > 1. Pak polynom
g € T[z], pro ktery platd

gD(f, f)=f,
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4. Kofeny polynomu, rozklad polynomu na soucin kofenovych Ciniteld

md tytéz koteny jako f, ale vSechny jednoduché.

4,1.9. Odstranéni vicendsobnych kofend polynomu. Necht f € T[z], kde T je téleso
charakteristiky 0, st(f) > 1. Vypocteme derivaci f' a uréime D(f, f') (napf. pomoc{

Euklidova algoritmu). Hledany polynom g pak uréime délenfm
f=D(ff)g

Kofeny polynomu g jsou kofeny polynomu [, jejich ndsobnost (v f) uréime napf. pomoci
Hornerova schématu.

4,1.10. Poznamka. Je-li st(D(/, $4) = 0, nemé polynom f vicenasobné kofeny.

4,1.11. Véta. Pro téleso kompleznich &isel C plati:

a) Kaidj polynom z Clz] stupné n 2> 1 md v C prdvé n kofeni, jestlife kaidy koven
poéitdme tolikrdt, kolik je jeho ndsobnost.

b) Mnozina vSech ireducibiinich polynomi v C[z] je totoind s mnoZinou vsech polynomi
z Clz] stupné 1.

¢) Kaidy polynom f € Clz] stupnén 21 md v Clz] rozklad tvaru

fle)=az—ca)z—c)...(z— i)

4,1.12. Véta. Libovolng polynom f € Clz] stupnén >1 mdv Clz] kanonicky rozklad (viz
def. 3,1.26) tvaru

f(z)=a(z - a)i(z - ) ... (z— e )k,
kde ky+ ko+ ... +k,=nacy,c -0y G jsou navzdjem ruznd éisla.
4,1.13. Poznimka. Necht’ f € R[z]. Necht’ komplexnf ¢islo ¢ je k-nésobnym kofenem

polynomu f. Pak také komplexné sdruzené cfslo € je k-nasobnym kofenem tohoto poly-

nomau.

4,1.14. Véta. Necht’ f(z) = aotarz+ ... +aa,Z", aq # 0, je nenulovy polynom nad télesem
R. Necht’ c1,¢2, ---) CryCraly +-+» CranCraatly -0y Crids jsou navzdjem rizné kofeny
polynému f takové, Ze c1,¢3, ..., Cr JSOU redlné kofeny, Cryspi = Grairt = 1,2, ..o, 8
Potom plati

f(z) = an(z- i) (z — ) ... (- e ).

[-’32 — (1 +Cn)e+ (3r+15r+1]"'+l .o [‘”2 = (Cras+Cras)T + cr+,'c',+,].'+‘.
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4,2. RESENE PRIKLADY

4,1.15. Definice. Zapis polynomu f € Rz] z véty 4,1.14 se nazyvé rozklad polynomu f
na souéin kofenovych ciniteli.

4,1.16. Véta, Kaidy polynom z R[z] lichého stupné md aspon jeden redlny koven.

4,2. RESENE PRIKLADY

4,2.1. Zjistéme, zda ¢ = —4 je kofenem polynomu
f(z) = 2' — 22° - 392” + 40z + 400.

V kladném piipadé uréeme jeho ndsobnost.
Reseni. Pomoci opakovaného Hornerova schéiatu vypoéteme

1| =2|-39] 40| 400
t=—-4{0| —4| 24| 60| —400

1| —6|-15| 100 [0]= f(—4)
t=-4|0( —4| 40[—100

1]-10] 25( [0]=g(—4)
t=—-410 —4 56

1] =14 [81]= go(—4) #0

Bod ¢ = —4 je tedy dvojndsobny koién polynomu f.

@Zjistéme, zda polynom
f(e)=c*+22* + 2 + 222 + 20 + 1

m3 kofen a) v Z3; b) v Zs.

Resen{. a) Protoie Z; = {0,1, 2}, budeme zjist'ovat hodnotu f(z) postupné pro z =
0,1,2. Ziejmé f(0) = 1, 0 nen{ kofenem polynomu f.

Pro ¢ = 1 pouzijeme Hornerovo schéma:

1l2)1]2] 2] 1
t=140(1/0l1] o] 2

1jof1(o] 2/[[0o]=f(1)
t=1]0l1]1]2] 2

11]2]|2][1]=g(1)#0

Bod z =1 je jednoduchy kofen polynomu f v Z.
Pro z = 2 sta¢i dosazovat do polynomu g(z) = f(2): (¢ — 1) = z* + 2 + 2:
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4. Koteny polynomu, rozklad polynomu na soucin kofenovych ¢initeli

1]ol1]o]|
t=2]0[2[1]1]

Til2]2]1 =92 #0

Bod z = 2 neni kofenem polynomu g, a tedy ani polynomu f v Zs.

(SR )

Soucasné jsme zjistili, ze v Zs[z] plati
J(z) = (a+2)(=* +27 +2)

b) Postupujeme analogicky jako v a). Protoze Zs = {0, 1,2,3,4}, budeme zjist'ovat
hodnoty f(z) v bodech ze Zs. Opét f(0) =1, dale

[1]2[1]2]2] 1
b=t 1[31411] 3
[iTsTa]via]lai#o0
= 1 nenf kofen f v Zs;
1l2]1]2] 2 ¢
t=2]0(2{3|3} 0] 4
1(4]4/0] 2{[0]
t=2102{2[2{ 4
1]1]1]2|{]#0
= 2 je jednoduchy koien f v Zs;
4|40 2
t=3 1 0]
0(0[({2]#0
= 3 neni kofen f v Zs;
1|4]4(0]| 2
t=4)04|2(4| 1
3]1]4]|[3]#0

= 4 nenf koien f v Zs.

Ukégzali jsme, Ze polynom f md v Zs jediny jednoduchy kofen z = 2. Soucasné jsme
zjistili, ze v Zs[z] plati

fz) = (z +3)(z* +42° + 427 + 2).

4,2.3. Naleznéme takovy normovany polynom f € R[z] nejmensfho stupné, aby —2,0,2
byly jeho koteny.

Reseni. Uzijeme Bezoutovu vétu 4,1.2. Aby byl bod ¢ = —2, resp. ¢ =0, resp. ¢ = 2
kofenem polynomu f, musi byt f délitelny polynomem z + 2, resp. &, resp. & — 2.
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4,2, RESENE PRIKLADY

Polynom nejmenstho stupné s touto vlastnosti je polynoxﬁ

f(z) = (¢ + 2)z(z - 2) = 2° — 4z.

4,2.4. Naleznéme vsechny koifeny polynomu
f(z) = 2° + 20° — 32 - 10 € R]z],

Jestlize vime, Ze ¢ = 2 je jeho kofenem.

Reseni. Protoze ¢ = 2 je kofen polynomu f, existuje polynom g stupné 2 takovy, ze
f(z) = (z - 2)g(z).

Koeficienty polynomu g zjistime pomoci Hornerova schématu:

1/2]-3|~-10
t=2)012 3 10

J114] 5] [of

Tedy
g(z) = 2* + 4z + 5.
Snadno zjistime, Ze kofeny polynomu g jsou d = =2 +i,e = =2 — i.
4,2.5. Zjistéme, jak Je tieba volit éfslo a, aby &islo 2 bylo kofenem polynomu
f(z) =2° 4+ 22% — az + 6 € R[z).

Naleznéme viechny kotfeny tohoto polynomu.
Redenf. Pouzijeme Hornerovo schéma:

1 -a 6
t=21{0 3| 16— 2a

l1]4[3-a][22=24]

- Aby ¢islo 2 bylo kofenem polynomu £, musi pro a platit

SR )

22-2a=0,

t].
a=11.

Dalsi kofeny jsou kofeny polynomu
ge)=2"+4z+8-a=2z+4z -3

Ziejmé kofeny polynomu g, a tedy i f, jsou ¢isla d = —2 + VT,e==2—-7.
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4. Kofeny polynomu, rozklad polynomu na soudin kofenovych cinitelt

4,2.6. Naleznéme vicendsobné koifeny polynomu
f(z) = &° + 2* — 8z — 12 € Rfz].

Reseni. Vyuzijeme vétu 4,1.8. Uréime D(f, f') a nalezneme jeho kofeny. Tyto koieny
budou vicendsobnjmi kofeny polynomu f. K vypoctu D(f, f') pouzijeme Euklidiv algo-
ritmus:

flz) = &+ —8x-12,
f(g) = 32 +2r-8

V prvnim kroku vypoétu budeme misto polynomu f uvazovat s nim asociovany polynom

fi(z) =32 + 3z? — 24z — 36.

Plati
h(z) = Fa)(@ + 3 +(=Fo = ).
Tedy ri(z) = - — 1%, Budeme pracovat s asociovanym polynomem z + 2. Protoze
f'(z) = (= +2)(3z - 4),
je

D(f, f')(a) = +2.
Proto ¢ = —2 je aspoii dvojndsobny kofen polynomu f. Jeho nasobnost zjistime pomoci

opakovaného Hornerova schématu:

1] 1] -8]|-12
t=-2(0-2 2 12
1|-1}-6
t=-2(0|-2 6
1{-3]0]
Tedy ¢ = —2 je dvojnasobny kofen polynomu f. Soucasné z posledniho fddku v Hornerové

schématu dostdvame, Ze
f(z) = (a + 2z - 3).

Vidime, ze d = 3 je jednoduchy kofen polynomu f.
4,2.7. Naleznéme &fslo a tak, aby polynom

f(z) = z° - 27z — a € R[q]
mél vicendsobny kofen.
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4,2. RESENE PRIKLADY

Regeni. Pouzijeme postup z piikl. 4,2.6. Protoze f'(z) = 3z% — 27, dostdvame pii
vypoctu D(f, f'). postupné

3f(z) = 18f'(z)z + (~54c — 3a),
13f'(z)

a

(54z + 3a) (.r~— i) + (—2 - 486) .

13 6
Aby mél polynom f vicenasobnj kofen, musi byt zbytek pii druhém kroku Euklidova

algoritmu roven nule, tj.
2

¢ 486 =0
5 = 0.

Tato rovnice md dva kofeny a, = 54,a; = —54. Pro tyto hodnoty a ma polynom f
vicendsobné koteny.

4,2.8. Naleznéme rozklad polynomu
fe)=2' -3+ 27 + 30 -2

na soucin kotenovych ¢initeld.

Reseni. Nejprve zjistime, zda mé polynom f vicendsobné koteny. Protoze
S'(z) = 4a° — 927 + 27 + 3,
dostdvdme pii vipoctu D(f, f') postupné

4@) = f@)e-D+H(-P+%2-2),
19f'(z) = (-192% + 420 — 23)(—4z+ 3) + (-—‘;%c + W)
—19a* + 42z — 23 (—z + 1)(19z — 23).

It

Tedy D(f,f') = —z + 1. Ihned vidime, ze ¢ = 1 je vicendsobny kofen polynomu f.
Urceme jeho nésobnost:

1]-3] 1| 3|-2
t=10] 1| —2/—-1| 2
1{-2| -1 2[[o]
t=1(0 1| —1]-2
1]-1| -2 o]
t=100] 1] 0
1| of[=2]#0

Cislo c =1 je dvojnasobny kofen polynomu f. Dals{ kofeny polynomu f mus{ byt koieny
polynomu z? — z — 2. Tento polynom ma dva jednoduch’ kofeny dy = 2,d; = —1. To jsou
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4. Kofeny polynomu, rozklad polynomu na soucin kofenovych Einiteld

také jednoduché koieny polynomu f. Hledany rozklad polynomu f na kotenové Cinitele
je tedy )

f(z) = (z - )z +1)(c - 2).
4,2.9. Je dén polynom
f(z) = 2 — 10z° — 20z° — 150 — 4 € R[z].

Naleznéme polynom g € R[z] s témito vlastnostmi: Polynom g md stejné kofeny jako 1
ale vsechny jeho kofeny jsou jednoduché.
Reseni. Pouzijeme vétu 4,1.8. Polynom g je podle této véty roven

ot
D(f, f')

Vypotitejme D(f, f'). Protoze f'(z) = 5z — 3022 — 40z — 15, dostdvame postupné

f(z) = Lfi(a)z+(—42® 122" - 12z - 4),
(=) (z° 4+ 32% + 3z + 1)(z — 3),

odkud
D(f, f)z)=2"+ 32 + 3z + 1.

Konecné

g(x)=(a:5—103:3——20a:2—15z—4):(x3+3;r2+3;z:+1)=a:2—3x-4.

Polynom g mé jednoduché kofeny ¢ = 4,d = —1. (Samoziejmé, Ze opakovanym Horne-
rovym schématem ovéifme, ze ¢ = 4 je jednoduchy a d = —1 étyindsobny kofen poly-
nomu f.) '

Poznamka. V dalsich kapitoldch (hlavné v kap. 5) uvedeme i dalsf metody nalezen{ kofent
pro nékteré typy polynomu.

4.3. CVICENI

43.1. Pro téleso T, polynom f € Tlz] a prvek ¢ € T rozhodnéte, zda c je koienem
polynomu f. V kladném piipadé uréete jeho nasobnost:

a)T =R, f(z) = z® — 4zt 4 62° + 927 — 60z + 68,c = 2;

b) T =R, f(z) =¢* — 22° - 39z? + 40z + 400, ¢ = 5;

¢) T =R, f(z) = 2° — 62° — 157 4+ 100, ¢ = —4;
d)T=R,f(:v)=2z5—4z‘+3z3——12+z—-2,c=1',

48



4,3. CVICENT

e)T=R, f(z) =42~ 72" +8z' + £ - 3,c= -1,
f)T=R,f(z) =2°—T72* +162° — 822 — 162 4+ 16,c = 2;
8) T =R, f(z) = 2¢° + 10z* + 142° 4 422 4+ 8z 4 16,c = —2;
W T=Q,f(z)= §x7+zﬁ—§z’+§,c=-—=};
)T=Q,f(z) = %z‘+%x3—§32+31-—%,c=%;
NT=Cf(z)=2°+(-4+i)z" + (8- 4i)z° + (=8 + 8i)e? + (4 — Bi)z + di,c = 1 + i;
k)T =C, f(z) =2+ 2iz® + 2ic — 1,c = —i;

NT=C,f(z) =2+ (2-0)z* +(3-2)c—2+i,c=2+1i

m)T =7Z; f(z)=22' + 203 + 2,¢ = 2

)T =1Zs f(z)=22'+2°+ 2z 4+ 1,c = 2;

)T =23, f(z)=2°+22° 4+ 22 + 22 + 2,c = 1;
P)T=2Zs,f(z)=42*+2°+ 28 4+ 3z + 1,c = 3;

Q)T =2Zs, f(z) = 22* + 3,c = 2;

DT=Zs,f(z) =+ 22" + 422 + 2+ 1,c = 4.

4,3.2. Naleznéte kofeny polynomu f € T[z] lesici v T, jestlize:
a)T =23, f(z) =2 +22° + 22 + 22 + 22 + 1;

b) T = Z3, f(z) = z* + 2z;

)T =1Zs, f(z) =42° + 22 + 3% + = + 2;

)T =Zs, f(x) =225+ + 2z 4+ 1;

e) T =1Zs, f(z) = 4z* + 42° + 1.

4,3.3. Naleznéte normovany polynom f € T[z] nejmensiho stupné s danymi koieny,
jestlize: .

a) T = R, jednoduché koieny 1, 0, 2;

b)T =R, dirojné.sobni kofen —1, jednoduché kofeny 5, 2;
¢) T =R, dvojnasobnyj kofen /2, trojnasobny kofen v/3;
d) T = C, jednoduché koteny 3, 2, —i;

e) T = C, jednoduché kofeny 1 —i,2 + iV/3;

f) T = C, trojndsobny kofen 3 — i;

g) T = Z;, dvojndsobny kofen 1, jednoduchy koien 0;

h) T = Zs, dvojnésobné kofeny 1, 2, jednoduchy kofen 4;
1) T = Zs, jednoduché kofeny 1, 2, 3.

4,3.4. Naleznéte viechny koieny polynomu f € T[z] v nadtélese U télesa T, vite-li, ze f
ma jeden kofen ¢, jestlize:

a)T=U=R,f(z)=2"+2" -4z —4,c=-2;
b)T=U=C,f(z)=2>~-(5+4+2)z+21 +i,c=2-3i

)T = RU=C,f(z)=2+2°+3s* + 22 + 32 4+ z + 1,c = j;
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4. Kofeny polynomu, rozklad polynomu na souéin kofenovych Einiteld

)T =U=2,fa)=+2" + 20 +2,c=1
e)T=U=Z5,f(a:)=x5+3x‘+2a:3+:r:2+.’t:+3,c=2.

4,3.5. Naleznéte a € T tak, aby c byl kofen polynomu [ € T[x], jestlize:
a) T = R, f(z) = 2* +72° — 10z + az +18,c = 2;
b)T =C, f(z) = 42" + 162 + 10z° + 16z + @, ¢ = L.

4,3.6. Naleznéte vicendsobné koieny polynomu f € Tz), jestlize:

a)T =R, f(z) = 2° — 62>+ z* + 24° + 1627

b)T =R, f(z)=z° + 4z* + 2° —10z% — 4z + 3,
c)T:R,f(;L‘}=2$3+3;J:2-—2;r:-—3;

)T =R, f(z) = ' +22% = 327 —dz + 4

)T =R, f(z)=2°~- 6z + 13z° — 14z% + 12z — 3;

()T =C, f(z) =2° — 2¢* + 82" — 122 + §

g T=C, f(g)=a' +(-3+ T’ +(-15 - 151)? 4 (23 — 1li)z + (2 + 111);
b) T = C, f(z) = o° — 62° + 242" — 562° + 9632 — 96 + 64.

4,3.7. Naleznéte ¢islo a tak, aby polynom f € R[z] mél vicendsobny koien, jestlize:
a) f(z) =2 = 3z* + g
b) f(z) = 42t + 42° — 327 + az + 1.

4,3.8. Naleznéte rozklad polynomu f € R[z] na soucin kofenovych ¢initeli, jestlize:
a) f(z) = da* + 42° — 3z — 4z - 1,
b) f(z) =z*+ 8¢ + 18z% — 27,

)

) f(z) = ot + 4
d) f(z) = 2° + 225 + 2°;
) f(z) = 2° +27;

f) f(z) = z* — 32% + 21;

g) f(z) = 2* +(~6 — V2)r* + (12 + 6v2)a” + (=8 - 12v/2)z + 8VZ;

h) f(z) ==2* - 72z + 382° — 501222 4 64z — 16V/2;

D) f(z) = 32° + (83— 4V/B)e* + (-2 - 4/3)0% + (2 + 4V3)a? + (3 + 4V3)e + 3;
}) f(z) =a% — 1:—:::7-{- 4z — ;—8:1:5 + 6zt — 7?8::3 +4z2 — %ﬁz-i- 1.

4,3.9. K polynomu f € T[z] naleznéte polynom g € T[], ktery ma stejné koteny jako f,
ale véechny jednoduché, jestlize:

a)T =R, f(z) =2 +a* —50° — o’ + 82— 4;

b) T = R, f(z) = 42* — 42° - 1922 — 14z — 3;

)T =C, f(z) = z* + 2ic° + 3z? + diz + 4.

4,3.10. Naleznéte kanonick§ rozklad polynomu f € Clux], jestlize:
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4,4 VYSLEDKY CVICENI

a) f(z) = 2* + (=4 - i)2° + 6iz” + (16 — 12i)z 4 (—16 + 8i);

b) f(z) =2* + (3-1)2° + (3 - 3i)z? + (1 - 3i)z - §;

¢) f(z) = z* + (-6 + i)z® + (12 — 6i)z? + (=38 + 12i)z — 8i;

d) f(z) = 2° + (1 = 5i)z* + (—12 — 4i)a® + (=8 + 16i)2® + (12 + Bi)z + (4 — 4i):
e) f(z)=2%+iz* +22° + 2z + ¢ + 1.

’ - ”

4.4. VYSLEDKY CVICENI

1. a) Ano, dvojndsobny; b) ano, dvojndsobny; c) ano, jednoduchy; d) ne; €) ne; f) ano,
¢tyindsobny; g) ano, trojndsobny; h) ne; i) ano, jednoduchy; j) ano, dvojndsobny; k) ano,
trojndsobny; 1) ne; m) ne; n) ano, trojnisobnf; o) ano, jednoduchy; p) ne; q) ano,
Jednoduchy; r) ano, dvojnasobny.

2.a)1;b) 0, 1; ¢) 3; d) 3; e) nem4 koien v Zs.

3. a) 2° = 32° + 2z; b) z* — 52° — 32% 4 13z 4 10; ¢) z° — (2V2 + 3v3)zt + (11 +
6V6)z® — (18V2 + 9v/3)z? + (18 + 6v/6)z — 6v/3; d) 2° + (=5 + 1)z* + (6 — 5i)z + 6i;
¢) 2 +[-3+i(1- V3o + 2+ V3+i(—2+V3); 1) 2+ (—9+31)a® +(24— 18i)z +( — 18+ 261);
g2+ +2,h) 28+ 283+ 2 + 204+ 4; i) P+ 4P 4z + 4.

4. 2)2,-2,-1; b) 2 - 3,3 + 5i; c) i, —i dvojnasobné, =13, =13 jednoduch; d) 1
jednoduchy, 2 dvojndsobny; e) 2 trojndsobny, 3 dvojnésobny.

5. a) =33, b) 6.

6. a) 0,—1,4 dvojndsobné; b) 1 dvojndsobny, —2 trojnisobny; c) nemé (1,-1,-3
jednoduché); d) 1, -2 dvojnésobné; e) 2 trojndsobny (i, —i jednoduché); fl1+i4,1-1
dvojndsobné (-2 jednoduchy); g) 1 — 2i trojnasobny (—1jednoduchy); h) 1— /3i,1 4 /3i
trojndsobné.

7.a)a=0neboa=4;b)a=-2

8.2)(z-1)(z+1)(2z+1)% b) (z - 1)(x +3)°%; ¢) (z? + 2z + 2)(2* — 22 + 2); d) 2z +
(2 ~ 24+ 1% ¢) (22 + 3)(c* — 322 + 9); £) 2z — 1)z + 2); §) (= — 2= — V3);
) (2 = V22~ 2V2)% §) (2 = VB)(z + L)z +1); j) (a® + 1%(z - 5)(z - ).
9.8)z°+2-2b) 20°-322 -8z -3, ¢) 2’ + iz + 2.

10. a) (z =2)%(c+2-1); b) (s 4+ 1)%(z —i); ©) (z = 2)(z +1i); d) (2 + 1 = i)} (2 — 1 — )%
e) (z+1)(z - 1)%
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5. Polynomy s celoéiselnymi koeficienty.
dhady kofenu

1. ZAKLADNI POIMY

5,1.1. Umluva. V celém &lénku pracujeme s polynomy celocfselnymi koeficienty.

51.2. Véta. Necht’c€ Z je kofen polynomu f(z) = anz" + ... + 1T + ao. Pak ¢ | ao.

51.3. Véta. Necht' pfq € Q je kofen polynomu f(x) = a,z* + ... + ;s + ap. Pak
planqlan

51.4. Pozndmka. Véta 5,1.2 je specialni pifpad véty 5,1.3 pro ¢ = 1.

51.5. Véta. Necht'p/q € Q je kofen polynomu f(z) = apz™ + ... + &1T + 3o, necht’
¢ € Z. Pak (gc—p) | f(c).(gc +p) | f(=0).

51.6. Poznamka. Véta 5,1.5 se pouziva nejéastéji pro ¢ = 1, kdy dostdvdme pro kofen
p/q podminky (g — p) | F(1),(a+p) | F(=1).

51.7. Pozndmka. Pfi urcovani kofend polynomu f s celo¢iselnymi koeficienty miZeme
vyuzit také vlastnosti polynomi jako spojitych funkef jedné proménné, které znédme
z matematické analyzy.

5.9, RESENE PRIKLADY

53!“1\ Uréeme véechny celotiselné kofeny polynomu f(z)=2*+ 3z? — 4.

Reseni. Pouzijeme vétu 5,1.2. Protoze ap = —4, musime hledat celoéfselné koteny poly-
nomu f v mnoZiné viech celoéfselnych déliteld gisla —4, tj. v mnoZiné M = {1,-1,2,-2,
4,—4}. JK ovéieni, které prvky z mnoziny M jsou hledanymi kofeny, pouzijeme napf.
Hornerovo schéma:

13| of—4
t=110l1| 4| 4
1]4[ 4[[o]
t=1]{0|1] 5
1|5([9]#0




5,2. RESENE PRIKLADY

Cislo 1 je tedy jednoduchym kofenem polynomu f. Ziejmé véechny dals{ kofeny polynormu
[ jsou i kofeny polynomu g(z) = z? + 4z + 4. Thned vidime, ze g(z) = (z + 2). Cislo —2
je tedy dalsim (dvojndsobnym) kofenem polynomu f.

@ Pomoc{ véty 5,1.3 uréeme mnozinu M vsech zlomku zapsanych v zakladnim tvaru,
které mohou byt kofeny polynomu f(z) = 122° — 202? — 3z + 5.

Regen{. Podle véty 5,1.3 mdme pro p étyfi moznosti, a to p € {1,—1,5, =5}, pro ¢
dvanact moznostf, a to g € {1,-1,2,-2,3,-3,4,—4,6,—6,12,-12}. Tedy p/q budeme
vybirat z mnoziny '

M = {1,-1,} -

1

2

5 5
51'—5, 2y T

-1
) 127
—5
ST
@ Uréeme mnozinu M; C M z pifkl. 5,2.2 téch zlomkd, které mohou byt koieny
polynomu f podle pozn. 5,1.6.
Resenf. Nejprve zjistime, ze f(1) = =6, f(—=1) = —24. Dals{ vipocet zapiseme do
tabulky:

clg+p|—24{q—p|—6] vysledek clg+p|—24|g—p]|—6| vysledek
% 3 1 ano -5 -4 6 ~ ano
-3 1 3 ano 2 7 -3 ne
% 4 2 ano —% -3 7 ne
-1 2 4 ne 2 8 -2 ano
: 5 3 ne -3 -2 3 ne
—% 3 5 ne % 9 -1 ne
3 7 5 ne -2 -1 9 ne
-1 5 7 ne : 11 1 ne
3 13 11 ne -3 1 11 ne
- 11 13 ne & 17 7 ne
5 6 —4 ne -5 7 17 ne

Ziistili jsme, ze My = {1, -1, 1 _5 2},

Pozndmka. Hornerovym schématem zjistime, které prvky z M, jsou kofeny polynomu f:

12|-20| -3| 5
t=1] 0| 6| —7|-5
12| —14 | —10] [0]
t=—3] 0] —6| 10
12| -20| |[0]
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5. Polynomy s celofiselnymi koeficienty. Odhady kofend

Vidime, Ze } a —} jsou kofeny polynomu f. Tieti kofen musi byt kofenem polynomu
g(z) = 12z — 20. Odtud dostévime, ze timto kofenem je %, Protoze st(f) = 3, nema f
dalsf koieny.

@ Uréeme rozklad polynomu
f(z) = 82° +10z° — 412" - 562° + 31z® + 64z + 20
na souéin kofenovfch Einiteli.

Regeni. Nejprve uréime celoéfselné kofeny polynomu f. Protoze ap = 20, mohou
jimi bjt pouze prvky z mnoziny {1,-1,2,-2,4,—4,5 =95 10,-10,20,—20}. Protoze -
f(1) = 36, nenf 1 kofenem polynomu f. Déle pouzijeme Hornerovo schéma (piip. opako-
vané Hornerovo schéma k uréenf nasobnosti kofene). Plati

3| 10]-41]-56| 31} 64| 20
t=—110] =81 —2| 43| 13|-44|-20 ,
5| 2| —43|-13| 44| 20| [0] '
t=-110]| —8| 6| 37| —24]-20
3] —6]-37] 2¢] 20] 0]
t=—1]0| —8| 14| 23| —-47
8| —14|-23] 47[[=27|#0

Cislo —1 je tedy dvojndsobnym kofenem polynomu f. Déle staéf hledat koieny polynomu
g(a) = 8z — 62° — 372* + 24z +20.

3|-6|-37| 24| 20
t=210] 16| 20|-34]|-20

3] 10| -17|-10] (0]
t=2101 16| 52

70
3| 26| 35 #0
Cislo 2 je jednoduchym kofenem polynomu g, tedy 1 polynomu f. Déle budeme pracovat
s polynomem
h(z) = 8z° + 102® — 17z — 10.
Thned vidime, e &isla 20, —20 nemohou byt koieny tohoto polynomu, proto nemohou byt
ani kofeny polynomu f. Plati

8| 10|-17|-10
t=-2f0{-16] 12| 10
38| -6 —5]| (0
t=-2[0{-16] 44
8| —22|39]#0



5,3. CVICENI

Cislo -2 je jednoduchym kofenem polynomi h, f. K uréeni zbyljch kofend pouzijeme
polynom 8:: — 6z — 5. Podle vzorce pro kofeny kvadratické funkce dostdvame, ze f md

jeste koreny 5 -3

Celkem jsme zjistili, ze kofeny polynomu f jsou &isla —1 (dvojndsobny kofen), 2, -2,
%,—1 (jednoduché kofeny). Rozklad polynomu f na soutin kofenovych ¢initeli je (ag = 8)

fle) =8z +1)(z - 2)(z + 2)(c - $)z + 1)

53. CVICENI

5,3.1. Urcete vsechny celociselné kofeny polynomu f a jejich ndsobnost, jestlize:
a) f(z) = 32° — 4z* + 2° — 227 — 14z + 16;

b) f(z) = 8z% — 222° — 43z* + 1042° + 412? — 647 + 12;

c) f(z) = 202° — 722° + 31z* + 982® — 572% — 20z + 12;

d) f(z) = 122° - 322° - 33z* + 1312° — 622% — 12z + 8.

5,3.2. Urlete nejprve viechny racionalni kofeny a Jepch nisobnost a pak zbylé kofeny
polynomu f, jestlize:
a) f(z) = 142° — 152% + 6z — 1;
b) f(z) = 4z* — 112 + 92 - 2;
¢) f(z) = 62t — 112° — 2% — 4;
d) f(z) = 20¢® — 122 — 5z + 3.

5,3.3. Urcete 10zklad polynomu f na souéin kofenovych éinitell, jestl'ze:
a) f(z) = 82% — 862° + 357z* — 7122° 4+ 685z% — 276z + 36;
b) f(z) = 122° — 202® — 73z* + 130z 4+ 4322 — 100z + 28;
f(z) = 82° + 122° — 34z* — 512° + 2622 + 57z + 18;
) f(z) = 1228 + 82% — 45z* — 452° + 3522 + 57z + 18;
f(z) = 82° — 4z — 78z* + 77z + 12522 — 144z + 36;
f) f(z) = 362° + 722% — 91z* — 932° + 1462? — 60z + 8;

g ()—20::: — 67z% + 32 + 1432° — 5522 — T2z + 36;
h)

f(z) = 82° — 24z — 62* + 5277 — 62 — 24z + 8;
i) f(z) = 82° + 122° — 34z* — 512° 4 262% + 57z + 13;
j) f(z) = 82® — 60z® + 146z* — 93z° — 912? + T2z + 36;
k) f(z) = 122° — 322° — 33z* + 1312° — 6247 — 122 + 8,
1) f(z) = 1225 — 1282° + 525z* — 10262° + 949z? — 343z + 36;
m) f(z) = 8z% — 42° — 662 + T72° + 442? — 69z + 18;
n) f(z) = 27z% 4 63z° + 15z* — 552° — 30z? + 12z + 8;
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5. Polynomy s celociselnymi koeficienty. Odhady kofenii

o) f(z) = 8z° + 382" + 47z — 162° — 4922 — 4z + 12
p) f(z) = 122° + 562° + 65z — 342° — 7927 — 4z + 20;
q) f(z) = 82° — 112® — 37z* + 232% + 612% + 8z — 12;
1) f(z) = 402° — 3242° + 930z* — 11752° + 735z% — 225z + 27,
s) f(z) = 8z° — 442® — 147* +1872% — 772 — 44z 4+ 20;
t) f(z) = 8¢® — 36° — 10z* + 1652° — 70z — 39z + 18;
u) f(z) = 182° + 817° + 82z* — 752° —1223% + 127 + 40;
v) f(z) = 8% — 52¢° 4 62 +1132° — 222% — 51z + 18,

5,3.4. § vyuzitim odhadi kofend a D(f, f") uréete rozklad polynomu f na soutin kofeno-
vych ¢initeld, jestlize:
a) f(z) = 3z° — 11z* + 20¢° — 162° + 42 + 4;
) f(z) = 2¢° — 11z* + 282° — 402? + 322 — 12;

) flz) = 2° = To* + 142° - 252 — 11z - 3;
d) f(z) = 22° — 13z° + 262* — 108° — 142” + 3T + 2;
¢) f(z) = 2¢° — 13z* + 242° — 27 — 18z = §;
f) f(z) = 22° — 3z* — 82° + 1222 4 8z — 12;
g) f(z) = ° — 2z* 4 8¢ ~ 122+ 8;
h) f(z) = 32° - 11zt + 207 + U2’ + Tz + 1
i) f(z) = 2® — 62° + 92* + 4a® — 927 — 62— 1;
i) f(z) = «° — 3z* — 162° — 927 + 2T,
k) f(z) = 2% — 22° — 5z + 4% +112? + 62+ 15
1) f(z) = 2727 — 92° +512°% — 1724 4 212° — 72? -3z +

m) f(z) = 3&7 + 262° + 582° + 76z + 107z° 4 T4z? + 527 + 24;
n)f(x)_.r — 254 32° = 3z* + 35 = 32 + 2 - 1
o) f(z) = 2" + 22° + 32° +6zt+3z° + 622+ 2+ 2
p) f(z) = 5a7 — 11a° + 212° — 27z* + 27% — 212 + 11z — 5;
q) f(z) = 1227 +132° + 11z° + 14z — 142° — 11z% - 137 — 12.

54. VYSLEDKY CVIC_ENi

1. a) 1 jedncduchy; b) -1,2,-2,3 jednoduché; c) —1 jednoduchy, 2 dvojnésobny;
d) —2 jednoducay, 2 dvojndsobny.
2. a) 3, "/_ —ﬁ :b) 1, —2jednoduché, —3 dvojnasobny; c)2,-3, —‘Lﬁ 1"‘[ ;d) 5 -13
3.a)8(z— 2)’(:: -3)(z - z)(f -3 b) 1"(37 +1)(z = 2)X(z.— )2(3-' +3)
¢) 8(z + 1)}(z +2)(z + 3)(< - )’ d) 12(c + 1)°(z - §)(z + 3);

¢) 8(z — 2)(z + 3)(z — })(= + 3); ) 36(z +2)? (z-3(=- = -3
g) 20(z + 1)z — 2%z — ¥)(z — 3); h) 8(z + 1)*(= - 2)%(z - l)2
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)8z +1)(z+2)z- Pz + 1)) 8(z -2 (z - 3Nz + }) (= - });

k) 12(z - 2z + 2)(z = })(z + 3); ) 12z = 2)X(z = 3)(z - })(= - });

m) 8(z + 1)(z - 2)(z + 3}z — })*(z — })i n) 27(z + 1)*(c - 2 (z + 2);
o)z +1)(z+2)(z— Nz~ 1) p) 12z + 1)z +2)%(z - Iz - b}
a) 8(z + 1)%(z — 2)%(z ~ 3); 1) 40(z — 1)%(z — 3)(z - 3);

5) 8(z = 5}z = 2)(z + 2)(z — 5)(z + }); t) &(z — )Xz — 1)z + 2Kz + L
u) 18(z + 1)X(z + 2)*(z — §)(= - 3); v) 8(z + 1)%(z - })*(c - 6)(z - }).

4. a) 3(z + 3)(2* — 22 + 2)%; b) 2(z — 3)(2? - 22 + 2)%;

¢) (¢ =3)z—1- V2’ (z - 1 + V2)% d) Az - 2)(z = })(z = 1 = V2)(z = 1 + V2)%;
&) Az = §)(z - 1 - V2P (z — 1+ V2P 1) 2z - Iz - V2) Xz + V),

8) (z+2)(* =20 + 2, h) (s + )z — 1 - V2P (z - 1+ V2)2,

i) (2 =1= V2 (z =14+ v2)%j) (z - 1)(z - 3)(2 + 2z + 3)?;

k) (z 41z = 1= V2 (2 - 1+ V2)% 1) 27(z = L) (= + I)o? + 1)%;

m) 3(z + 2)(z + 6)(z + })(=* + 1) n) (2 - 1)(2? + 1)%;

0) (z+2)(z* +1)% p) 5(z — 1)(? + 1)(2? - §z + 1);

Q) 1z - 1)(z + })(z + §$)(=* + 1)%
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6. Polynomy s realnymi koeficienty
a jejich realné kofeny

6.1. ZAKLADNI POIMY

6,1.1. Umluva. V celé kap. 6 budeme pracovat s polynomem
f(z) = agz" + @ 2" ' +... + Ga1T + Gay (1)

kde a; € R. Tento zapis polynomu pouzividme proto, Ze jsou takto bézné zapisovany
polynomy v textech, které se odhady realnych koienii polynomi zabyvaji.

FA. Odhady poctu redlnych koteni a jejich polohyJ

6,1.2. Véta (Descartes). Poéet kladnyjch kofend polynomu (1) je bud’ roven poltu zna-
ménkovyjch zmén v posloupnosts ao, 61, ..., Ga jeho koeficientd, nebo je o sudy podet
menst.

6,1.3. Pozndmka. Odhad pottu zépornych kofend polynomu (1) ziskime tak, ze odhad-
neme pocet kladnjch kofend polynomu g, pro ktery plati g(z) = f(—-z) v piipadé, e n
je sudé, g(z) = —f(—=z) v piipadé, ze n je liché.

6,1.4. Veéta (Budan-Fourier). Necht’ pro polynom (1) plati an > 0. Necht’ je a < B,
F(a)f(B) # 0. Oznacéme o(z) polet znaménkovijch zmén v posloupnosts

H=), f(z), -y (@)

Pak poéet redlnyjch kofenii polynomu (1), které leiiv intervalu (a, B), je roven éislu o(a)=
a(B) nebo je o sudy polet menst.

6,1.5. Pozndmka. Ve vétach 6,1.2 a 6,1.4 se kazdy kofen potfta tolikrat, kolik éinf jeho
nasobnost.

6,1.6. Definice. Necht’ f € Rz]. Sturmovym fetézcem polynomu f nazjvadme kone¢nou

posloupnost polynomi fit=12 ..., m, definovanych takto:
fi(z) = f2), f(=z) = f(=),
fj_1(2') = Qf-l(z)fj'(x) - fj+1(z)l J =2, .., m=- 1,

i

Jm-1(2) qmd(’-')fm("')'
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6,1. ZAKLADNI POIMY

6,1.7. Poznémka. Polynom —f;4; je tedy zbytck pfi délenf polynomu f;_; polynomem f;,
fm je D(f, f') - viz Euklidiv algoritmus 3,1.11.

6,1.8. Véta (Sturm). Bud’ f € R[z]. Necht’'jea < S a f(a)f(B) # 0. Pak poéet navzdjem
rizngch kofent polynomu (1) lezicich v intervalu (a, B) je roven éislu o(a) — o(B), kde
o(z) je pocet znaménkovych zmén ve Sturmové fetézci polynomu (1).

6,1.9. Poznidmka. Pomoc{ véty 6,1.8 mizeme uréit piesny pocet kofend daného polynomu.
v daném intervalu. :

6,1.10. Véta. Vsechny redlné kofeny polynomu (1) leZ v intervalu (=1 — A,1+ A), kde
A= ma‘r(lai)’n Ialir seey laﬁl)‘

6,1.11. Dalsi odhady polohy redlnych kofenid polynomu (1). Predpoklidejme, Ze aspoi
jeden z koeficientii polynomu f je zdporny. Oznacme

a, ... nejmensf zdporny koeficient,

a, ... prvnizaporny koeficient,

a, ... nejvétéf kladny koeficient pted prvnim zdpornym koeficientem,

B ... nejvétsi z absolutnich hodnot zdpornychkoeficienti.

Pak pro kaidy redlny kofen a polynomu (1) plati:

Maclaurinova véta a <1+ I%;—',

Lagrangeova véta a <1+ VB,

Tillotova véta a<l+ " }-Eil.

6,1.12. Pozndmka. Coinf odhady kofeni polynomu (1) ziskdme tak, ze pouzijeme odhady
z 6,1.11 pro polynom g z pozn. 6,1.3.

IB. Itera¢ni metody hled4nf redlnych kofent polynomu f € R[z]]

6,1.13. Metoda pileni intervalu. Hleddme kofen a polynomu f s piesnost{ ¢ > 0. Bud
(e1, ¢2) takov§ interval, Ze znaménka éisel f(cy), f(c2) jsou riznd [pak v intervalu (¢, ca)
lef aspoii jeden koien polynomu f]. Oznaéme c3 = j(c1 + ¢3). Pak bud’ f(e;) =0 a
a = ¢, nebo f(c3) # 0. Ke konstrukei bodu ¢, pouzijeme ten z intervald {c;; ¢a), {cs, ca),
pro kterj plati f(c;)f(cs) < O (tj. ten interval, v jehoi krajnich bodech mé funkce f
opaénd znamé: ka). Popsanjm zpisobem pokratujeme tak dlouho, ai nalezneme bud
piimo kofen a, nebo az plati |¢_1 — ¢;] < ¢. (Tato metoda konverguje sice pomalu, ale
nemize nikdy selhat.)
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6. Polynomy s redlnymi koeficienty a jejich redlné koteny

6,1.14. Metoda tecen (Newtonova metoda). Piedpoklédejme, e polynom f € R[]
mé jednoduché kofeny (toho lze dosshnout napi. odstranénim vicendsobnych kofeni

- viz 4,1.9). Necht' {a, B) Je takovy interval, uvniti kterého lezi jediny kofen a polynomu
f, a necht’ na celém intervalu (o, ) je f'(=) # 0, f'(z) # 0 (toho lze vidy dosdhnout
dostateénym zizenim intervalu, na kterém pracujeme). Oznatme ¢ to 2 éisel a, B, pro
nés plati f(a)f*(a1) > 0,1 druhé z &fsel a, 8, tj. &fslo, pro néz plati f(d1)f"(dr) < 0.
Utvofme posloupnosti

f(e)  He)

Cl,czzcl—}-,"(—c:l—),C;;:Cg— _f‘(cz)’ veey

PP (CV R f(da)

Potom jedna z posloupnosti je klesajic, druhd rostouci a obé posloupnosti konvergujf ke
kofenu a polynomu f.

6,1.15. Metoda secen metoda regula falsi). Necht’ polynom f € Rlz] spliuje piedpokla-
dy z odst. 6,1.14. Oznacme
af(B) - Bf(«)

f(BY - flo)

g =

Sestrojme posloupnost {cn} piedpisem

_ -1 f(B) = Bf(ca1) - _
“= T E - Ha

Pak posloupnost {ca} konverguje ke kofenu a polynomu I

6,1.16. Pozndmka. Za “pevny” bod v posloupnosti {cs} volime ten krajni bod 7 intervalu
(a, B), pro ktery platf f(7)f'(7) > 0.

6,1.17. Pozndmka. M4me-li uréit kofen a's piesnosti ¢ > 0, sest rojujeme pifslusné iterace
kotene a tak dlouho, az je absolutnf hodnota rozdflu dvou po sobé nésledujicich iterac
men3i nez €.

6,1.18. Poznédmka. K odhadiim redlnjch kofend polynomu f € R[z] mizeme vyuzit véty
znémé z matematické analyzy, znalosti o pribehu funkei apod.

6.2. RESENE PRIKLADY

6,2.1. Ukazme, Ze polynom f(z) = 22% + 7" + 3z? + 1 nemé redlné koieny.
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6,2. RESENE PRIKLADY

Reseni. Pouzijeme Descartesovu vétu 6,1.2. ProtoZe v posloupnosti 2, 7, 3, 1 koefi-
cientd polynomu f nenf Z4dné znaménkové zména, nemé polynom f 2édn§ kladny koien.
Protoie f(z) = f(—z) (f je sudé funkce), nemd polynom f ani zéporné koieny.

6,2.2. Odhadnéme polohu kofeni polynomu f(z) = z* + 2z* — 6z + 2 pomocf odhadi
z a) 6,1.10; b) 6,1.11.

Regeni. a) Pro polynom f je |ao| = 1,a1 = 0, |aa] = 2, ]aa| = 6,]a| = 2, proto A = 6.
Tedy vaechny reélné koteny polynomu f (pokud existujf) lezf v intervalu (-7,7).

b) Pro zjisténi hornf hranice kladnjch kofenid podle 6,1.11 uréime (viz 6,1.11)

g=1la|=6(i=3),r=3a3=-6,s=2,8;=2,B=6.
Jeli a redlny kofen polynomu f, dostavame pro a tyto odhady:

Maclaurinova véta:
: Jail

6
a<l+ —=l4+-=T,
|aol 1

Lagrangeova véta:
a<l+ \'/E=1+\f/5<2,825;

a<l+ "\'/-lg'-i=1+ "‘%g==1+3=4.
a, 2

Nejlepif odhad v nasem piipadé ddvé Lagrangeova véta. Odhad z a) tedy mizeme zlepsit
na (-7; 2,825).

Pro zjistén{ dolnf hranice zdpornjch kotend pouzijeme podle 6,1.12 polynom

Tillotova véta: -

gdz)=f(-z)=a*+22*+6z+2

Tento polynom nem4 zédn§ zéporny koeficient, proto nemizeme pouZit odhady 2 6,1.11.
Podle Descartesovy véty 6,1.2 viak vime [v posloupnosti 1, 0, 2, 6, 2 koeficienti polynomu
g nenf 24dné znaménkov4 zména), Ze polynom f nemd #adny zdporny kofen.

Celkem jsme ukézali, ze véechny redlné kofeny (pokud existujf) polynomu f jsou v
intervalu (0; 2,825).
Pozndmka. Pomocf Descartesovy véty ihned vidime (v posloupnosti 1, 0, 2, —6, 2 koefi-

cientd polynomu f jsou dvé znaménkové zmény), ze polynom f mé bud’ dva, nebo z&dnyf
kladny koien.

6,2.3. Pomocf Sturmova fetézce separujme kladné kofeny (pokud existujf) polynomu f
z pifkl. 6,2.2.
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6. Polynomy s redlnymi koeficienty a jejich redlné kofeny
Regeni. Separovat koieny polynomu I znamena uréit intervaly, v nich lezi préavé jeden
kofen polynomu f. Utvoime Sturmiv fetézec polynomu | podle 6,1.6:

hz) = #*+20" -6+,
h(z) = f&)= 42° + 42— 6.

Snadno zjstime, Ze

428 -6z +2 %n:(4z°+4a:-—6)—(-z"'+%::-2),
4 44z -6 = (—42— 18-z +32-2)~ (~77z +42),
P 43r-2 = (kz - pak=T1% +42) = (=15%5)
Tedy
fg(t) = —I’ + %3 -2,
fiz) = Tz + 42,
fe) =~
Souzasné podle kap. 4 vidime, ze polynom { ma pouze jednoduché koieny.
Sestrojme nyni tabulku znamének polynomu ze Sturmova retézce V intervalu {0,3)

[v pifkl. 6,2.2 jsme zjistili, Ze stati pracovat dokonce s intervalem (0; 2,825)}; k vypottu
znamének hodnot v jednotlivych bodech mizeme vyuzit také Hornerovo schéma:

@ ) [ @) =) | fo(=) o=
= L+ 1 = ?'j\
—T+ | + | -1 -12
T+ |+ =1 ij
T+ |+ -1 -1

7 tabulky vidime, Ze polynom f ma jeden jednoduchy koien v intervalu (0, 1) a jeden
jednoduchy koten v intervalu (1, 2).

&IQHC‘H

6,2.4. Aproximujme koieny polynomu f = piikl. 6,2.2 8 piesnost{ na dvé desetinnd mista,
tj. tak, aby chyba byla mensi nez 1072, :
Reseni. Plati f'(z) = 42 + 6z — 6, J"(2) = 1222 + 6. UvaZujme nejprve interval
(0, 1) Protoze f(0) <0, /1) > 0, nejsou spinény piedpoklady pro pouditi metod
z 6,1.14 a 6,1.15, nebot’ v intervalu (0, 1) existuje bod £ takovy, Ze F'(€) =0 Zmeniime
proto interval, na kterém pracujeme. Uvazujme napi. interval (0,3; 0,4)- Hornerovym
schématem zjistime hodnoty polynomu fv krajnich bodech tohoto intervalu:

1lo |2 |-G 2
=03lol0a]o0e | 0627|1619
Tl03| 200|-5373| (03881 = £(0,3)
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6,2. RESENE PRIKLADY

1lo |2 |-6 2
t=04(0][0,4[0,16] 0,864 —2,0544

[1]o4]216]-5136 = f(0.4)

Hledanj kofen oy tedy je v intervalu (0,3; 0,4). V tomto intervalu je f(x) < 0,
f"(z) > 0. Pouzijeme metodu secen (odst. 6,1.15). Pak

o = 0:3(=0,0544) — 0,4.0,3881
te —0,0544 — 0,3831

plati f(0,3377062) = —0,0030104. Proto

= 0,3877062.

_ 0,3377062.(—0,0544) — 0,4.(—0,0030104)
- —0,0544 + 0,0030104

& = 0,38698564.

Vidime, ze
oy € (0,3869; 0,3877).

Uvazujme nyni interval (1, 2). Pokusime se nejprve zidzit interval, na ném3z pracujeme.
Protoze f(1,2) = —0,2464, f(1,3) = 0,4361, je hledany kofen a; v intervalu (1,2; 1,3).
Pouzijeme metodu piilen{ intervalu (odst. 6,1.13). Pak
12413
T2

Protoze f(1,25) = 0,0664062, je hledany kofen v intervalu (1,2; 1,25). Dalsfm vypoétem
z)istime, ze

C3 =1 ,25

=122 |, f(e) <0,

cs=1,2375 , f(es) <0,

c6=1,24375 , f(cs) > O,

e7 =1,240625., '
Vidime, ze

ay € (1,240625; 1,24375).

6,2.5. Metodou tecen (odst. 6,1.14) naleznéme redlné kofeny polynomu f(z) = z° - 2
s piesnosti na Sest desetinnych mist.

Regeni. Podle Descartesovy véty ma polynom f jeden kladny kofen, nebot’ v posloup-
nosti 1,0,0,—2 koeficienti polynomu f, resp. —1,0,0,—2 koeficienti polynomu g,
9(z) = f(—z) je jedna, resp. zddnd znaménkova zména. Protoze f(1,2) <0, f(1,3) > 0,
f'(z) >0, f(z) > 0 pro z € (1,2;1,3), je jediny redlnj kofen polynomu f v intervalu
(1,2;1,3). Podle odst. 6,1.14 postupné mame
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f(e1) = 0,197, fi(er) = 5,07,
=1,261144, f(c;) = 0,0058298,  f'(c2) = 4,771453,
=1,250922, f(cs) = 0,0000048,  f'(cs) = 4,7622106,
= 1,2599200; "

f(dy) = =0,272
dy = dy — J8) = 1253649,  f(da) = —0,0207203,
dy = dy — $92) = 1250878,  f(d;) = —0,0002048,

Vime, e posloupnost {c,} je klesajici, posloupnost {d} rostoucia a = lim ¢, =

Proto
a € (ds, i) = (1,2599209; 1,2599210).

6,2.6. Urdeme realné koteny polynomuR f(z) = z* =z —1 s piesnost{ aspoii na tii desetinnd

mfista.

Reseni. Podle Descartesovy véty mé polynom f jeden kladn§ a jeden zdporny kofen,
nebot’ v posloupnosti 1,0,0, -1, —1 koeficientd polynomu f i v posloupnosti 1,0,0,1, -1
koeficienti polynomu g(z) = f(—z) = 2* + £ — 1 je vidy jedna znaménkovd zména.

Nejsirsf odhad intervalu, v némZ jsou oba kofeny, je podle 6,1.10 interval {—2,2),
nebot’ A = 1. Odhad horni, resp. doln{ hranice podle vét z odst. 6,1.11 je:

” hornf odhad (pracujeme s f) | dolnf odhad (pracujeme s q) |

Maclaurinova véta || |ai|= 1,60 =1 = a<2 ia.[ =l,a=1=a>-=2

Lagrangeova véta || r=3,B=1= a<2 lr=4B=1=a>-2

Tillotova véta r=38=0a=1=a<2 r=4,(s=0V s=3),
g=a=1=a>-2

Celkem dostévame, e realné kofeny polynomu f jsou v intervalu (-2,2).

Kofeny budeme separovat pomoci Sturmova fetézce:

Protoze

je

h(z) = a*-2-1,

hiz) = 4 -1
et—z—1 = %$(4x3—1);(%x+1),
10-1 = (§o - o+ 5o+ ) -7,

fa(l’) = %$+1,

f;(ﬂ'-') = %?-



6,2. RESENE PRIKLADY

Sestavime tabulku znamének polynomi fi, fi, fa, fu:

| e[ 1@ [ @) [ 4= [ (=) [ o(=)]
2] + [ - -1+ 2
-1 + | - | + | + 2
of — | = | + | + |1
i =T+ + [+« 1
2l + | + | + [+ O

Odtud vidime, ze zdporny kofen je v intervalu (—1,0), kladny kofen v intervalu (1, 2).
Pomoci Sturmovy véty jesté zizime intervaly, s nimiz budeme déle pracovat:

L 2 A@) | A=) ]| £s(2) [ fa(=2) [ o(2)
-3+ -1+ + ]2
=2l -1 -1+ ]+ 11

i+ + 1+ ]+ ]o0

Srovndnim obou tabulek vidime, Ze kofeny budeme hledat v intervalech (—0,75; —0,5)

a(1;1,25).

- Pro dalsi prici pouzijeme napi. metodu tecen (odst. 6,1.14). Nejprve budeme aprox-
imovat kladny kofen a; polynomu f. V intervalu (1; 1,25) je f'(z) > 0, f*(z) > 0,
f(1) <0, f(1,25) > 0, proto

Tedy

¢ = 1,25,
o =c - #al =122,

|
)
|
e oy,
~
(5]
I
=
[&]
(3}
o
o

=
e = ¢ — fik =1,2208;

dy =dy — 7’%1 = 1,1469,
dy=dy — %] — 12131,

(2
dy = dy — L8 = 1 2207

i) =

f(cl) = 0)1914:
f(c3) = 0,0078,
F(c3) = 0,0004,

fldi) =-1

f(dZ) = _01416?v
F(ds) = —0,0475,

oy € (1,2207; 1,2208).

f(e1) = 6,8125,
f'(c2) = 6,2992,
f(es) = 6,2777,

Nyn{ budeme aproximovat zdporny kofen as polynomu f. V intervalu (—0,75; —0,5)
je f(z) <0, f'(z) > 0, f(-0,75) > 0, f(=0,5) < 0, proto
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6. Polynomy s redlnymi koeficienty a jejich redlné kofeny

¢ = =0, 75, fla))= 00664, f(cr) = —2,6875,

G=a-il=—-07288, fla)= 0002  fla)=-2522
2l = —0,724508, f(cs)= 0,000042, f'(e3) = =2,5212,

d; = -0,5, f(dy) = —0,04375,

=—0,6628, f(d3) = —0,1442,

=-0,7199,  f(ds) = —0,0115,

= —0,724513.

Tedy
ag € (—0,724518; —0,724508).

6.3. CVICEN{

6,3.1.. Pomocf Descartesovy véty 6,1.2 odhadnéte pocet redlnjch kofeni polynomu
f € Rlz], jestlize: : '

a) f(z) = 3% +22* + 327 +5;

b) f(z) =a* + 3z + 4z —- 1;.

¢) f(z) = 2¢* + 62° — 5z - 2;

d) f(z) = 5z* — 3¢ + 12z — 6.

6,3.2. Podle vét z odst. 6,1.10, 6,1.11 odhadnéte polohu realnjch kofenii polynomu
f € R[z], jestlize:

a) f(z) = 32° — 62° + 52 + 2;

b) f(z) =z + 42 - 522 = Tz + 1.

6,3.3. Pomoc{ Sturmova fetézce separujte koteny polynomu f € Rfz], jestlize:
@) f(z) = ° + 52* + 10¢% — 52 - 3;

b) f(z) = z* — 22° — 52 + 22+ 0,9;

¢) f(z) =2%—32° - 3z + 112° - 32 - 3z + 1.

Ve cvi. 6,3.4 a 6,3.27 a) odhadnéte poget redlnych koieni podle Descartesovy véty;
b) odhadnéte polohu kofenid podle odst. 6,1.10, 6,1.11; c) separujte koieny pomoci Stur-
mova fetézce; d) uréete realné kofeny s piesnosti aspoii na tii desetinnd mista.

6,3.4. f(z) =2+ 42 — 4z% — 162 - 8.

6,3.5. f(z)=2*-22°+3z" =9z +1.
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6,3.6. f(z) = z* - 627 + 12z - 8.

63.7. f(z)=2'+32* -4z - 1.

6,3.8. f(z) = z* - 3z® + 47 ~ 3.

6,3.9. f(z) =az* -6 — 4z + 2.

6,3.10. f(z) ="' — 42+ 72* -8z + 3.
6,3.11. f(z) =2'+22° 4+ 32> + 2z - 2.
6,3.12. f(z)=z'+2?-1. |

6,3.13. f(z) = 2z* - 8z% +8z% ~ 1.
63.14. f(z)=2'-2* -4z’ + 4z + 1.
6,3.15. f(z) = z* — 22° — 3z% + 2z - 5.
6,3.16. f(z) = z* — 22° —~ 623 +az 44
6,3.17. f(z) = z* - 2z° + 22 -6z + 1.
6,3.18. f(z) =3z*+12z° + 927 — 1.
6,3.19. f(z) =2 -32? -z + 2.

6,3.20. f(z)=2* - 10z — 5.

63.21. f(z)=32" -3z -4z + 1.
6,3.22. f(z)=2° -3z - 13z 7.
6323 f(z)=2*-Tz+ 7. |

6,3.24. f(z) = 2° + 52* 4+ 10z? - 5z - 3.
6,3.25. f(z) = 2 — 52° — 1027 + 2.
6,3.26. f(z) =2+ 7% - 3, |

6,3.27. f(z) = 2z° - 10z° + 10z - 3.
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6. Polynomy s redlnymi koenicienty a jejich redlné kofeny

6.4. VYSLEDKY CVICEN{:

"1. a) 0; b) 2 (1 kladny, 1 zdporny); c) 4 nebo 2 (1 kladny, 3 nebo 1 zéporny);

d) 4 nebo 2 (3 nebo 1 kladny, 1 zéporny).

2. Odhady jsou uvddény v tomto pofadi: véta 6,1.10, Maclaurinova véta, Lagrangeova
véta, Tillotova véta. a) {=7,7),(=2,7; 3),(-2.5; 2,82),(-1,91; 2,26);

b) (—8,8),{—6,8),(—6; 3,65),(—6; 2,75). N

3. a) (-6, -5),(~1,0),(0,1); b) (-2,-1), (-1,0),(0,1),(3, 4); c) (-2, -1),(-1,0),
(0,1),(2,1),(1,2),(2,3)

4. a) 1 kladn§, 3 nebo 1 zdporny; b) {—17, 17),{~9,17),{~-9,5),{-9,5); c) (=5, -4),
(=2,-1),(~1,0),(2,3); d) o € (—4,1463; —4,1462), a3 € (~1,3179; —1,3178),

ag € (—0,6822; —0,6821), ay € (2,1462; 2,1463).

5. a) 4 nebo 2 nebo kladny, 0 zéporny; b) (-10, 10), (0,10}, (0, 10), (0, 10); <) (0, 1), (2,
3); d) o € (0,1152; 0,1153), @, € (2,3082; 2,3083). \

6. a) 3 nebo 1 kladny, 1 zdporny; b) (—13,13),(-13,9),(—4,464; 3,829),

(—4,464; 3,829); c) (-4, -3),(1,2); d) o € (—3,2361; —3,2358), a3 € (1,2360; 1,2361).
7. a) 1 kladny, 3 nebo 1 zdporny; b) (-5,5),(-4,5), (-4 2,587),(—4; 2,154);

¢) (=3, -2), (=2, -1),(~1,0),(1,2); d) a1 € (~2,3556; —2,3555),

a3 € (~1,4773; —1,4772), a3 € (—1,2624; —0,2623), a4 € (1,0952; 1,0953).

8. a) 3 nebo 1 kladny, 1 zdporny; b) (—5,5),(=5,4), (-3 2,733),(-3; 2,733),

¢) (-3,-2),(1,2); d) a1 € (—2,3028; —2,3027), 03 € (1,3027; 1,3028).

9. a) 2 nebo 0 kladny, 2 nebo 0 zdporny; _

b) (=7,7),(=7,7) {—3,45; 3,45),(—3,45;3,45); c) (-2, -3),(-%,-1),(0,1),(2,3);

d) oy € (—1,7492; —1,7491), ag € (—1,2714; —1,2713), .

as € (0,3349; 0,3350), ay € (2,6855; 2,6857).

10. a) 4 nebo 2 nebo 0 kladny, 0 zdporny; b) (-9,9),(0,9),(0,9),(0,9); ¢) (0, 1),
(2,3); d) o € (0,5953; 0,5954), az € (2,1841; 2,1842).

11. a) 1 kladn§, 3 nebo 1 zdporny; b) (—4,4),(-3,3),(-3; 2,19),(~-3; 1,817);

¢} (=2,-1),(0,1); d) o1 € (—1,4910; —1,4909), a2 € (0,4909; 0,4910).

12. a) 1 kladn§, 1 zéporny (sudé funkce); b) (=2,2),(~2,2),(~2,2) (—2,2);
¢).(=1,0),(0,1); d) &y € (—0,7862; —0,7861), ax; € (0,7861; 0,7862).

13. a) 3 nebo 1 kladny, 1 zéporny; b) (-9, 9),{-1,5; 5),(-2,9),(-1,595 5);

¢) (=1,0),(0,1),(1,2), (2,3); d) a1 € (~0,3066; —~0,3065), cx; € (0,438, 0,4589),

a3 € (1,5411; 1,5412), a4 € (2,3065; 2,3066). ,

14. a) 2 nebo 0 kladny, 2 nebo 0 zéporny; b) (-5,5),(—5,5),{~3,5),(-3,5);

c) (—2) *1):(-1!0)1(1; 1:5)1(1:53 2)5 d) o € (_1!9563i -1)9562)3

az € (—0,2005; —0,2094), a3 € (1,3382; 1,3383), ay € (1,8270; 1,8271).

15. a) 3 nebo 1 kladny, 1 zdporny; b) (—6,6),(—6,6),(—3,236; 6),{—3,5; 6);
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5) (=2,-1),(2,3); d) o € (—1,6531; ~1,6530), oz € (2,9730; 2,5731).

16. a) 2 nebo 0 kladn§, 2 nebo 0 zéporn§; b) (=7,7), (-7, 7),(=3,4495; 7),(—4,7);

&) (=2, -1),(=1,0),(1,2),(3,4); d) &y € (~1,8269; —1,8268), &z € (—0,6002; —0,6001),
as € (1,0947; 1,0048), a, € (3,3322; 3,3323).

17. a) 4 nebo 2 nebo 0 kladny, 0 zdporny; b) (=7,7),(0,7), (0,7),(0,7); ¢) (0,1),(2,3);
d) oy € (0,1752; 0,1753), a3 € (2,2232; 2,2233).

18. 2) 1 kladnj, 3 nebo 1 za.pomy, b) (~13,13),(=5; 1,3),(-13,2),(=5; 1,437);
¢) (=4, -3),(~1,-2),(=2,-1),(0,1); d) a1 € (—3,0182; —3,0181),
a3 € (~0,7140; —0,7139), ag € (—0,5495; —0,5494), ay € (0,2815; 0,2816).

19. a) 2 nebo 0 kladny, 1 zdporn§; b) (—4,4),(~3,4),{—2,41; 4),(-1,67; 4); ¢) (-1,0),
(0,1),(3,4); d) o € (~0,8609; —0,8608), a; € (0,7458; 0,7459), a3 € (3,1149; 3,1150).
20. a) 1 kladn§, 2 nebo 0 zdporny; b) (-11, 11),(-11,11),(-4,1623; 4,1623},
(~4,1623; 4,1623); c) (=3, -2),(~1,0),(3,4); d) o € (—2,8741; —2,8740),
a; € (~0,5136; —0,5135), a3 € (3,3876; 3,3877).
21. a) 2 nebo 0 kladny, 1 zaporn§; b) (—5,5),(=5,5),(~3,5), < 2,3; 5>'

¢) (=2, -1),(0,1),(3,4); d) ay € (—1,1661; —1,1660), a; € (0,2171; 0,2172),

az € (3,9488; 3,9489).
22. a) 1 kladny, 2 nebo 0 zdpornj; b) (—14,14),(-14, 14),(—4,61; 14),(-5,34; 14);
¢) (-2,-1),(~1,0),(5,6); d) ay € (—1,9012; —1,9011), a3 € (—0,6619; —0,6618),
a3 € (5,5630; 5,5631).
23. a) 2 nebo 0 kladnj, 1 zdporny; b) (~3,8),(—8,8),(—3,65; 3,65), (—3,65; 3,65);
¢) (—4,-3),(1, 2),(2,2); d) oy €(—3,0490; —3,9089), a; € (1,3568; 1,3569),
a3 € (1,6920; 1,6921).
24. a) 1 kladny, 2 nebo 0 zéporny; b) (—11, 11),{-11,6),(-6; 2,5
¢) (-6, -5),(=1,0),(0,1); d) a1 € (~—5,3748; —5,3747),az € (-0,
a3 € (0,7132; 0,7133).

25. a) 2 nebo 0 kladny, 3 nebo 1 zdporny; b) (—11, 11),(-6,11),(-3,24; 4,17),

(—3,24; 4,17); ¢) (-1,0),(0,1),(2,3);

d) ay € (~0,5142; —0,5141), a; € (0,4086; 0,4087), a3 € (2,8936; 2,8937).

%. a) 1 kladny, 0 zéporny; b) (—8,8),(0,4),{0; 2,25),(0; 1,76); ¢) (0,1);

d) &y € (0,7354; 0,7355).

27. a) 3 nebo 1 kladny, 2 nebo 0 zdporny;

b) (~11,11),(—6,6), (—4,16; 4,16), (~3,24; 3,24);

c) (-2, —2);( 2 -1),(0, 2) (3:1) (1,2);

d) o € (—1,7705; —1,7704), 05 € (—1,4319; —1,4318), 03 € (0,3376; 03377) a, €
- (0,8855; 0,8856), ag € (1,9791; 1,9792).

5), (~11; 1,5);
3466; —0,3465),
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7. Polynomy vice neurcitych, symetrické polynomy

7.1. ZAKLADNI POIMY

7,1.1. Definice polynomu dvou proménnych. Necht' (I, +, -} je obor integrity. Oznac¢me
I[z,] = I, obor integrity polynomi jedné neurcité x; nad f. Nad I; opét sestrojfme
obor integrity polynomi jedné neurcité, oznaime ji z,, tj. strukturu Lifz,] = (I]z,])[=2].
Libovolny prvek z [1[zz] je posloupnost

(fO(Il),fl(Il); try fﬂ(‘rl)!oioagm )r

1. .
folz1) + fi(z)z2 + fa(z1)zd 4 .. 4 fa(z1)2]. (1)
Protoze f,(z1) € I[x1], lze psit
| folz1) = aoo + a1y + 020-‘1-'3 + ...+ atool‘:",
filz1) = ao +anr + 0211‘3 +...+ ahnib'{’,
falz1) = apn+an + ag,,xf + ...+ a*aox:".
Ozna¢ime m = max {ko, k1, ..., ks } a doplnfme zdpis polynomi f;,i = 1,2, ..., n, cleny

s koeficientem 0; dostaneme
fi(z1) = agi + oy + anTl + .. 4 amay.
Protoze I, je obor integrity a ) = g3 = 1, miZeme (1) po Upravich piepsat do tvaru
ao{,x‘l’mg + amarl-.r:g + ...+ amo;r;":rg + amﬂ?g:l’o‘z + a2 + ... + @& T2 +
4.+ au,,a:ulau;' + a1a2123 + . .. + Gmal] T3.

Lze ukdzat, ze (I[zq))[z2] = ({[z2])[z1]. Proto mizeme hovoiit o oboru integrity polynomi
dvou neuréitych &,,x, nad 8borem intergity I. Budeme ho znaéit I[r,z;). Libovolny
prvek z I[zy, ;] lze zapsat ve tvaru
f(@,22) = Y ajzic) 0 €1,
(1.4
kde se s¢itd pies véechny uspoiddané dvojice (7, j) € N»: N, pfi¢emz pouze koneény pocet
prvki a;; je riznych od noluvého prvku 0.
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7,1.2. Definice polynomu n neuréitych. Obdobné jako Iz, ;] mizZeme vytvoiit obor
integrity polynomi n neuréitych nad oborem integrity I. Budeme ho znacit Iz, 22, ...,
z,). Jeho prvky jsou tvaru

ko k2 ke

flzr, 22, .., 2a) = Z Chyhg kn T L7 T, Oy kg kn € I, (2)

(k1,k2, - kn)

kde se séit4 pies viechny uspoiddané n-tice (ky, ka; . .. , ko), pii¢emz pouze kone¢né mnoho
z prvki ay, 4, 1, je rizngch od nulového prvku 0.
Poznimka. Pro neuréité lze pouzit i jiné znaceni, napt. y1,%2, ..., &, ¥\ % atd.
7,1.3. Definice. Libovolny scitanec a,,,,._,hx{“m;’ ...z% 2 (2) nazyvéme clenem poly-
nomu f € I[z1,23, ...,Za). Prvky aii,.x, nazyvame koeficienty polynomu f. Je-li

k . . . . oy
Qi ky k T1 «52 .. gt Elen s nenulovym koeficientem, nazyvdme éislo ky + kg + ... + ku

stupném tohoto élenu. Pro ¢leny s nulovym koeficientem nenf stupen definovan.

71.4. Definice. Rekneme, ze polynom (2) je zapsdn v normalnim tvaru, jestlize pro
libovolné jeho rizné cleny

ky .k kn my .m m
ahh.--hrll:‘z, < Ty 1am1M2...mn$1 1.172 . xnh
s nenulovymi koeficienty jsou i uspotddané n-tice (ky, kay -« ka), (my,ma, ooy M) r4zné.

7,1.5. Definice. Stupném nenulového polynomu f zapsaného v normalnim tvaru nazyvime
nejvétsi ze stupii jeho ¢lend.

7,1.6. Definice. Necht' Gk kT 252 ... 2% je élen polynomuf € I[z1, T3, ..., Tn) 2BPSA-
ného v normélnim tvaru. Uspoiddanou m-tici celjch nezdpornych &fsel (ky, K2y ooy ka)
nazveme vyskou tohoto clenu.

7,1.7. Uspoiddan{ visek. Pro libovolné dvé vysky (k1 ko, ..., ka),(m1,m2, ey Tg)
definujeme

(k1 kay <. ka) <(my,ma, .. LMy,
jestlize v posloupnosti my — ky,my — kg, ..., Mg — k, je prvni nenulové &islo kladné.

Poznamka. Snadno se ukdze, ze relace < mé viechny vlastnosti uspoiddéni.

7,1.8. Definice. Vedoucim ¢lenem nenulového polynomu f € I[zy,2), ..., Tp) nazyvame
¢len, ktery mé v uspotadéni vysek definovaném v odst. 7,1.7 nejvétsf vysku. Jeho vysku
nazfvame vyikou polynomu f. '



7.1. ZAKLADNI POIMY

7,1.9. Oznaceni. Oznacme S, grupu permutaci ¢isel 1,2, ... n s operaci sklddani permu-
taci definovanou takto:

1, 2, ..., n 1, 2, ..., a\_ (1, 2 ..., n
3‘ls ‘.2; sy I-ll .jl: j?: "‘:\jn jfal ji;»: O jln

Necht’
I, 2, ..., n
fellzy, 22, ... zn),n=| 7 | b € S,.
11, 2, ..., in .
Provedenim permutace x na polynom f naz§vame vytvofen{ polynomu f(x,,, iy, ..., 2,.),
ktery vznikne z polynomu f proveden{m permutace r na indexy jeho neurcitych. Polynom
Hxiy, Tiyy ., 3,) znadime také x[f(z1, 22, ..., 3,)]
7,1.10. Véta. Pro lLibovolue polynomy f,g € Ilxy, 22, ...,x,] a libovolnou permutacs

T € 5, plati
rlf(zy, o2, oo a) +g(@n, 22, o 2)] = w[f(zn e, T 4 wlg(en, 2, o)),

rf(z1, 22, .o xn) glen, @2, @) = w[f(@1, T, oo, 0)] Tlg(En, e, 2]

7,1.11. Definice. Polynom f € I{zy, %3, ...,Z,] se nazyvd symetricky polynom, jestlize
pro libovolnou permutaci r € S, plati:

(@, 22, o 2a)] = floy, 22, oo, @),
Mnozinu viech symetrickych polynomi n neuréitych z;,z, ..., zr, nad oborem integrity
I wnacime Is[zq,22, ...,¢.). Is[zy,z2, ...,2.] je podobor integrity oboru integrity

I[zy, 29, ..., 2,).

7,1.12. Definice. Symetricky polynom f se nazyvd jednoduchy symetricky po)yn.om,
jestlize kazdy jeho clen lze vytvoiit provedenim vhodné permutace z S, na libovolnj
piedem zvoleny ¢len.

7,1.13. Véta. Kaidy nenulovy symetricky polynom z Is[zy, %2, ..., oa] je souctem koneéné
mnoha jednoduchijch symetrickych polynomi = Is[zy, x3, ..., za).

71.14. Véta. Kaidy nenulovy symetricky polynom zapsany v normdlném tvaru md jcdingj
vedouct ¢len a pro jeho vysku (ky, ka, ..., k,) platy

k1_>_k22ﬂ--2kn'
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7. Polynomy vice neuréitych, symetrické polynomy

7,1.15. Oznaéeni. Necht' azf'z4? ... x5 a € I, je vedouci clen jednoduchého symetrického
polynomu f € Is[z1,z3, ..., z,). Potom budeme psét

f(xlsrh s zn)"z( )axl 172 ....‘Ei".

7,1.16. Definice. Necht’ je ddno piirozené éislo n > 0. Polynomy

(n)
01(&'1,;1'.‘2, ...,;r,.) = Z r,
(n)
0’2(3.‘1,.1‘2, . ..,x,.) = Z T\ Ty,
. (n)
O'"(l'l,ﬂ:z, ...,:L',,) = Z Ly&fg... Ty
z Ig[zy, T3, ..., Ta) se nazyvajl elementdrni symetrické polynomy (v I[zq, 22, ..., Ta])-

7,1.17. OznaZeni. V dalsim textu budeme pouzivat také toto znacenf:

.‘1&(1’:1,1"2, .. .,.1:") = Z(ﬂ) 1‘%

7.2. RESENE PRIKLADY

7,2.1. Zapisme polynom
2_ 1,22 4, 2 L1 e i
f(z1, 32, 33) = wjzies — 327 + 20,7 — Jaizies + 32223 — 62122 € Q71,72 T3}

v normalnim tvaru. Urceme jeho stupeit.
Reseni. Slou¢ime éleny se stejnymi vyskami. Ziejmé plati

2
Sz, 22, Ia) 3T gl'?.l.’a 3.1’.'% + —.1.‘2.1:3 - 62122,

To je zépis polynomu f v normélnim tvaru. Stupné jednotlivych ¢lend jsou postupné
5(=2+2+1),2(=240+0),3(0+1+2),2(=1+1+0).
Stupeni polynomu f je tedy 5.

7,2.2. Zapiéme' polynom f dvou neuréitych v normdlnim tvaru, jestlize:
8) f(z,9) = (5 = PI(e? + 1) + (2 + 9?17,
b) (2,9) = (2 + ¥ — °)? = (5% = P (& + ).
 Resen{. Rozndsobfme vsechny zdvorky a sloué¢ime éleny se stejnou vyskou. Pii vépoctu
Ize vyuzit i distributivni zdkon a vhodné vytykat.

T4



7,2. RESENE PRIKLADY

a)
(.1:6 _ 2$3y3 + ys)(xs + 3.1:*3;2 + 3:!:2_1;" _l_ys) +
+(:z:6 +22%° + ys)(xs — 3c'y? + 327y — ys) — |
= (a2 + 32102 + 3'.1:83;" +;L'6y5) +(—2m9y3 _ 6w7y5 _ styT u2$3y9)+
+ Isys + 3.‘1:'_‘3;8 + 3x2ym + y12) + (1_12 _ 337103,12 + 33:8_1;* _ :L_ByS) +
+(2.'L‘9y3 _ 6;1:79'5 + 63:5y"' _ '2;!:33;9) +(;r:6y6 _ 3_.L_4ys + 3-'!223;10 _ y12) -
=(1+ 172+ (3= 3)0"%% + (=2 4 2)2®y° + (3 + 3)2®y' + (=6 = 6)2"y® +
F(1+1-1+1)%° + (=6 +6)sy" + (8 — 3)z*y® + (=2 - 2)z%y° +
+(3+3)a™y +(1- 1)y =
=2¢" + 628y — 1207y® + 2255 — 42y + 6%y,

b)

(28 + 32ty? + 3a?y* + ¥)(a® — 2% + o) +

+(2® = 3ohy? + 322yt — oF)(® + 22%9° + ) =

= (% + 322*)(a® — 25°%° + %) + (3a'y? + ¥5) (< — 20%9° + y®) —
= [(2° + 32" )2+ 22%° + %) + (32*y? + 4°)(2® + 20y + )] =
= (¢f + 322! )(a® — 20%° + ¢ — 2° — 229 — %)+

+(32'y® +3°)(2® - 22°° + y° + 2° + 22 + %) =

= (2% + 32y )(—42°y") + (3a*y’ + 4°)(20° + 20°) =

= —42% — 12057 + 62'%2 + 6oty + 2059 + 292 =

= 61'103]2 _ 4193;3 + zmsyﬁ — 121’_5:’;’7 + G.L'{ys + 2y12.

7,2.3. Zapidme polynom f ti{ neuréitych v normalnim tvaru, jestlize:
a) flz,y,2) =(z+y+z2)* —(z—y—2)%
b) f(z,9,2) = e+ y+ ) e+ y—2) = (z -y +2)(z -y — 2)].
Reseni. Rozndsobime zdvorky, slou¢ime ¢leny podle vjsek a vytkneme.

a)

(z4y+:f —(c—y—zf=
=z +y’+2z+y)e+ 27 - [ - 22(y+ 2)+ (y+2)°) =
=+ + 2+ 20y + 202 +2y2) — (2% + ¥ + 27 — 2oy — 202 + 2y2) =
= (22 = 2?) + (¥ = y") + (27 = 2%) + (20y + 22y) + (202 + 222) + (2y2 - 2y2) =
= 4ry + 4zz;
Jiny postup:
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7. Polynomy vice neurcitych, symetricke polynomy

(z+y+2) —(e-—y-2)=
=fetytit(e-y-alletytz-(e-y-2)=
= 2z.2(y + 2) = day + 4zz.

b)
(z+y+a)e+y-2)—(g—y+a)a—y=-2) =

={[e+y)? - -z - -} =

=[(a®+y - +2ay) - (F® + ¢’ - = 20y))’ =
= (4zy)’ = 162°y%.

7,2.4. Uréeme vysky jednotlivich élend s nenulovymi koeficienty polynomu f z piikl. 7,2.1.
Uspoiddejme tyto vysky podle 7,1.7 a uréceme vedoucf ¢len a vysku polynomu f.
Reseni. Vysky jednotlivych élend jsou postupné

(2,2,1),(2,0,0),(0,1,2),(1,1,0).
Uspoiddejme je podle 7,1.7:

(2,2,1) > (2,0,0) (posloupnost rozdili je 0,2,1),
(2,0,0) > (1,1,0) (posloupnost rozdili je 1,-1,0),
(1,1,0) > (0,1,2) (posloupnost rozdili je 1,0, -2).

Celkem tedy dostdvime

(2,2,1) > (2,0,0) > (1,1,0) > (0, 1,2).
Vedouci élen polynomu f je 2ziz}rs, jeho vyska je (2,2,1).
7,2.5. Je d4n polynom |

f(z1, 22, T3) = Tix2 4 D273 + 017323 € Z[&q, T2, T3]

. 1, 2, 3 .
Uréeme polynom g, kterj vznikne provedenim permutace 7 = ( o 3 1 ) € 53 na

polynom f.
Reseni.

2 2 2
x[rize + T35 + TrzsTs) =

g(z1, T2, 23)

2 2 2
T3T3 + T1T3 + T1T2T3.
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7,2. RESENE PRIKLADY

7,2.6. Rozhodnémc, zda polynom
[(21,23,33) = 3122 + 3 + 2133 + 23 + 2] + T1 7383 + €203 € Z[z1, 23, 73]

je symetricky. V kladném pifpadé ho zapisme pomoci jednoduchjch symetrickych poly-

nomi.
o= 3
! 1

Reseni. Grupa S; mé sest prvku:
I S N (e 8 [t 23
Tl o1, ) s 6T s 2 1

1F1[_f(1‘1, T, Ea)} = _f(.’L’l, T2, 3.‘3).

N
[ -
L
o W
N——
£
w
—_———
=
oL - 75 B ]
N W
S ———
=
w
]
—_———
ISl
L

B

Liejmé platf

Dale
malf (21,22, 83)] = 3123 + T3 + £12y + 2] + T2 + T1T9T3 + Tax3 = f(&4, T2, F3).
Analogicky se ukdze, zc
ma[f(21, 22, 23)] = m[f(21, T2, )] = W[ f(21, 22, 23)] = we[f (21, 02, 25)] = (01, 23, T3).

Polynom f je tedy symetricky. Piitom plat{

LTy + T3 + T3 + ;z:f + l‘g + Ig + I1T73 =
3
ORETRD DU ED DS

f('rlvm2nr3)

-

7,2.7. Je ddn polynom
. 2,.3,..3 3,3 2.7
f(z1, @2, 23) = 22323 + 23122 + TiTyTs + Soieyrd € Zw, 72, 23).

Zjistém :, zda je symetricky. V zdporném pifpadé doplite dals{ séftance tak, aby nové
vznikly polynom g byl symetricky.
1, 2, 3

Reseni. Polynom f nenf symetricky, protoe napi. pro r = ( L 3 9
b] )

) € 53 je
_ 22,33 3. .3 2.2 2
m[f(z1, %3, 23)] = 21323 + 20,25 + 22235 + Szizizl # f(21, T3, T3).
Jestlize doplnime séitance
3,2,.3 .3 3.2 3.3 3 3
T{TRTy, T1T383, 23133, 20233, T1T5T3, T1T205,

7



7. Polynomy vice neuréitych, symetrické polynomy

dostaneme polynom
3 3 (3 —(3)
g(21, T2, 23) = Z( ) 32352 + Z( ) #3230y + 2 L{ Y0120 +5 Y riadad,
ktery je zfejmé symetricky.

7,2.8. Uréeme pocet ¢leni jednoduchého symetrického polynomu v 2,2, a napisme
viechny jeho ¢leny.
Reseni. Grupa S, ma 4! = 24 prvki. Nejprve zjistime, kolik permutaci

z S, pievad{ polynom f(zy,2;) = 712, sdém v sebe. Ziejmé musi byt (41,42) nékteré
z pofad{ &fsel 1, 2, jinak by permutace r pievedla f ve ¢clen, kterj by obsahoval jinou
neuréitou nez zy,z; v prvni mocniné. Analogicky musi byt (43,44) nékteré z pofadi ¢isel
3, 4. Takovjch permutaci je 2!2!. Tedy pocet ¢leni daného polynomu je roven
4! 24
— = — = 6.
212! 4
Ziejmé plati

(4)
E 1Ty = 122 + IaT3 + T1T4 + T3 + TaTy + I3Ty.

7,29. Uréeme pocet ¢lend jednoduchého symetrického polynomu Y™ g3zors pro
n =3,n=4,n =5 Zapisme tento polynom v normélnim tvaru.
Reseni. a) n = 3, N iz zs:

Pocet ¢lent je
3!
1 =% |
nebot’ dvé mocniny majf stejny exponent (dva nerozlisitelné prvky). Platf

() 3 3 3 3
3V glnaws = Timaws + D138 + 012273

b) n = 4, SW siczy:
Pocet ¢lend je dén vzorcem pro permutace ze &ty prvki s opakovanim. Vyska vedouciho
élenu je (3,1,1,0). Dva exponenty nelze rozlisovat, proto je pocet ¢leni dan éfslem

4!
121!

Plat{

) 3 3 3 3 3 3 3
Z TIT2T3 = T1T2T3 + T1T2Ty + 212324 + T1T2T3 + T125Ty + T1T275 +

3 3 3 3
+ T129% + T304 + T2T3T4 + L2837,
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7.2. RESENE PRIKLADY

¢)n =550 rlray
Pocet élent je ' 190
5! 2
Trarat = T = 30.
Vyska vedouciho ¢lenu je totiz (3,1,1,0,0), proto nelze pii provadéni permutace rozlisovat
dvé neurcité v prvni a dvé neuréité v nulté mocniné. Doporucujeme ctendii, aby si pro

kontrolu vypsal viechny éleny daného polynomu. ,
7,2.10. Uréeme vysky ¢lent symetrického polynomu
2 2 3, .22 3,.2 .2, 3 3 3 3
f(z1, €2, T3) = T12383 + £1T; + TiTy + F1Ty + TIT2T3 + TT2 + TyT3 + T3x2 + TT3 €

€ Z[J:l, L2, ‘1“31'

Uréeme visku a stupen tohoto polynomu. Zapisme polynom f jako soucet jednoduchych
symetrickych polynomi a uréeme jejich vedouci ¢leny.

Reseni. Vysky zapiseme v poiadi ¢lend, jak jsou uvedeny v piedpisu polynomu f:
(1,2,2),(1,3,0),(221),(1,0,3),(21,2),(3,1,0),(3,0,1),(0, 1, 3), (0, 3, 1).
Nejvetsi viska élenu, tedy i vyska polynomu f, je (3, 1, 0). Vedouci élen polynomu f je
a:?a:g. '

Stupné ¢lend jsou 5 (=1+2+2),4(=143+0),5(=2+4+2+1),4(=1+4+0+3),
5(=24+142),4(=34140),4(=3+0+1),4(=04+1+3),4(=0+3+1). Stupen
polynomu f je tedy 5. Polynom f miZeme zapsat ve tvaru

flzy, 22, m3) = Z(a) TiTo + Z(a) riziz,.
V zapisu jednoduchych symetrickych polynomi jsou uvedeny jejich vedouci éleny.
7,2.11. K danému polynomu-
F(21, T3, 23) = 52382 + 3% + £12,75 € L[xy, T2, T3]

doplime co nejmensi pocet clend tak, aby vaznikl symetricky polynom g € Zs[zy, z,, 73).
Uréeme poéet ¢lent polynomu g, v§sku jeho vedouciho ¢lenu a jeho stupeii. Zapisme jako
soucet jednoduchych symetrickych polynomi. .

Reseni. Polynom f neni symetricky, protoze napf. permutace 7 (viz piikl. 7,2.6)
nezachovd f:

03[ f (21, T3, T3)] = dx32;3 + 3x5 + T1&273 # f(T, T2, T3)-
Mi-li g byt symetricky, musf se élenem 5z3z; obsahovat také cleny
5;::2.1:3, 5.1::2’:03, Szla;g, 5:::1.-1:3, 53:3;173.
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Podobné se ¢élenem 3z, musi obsahovat i ¢leny 324, 373, Clen ;rl:r:zr;; je zachovédn kazdou
permutaci z Sy, a proto jiz neni tieba dalsi ¢leny k f dopliiovat. Hledany symetricky
polynom g md tvar

g(z1, T3, T3) = STIT3 + 52T + 55183 + 5183 + 5T3T3 + 5T2w3 + 381 + 3y + 33 + L1273

Polynom g mé tedy celkem 10 s¢itanci.
Polynom g miizeme zapsat jako soucet jednoduchych symetrickych polynomi:

3 3 — (3
g(®1, 22, T3) = 52( ):cf-.rz + 32( ).1:1 + )__} ).311'2;53.

Vedouc! élen polynomu g je 523z, jeho vyska je (3,1,0) a stupen 4.

7.3. CVICENI

7,3.1. Dokaite, Zc plati tyto rovnosti:

a) (¢ +y)? = 2>+ 2zy + v

b) (z + y)°® = 2° + 32%y + 3zy” + 7,

¢) (z 4 )t = ot + 48% + 627y + 4zy’ + yt
d) (¢ -y)* = = 2oy + %

e) (z—y)° = 2° — 32y + B2y’ — ¢,

) (z—y)* = o* — 42’y + 6%y" — 42y’ +
g) 2’ =y’ = (z—y)e +v);

h) 2* +4° = (z +y)(@® — 2y +¥°);

D)2 =y’ = (2= 9= + 2y + 7).

7,3.2. Dokaite platnost nésledujicich vztahi (a,b,¢,d,z,y, 2,21, %2, ..., Tp Pron € N
oznacuji neurcité):
a) (z+y+2) =27+ + 27+ Aay + 22 +y2);
b) (a+b+c+d)f =a®+ b +c? +d? +2(ab+ ac+ ad + be + bd + cd);
n

(mitmt . 4zl =el+2 T ng;
i=1 1<i<y<n

Dc+y+20 =249+ +3(y+oy’ +e? + 0’2+ ¥z + yz?) + 6ryz;
e)la+btctdP =a’+8 4+ +d%+

+3(a’b 4+ a’c + a’d + b*c + b2 + 2d + ab® + ac? + ad? + be? + bd? + cd?)+

+6(abc + abd + acd + bed);
f)(z1+m;+...+x,.)3='§:m,3+3 v ool 46 X oren

=1 1<i#j<n 1<i¢y<ksn

7,3.3. Dokazte platnost nasledujicich vatahi (z,y oznatuji neurcité, n € N):
a) 2t —y* = (¢ — y)(&* + oy + 2’ + V°);
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e A €
) 2+ 4" = (2 + y)(a* - Py + 2 — oy + ),
d) pint+l + y2n+1 = (1. + y)(zﬂn — 3’2"_11} + 1.2»-»2,!]2 —_ - Iy‘.’.u—l + y.’ln).

7,3.4. Zapiste v normélnim tvaru polynomy:
a) (z—y) +(z +y)

b) (g +y) = (2 - y)%

¢) (z - y)*(z + y)%

d) (2° — y°)(2* + 4°);

¢) (z* +y7)(z* - y°);

(@ = y) (= + )

8) (2= yP(2® + %) - (3 + y)*(=* — 42,
) (2 +y)’ = (2 — )P

D= +9)?+(z - v)?

) (@ =) +4°) — (47 + 92)(2° ~ ).

7,3.5.  Zjistéte, zda polynom f Je zapsin v normalnfm tvaru; v zdporném piipadé ho
zapiste v normalnim tvaru:

a) f(z1,22,73) = 3012, — 63z,2;5 + 57,23 — 2r;;

b) f(z1, z,, T3, ) = cirezs — 3z + 3ziryzrs — izl 4 4z

c) f(z1, x2, 3, Tq) = T1TT3T4 + 223, + 5T1T372 — 5y + 2nzin, ~ 8z 7373,

d) f(:f:l, T2, .’1’.‘3) =3r2; + 43123 — ST1Ty + 6x3z; — 3r12343;

e) f(z1, 25,23, 24, 7)) = 3riziadeizd + 222, + 3,7, + 42124 + 52115 — 6zizyzy.

7,3.6. Pro polynomy ze cvié. 7,3.5 uréete stupné jednotlivych ¢leni a stupen polynomu.

7,3.7. Pro polynomy ze cvié. 7,3.5 urcete vysky jednotlivych clendl, uspoiddejte je a uréete
visku a vedouci ¢len polynomu.

7,3.8. Pro polynom f uréete polynom g, ktery vznikne provedenim permutace T € S, na
polynom f, jestlize:

1, 2, 3
a.) n = 3,f(1:1’3;2,$3) = x%x;x;; + .1::1_3;7:3 + 22170 + 4o, 7w = ( 3 1 o )}
1
3

. .2, 3, 4
b)n =4, f(zy, 23, 25,3,) = 123 — 25752, + doiziz, + 5x3zi 1 = ( 4’ 2’ ) ) ;
y ) )
1, 2, 3, 4
C) n= 4,f(.1.‘1, I, T3, 1‘4) = 1'1.172173 + T1TT4 + 17324 + IT3Ty, T = 3 1 2 4 )

3 2.2
d)n =6, F(21, 23, 23, T4, x5, Te) = 3012375 + T1222,76 — 3ziTs + 4:::;":333:5,
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“(1, 2, 3, 4, 5, 5)

2, 3, 6 1, 5 4

7,3.9. Je dn polynom f € Z[z,y, z]. Urcete, jaky nejmensi pocet ¢leni a které konkrétné
musite piidat k f, aby nové utvoieny polynom g byl symetrickj polynom tfech neurcitych
nad Z, a zapiite nové utvofeny polynom g pomoci i jednoduchych symetrickych polynomu
(poloite 7 = z,72 = ¥, %3 = 2), jestliZe:

a) f(z,y,2) = 25y + 3yz;

b) f(z,y,2) = 2zyz 4 22,

¢) f(z,y,2) = 239’z + 2y’

d) f(z, 7 2) = 2zyz* + 32%y? — 52,

e) f(z,y,2) = Szyz,

f) f(z,9,2) = 3% + 22%,

g) flz,y,2) =22 —zy + 4

7,3.10. Rozhodnéte, zda polynom h € Z[z,y, 2] je symetricky. V zaporném piipadé
‘uved'te, které cleny je tieba doplnit, aby vznikly polynom jiz symetricky byl. Symet-
rické polynomy vyjédiete jako soucet jednoduchych symetrickych polynomi v neuréitych
T,Y,2
a) h(m‘,y,z) =z+2y+ z,
b) h(z,y,2) = zy + Tz — zyz + yz;
c) bz, y,2) =2 +y* + 7Yz,
d) h(z,y,2) = &* +¥* + 7;
e) Mz,y,2) =T+ zy+ Ty
f) h(z,y,2) = & — 229?22 +y° + zyz + 2%
g) h(z,,2) = (v + 2)° + 3(z + y)oy + 2°(z + 32) + 377,
h) Az, 9,2) = (& +9)* + (¢ +2)° + (y + 2)°.

73.11.  Rozhodnéte, zda polynom f € Zlcy, x3, ..., %a) je symetricky. V kladném

pifpadé zapiste polynom f jako soucet jednoduchych svmetnckych polynomi.

a) n = 3, f(&1, 23, T3) = T1T283 + 3.1'1172 + 33,37 + 3T133;

b) n =3, f(z1, %3, 3) = 23173 + 23 + o3 + 22125 4 22573 + z3;

c) n =4, f(x1, 22,73, T4) = :1','1.1'2.’1’"3 + 33,29 4 T3ToT4 + TIT3T4 + 17374 + 32183 + 3T+
+37573 + 3T2T4 + 315275 + 3T3T4;

d) n = 4, f(z1, 22, T3, T4) = T1T2T3T5 + 2z3zizsz, + riryriz) + 23 cyzize + 2z} zy2333;

e) n = 4, f(z1, 22,3, T4) = T1T2T3T4 — T1T3T4 — T1T283 — T1T2T4 — T2T3T4;

f) n =3, f(z1,22,73) = (T1Z2 + ©173 + T,23)(zizs + TiTs + r123 + T5) 4+ 7z + T,33).

7,3.12.  Polynomy ze cvié. 7,3.11, které nejsou symetrické, doplite vhodnymi éleny
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7,3. CVICENT

tak, aby vysledné polynomy byly symetrické. Nové vzniklé polynomy zapiste jako sovzet
jednoduchych symetrickych polynomi.

7,3.13. Zapiste v normalnim tvaru jednoduché symetrické polynomy a uréete poéet jejich
¢lent:
a) Tzl b) TOaiey,
c) £ z; d) 2(3)1’11'2-173;
D Wz, f) M) 31321
PR £irir;; h) TWa? 2zl

7,.14. Urcete po&et ¢lent jednoduchého polynomu bez jeho zdpisu v normdlnim tvaru:

2) ©O Tz, b) O riz,rs;

¢) 2(3)31372 d) T 2y

e) N g2p2y2 ) ©O ey,
9 SWelm b SO

) 0 rirleg, N Sl
k) S“’ Iy, l) E“) T LT3y,
m) O 22 n) 50 2le;;
0) ¥ rizyzy; p) > izs;

~(5) .2,.2.2
q) X! )-31-‘725'73374) I) E( )-’51‘”2-"-’3$4

7,3.15. Urcete pocet clend a vypiste vsechny ¢leny jednoduchého symetrického polynomu:
a) T zias b) £ aiey; ,

o) TPaizezy; d) LW aleless;
e) E(”rl.rg.rd' f) Em:r:f;
9 TO slsjatet

7,3.16. Urcete pocet ¢lent jednoduchého symetrického polynomu v n neuréitych, ktery
obsahuje ¢len:

a) T25a4,n = 4; b) xixize, n = 5;

¢) 2zTy13,n = 3; d) 2zzz5,n =6

e) zieirsziws,n=>5 f) alriryzas,n="71.

7,3.17. Pro symetrické polynomy ze cvi¢. 7,3.11, 7,3.12 urcete vysky viech élend, tyto
vysky uspofddejte a urcete vysku a stupeii polynomu.

7,3.18. Odhadnéte pocet ¢lent soucinu dvou jednoduchych symetrickych polynom# a urcete
vysku vedouctho ¢lenu a vSechny vysky mensi:

a) (V2O 212,);

b) (£ 2fz;)(29 21);

¢) (EO) #1e2) (2P o12225);



7. Polynomy vice neurcitych, symetrické polynomy

d) (5O g}z (B 2faa);

e) (TW &) (=W 22y,

f) (ZW atza)(TW 2ies);

g) (T z3z,23) (=W £izey);
h) (5@ 2323)(S@ 2122);

1) (2O 212, )(E® 23);

i) (B stz () i),

k) (5O 23zdzs)(T® eizieiel);
1) (O adz (T efeieazs).

7,3.19. Rozhodnéte, zda polynom f n neuréitych je elementarni symetricky polynom,
jestlize:

a) n = 3, f(21, 22, 23) = T172 + £183 + T2T3;

b) n =3, f(x1, 22, 83) = T0) r2z,;

c)n =3, f(z1,22,23) = Y& plzyzs;

d) n =4, f(z1, 2, T3, T4) = T4 2,2

e) n =3, f(z1, 2, 73) = L z10233;

f) n =4, f(z1,22,23,74) = T8 gy zox3;

g) n =6, f(z1, 22,3, T4, T5, Te) = 6 220032475,

h)n= 6,f(x1,a'g,‘w3,.r§,:r,-,,a:5) = V0 gz 7,142, 25;

. . 7
Hn=T, f(z1, 72, 23, 24, Ts, Tg, T7) = Z( )x1m3x3x4$5.

7.4. VYSLEDKY CVICENI

4. a) 2¢° + 627 b) 63y + 29 ¢) & — 3a'y’ + 3z — 8 = (22— y?)% d) 2° — 5

e) z° + z3y2 — $2y3 - y.'s., f) x5 — ;r3y2 + x2y3 - y5; g) 2!}4 + Eyz;r:? — 4ym.3;

h) 4y + 24z%y* + 362*y?; i) [2(2 + 97))° = 8z° + 24z'y? + 2457yt + 815,

i) =22%y% + 22%y°.

5. a) Ano; b) ne, 4z3z,33 + 23 — £173; ) ne, T1T T3y = 3¢z, — 32,2523 + 22,3384
d) ne, —2z1z3 + 102123 — 3T1Z2%3; e) ano.

6. Stupné clent jsou uvedeny v pofadi, v némsz se tyto ¢leny vyskytuji v zdpisu
polynomu f v normdlnim tvaru. a) 2, 4, 3, 1, st(f)=4; b) 4, 2, 4, st(f)=4; ¢} 4, 3, 4, 4,
st(f)=4;d) 2, 2,3, st(f)=3;¢) 15, 2, 2, 2, 2, 4, st( f)=15.

7.2)(2,1,1) > (1,2,0) > (1,1,0) > (0,0,1),(2, 1, 1), ~6z}z2;

b) (2,1,1,0) > (2,0,2,0) > (0,0,0,2),(2,1,1,0), 4532225;

¢) (2,0,0,1) > (1,1,1,1) > (1,0,2,1) > (1,0,1,2),(2,0,0, 1), —3zizy;

d)(1,1,1) > (1,1,0) > (1,0,1),(1,1,1), =8z, L3

¢) (2,1,0,0,1) > (1,2,3,4,5) > (1,1,0,0,0) > (1,0,1,0,0) > (1,0,0,1,0) > (1,0,0,0,1),
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7,4. VYSLEDKY CVICENI

(2,1,0,0,1), —6ziz,s.
3. a) 712323 + 273 + 22125 + 422; b) gz — 2317934 + %xlzg.rf + 523z o) n[f] = f;
d) 37,2375 + 71727374 — 3T3T6 + 4T3T T, ‘
9. a) 202z, 29?2, 2y%x, 2yz?, 2x2%, 3xz, 3y, tj. 7 clend, f(z,y,2) = 25 ply + 310 zy;
b) %, 2%, tj. 2 cleny, f(z,y,2) = 70 5?2 4 25.0) pyz;
¢) 29922, oy?s® otz ys?, ). 4 Eleny, f(z,y, 2) = N0 2Py
d) 2zy?z 2.:: yz, 30222, 3y2?, —5y°, —52°, tj. 6 cleni, f(z,y,2) =25 a?yz +
370 2292 — 57°0) 3.
e) polynom je symetricky, f(z,y,2) = 55°C) zyz;
£) 30°2%, 3y°2%,22°, 2%, tj. 4 éleny, f(x,y,2) = 3L 2% 42500 50
g) 22, 2z, —yz, tj. 3 cleny, f(z,y,2) = NV 2%~ O gy,
10. a) Ne, chybi ¢leny z,z; b) ano, h(z,y,2) = YO py — 70 zyz; ¢) ne, chybf clen 2%
d) ne, chybf ¢leny 2%, z;y; e) ne, chybi éleny y, z, 2z, yz; {) ano,
h(z,y,2) = 20 23 = £ 2222 + T zyz; g) ano, Mz, y,2) = T 2% + 370 22y,
h) ano, h(z,y,2) = 2)}3 4+ 32(3) z?y.
11. a) Ne; b) ano, f(aq,z2,23) =2 SO zyzy + 23 23; ¢) ne; d) ne; e) ano;
f(.rl,;rg, I3, L4) = ) pirazary — D@ 2y zpxs; f) ano, f(z1,22,73) = 56 g 1ol +
27O g,z + 250 2ilz,,

12. a) 3:r13:3,3:c'1.r2,3.r:2.r3, 3,23, 3z173, 37203, E( ):::147213 + 3):( iz, + .32( ).r1.1:2
o) 23r3zy, 012323, T1TIT4, TITH TS, TRTITy, T1258, £225235, 5 SO gde,zs + 350 o2y
d) 222 zq252,
2z 22zin,, 23 2deya?, oy rdeled, 2lxdryed, eledede,, W riegrses +2 T W olodegr, +

v p2e222r,

13. a) oiz} + oizd + 2323 b) iz, + ales + 2123 + @7} + Tyzs + 2wl ©) 2 + 73 + 7
d) I1$2I3; e) I1T2 + T183 + L1y + 1‘22«‘3 + T234 + T34

{) aief + 1"1-‘"'33 + ojr + J?1"1'2 +ofad + ofad + w32l + o32d + oiod + alal + 2lel + 2ial;
g) T3z3xs + TiTiTy + Tizazd + ;vl:rg;z:f + zizdzy + TiTaal + 2ladas + oloiT, + Tizea +
giz,zd + :cfa:ga:,, + mzmaxf + xlz'g:cg + a:l:cga:f + zy2323 + 22203 + 72302 + yoic) +
rcg:c’:r* + xzxax* + x2$3x4 + :r:zar'gr.,r'4 + 22322 + po3ic};

h) ezded + rizial + wiziel + ziaiel

14, )W_s b) L=3 c) 1,1,1,_6 d) =3 =1 f) o = 6; g)l—!;—;z—!zu;
h) 2l21 =6 l) 2'1'1l =12, J) 1|3| =4, k) 1|3. = 4 1) :—: =1; ITI) .2.3. = 10; Il) = 30;

0) 3 3!2! = 10; p) m!m =20;q) g 4'1! =5 r) mmm! = 120.

30 ) 3 3 3, .3 3.
15. a) 5 = 3,213 + 7173 + T235; b) i!'léi? = 6,232y + 7173 + 2123 + 1123 + 2323 + Ta73;

3
c) 1,2‘ =3, ziz,75 + 7173z3 + 17223,

2.2,
d) - 2,2, = 6, 222373z + T2TrTETy + Tizazsa] + .1:11:21-3:1:* + .rl.r;.ram + .L'19?2.L'3.2,4,

e) 3 3;1| =4, T172T3 + $12284 -+ T183%4 + T2T3Ty; f) 1|3| = 4,71 + o3 + 23 + of;

3.3.3 3 103 1.3 1.3 3.3.3.3 3.3
g) = =97 Seicie] + cizioicd + xiziciz) + cirizizd + L3rizix].

1!2!2!
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8. Souc¢in jednoduchych symetrickych polynomi
16. a) it =12, b) g5 =30 ¢) L =1, d) & =20, ¢) 2 = 10; ) 50 = 210.
17. a) (2,1,0) > (2,0,1) > (1,2,0) > (1,1,1) > (1,1,0) > (1,0,2) > (1,0,1) >
(0,2,1) > (0,1,2) > (0,1,1),(2, 1,0), 3;
b) (3,0,0) > (1,1,0) > (1,0,1) > (0,3,0) > (0,1,1) > (0,0,3),(3,0,0), 3;
) (3,1,1,0)>(3,1,0,1) > (3,0,1,1) > (1,3,1,0) > (1,3,0,1) > (1,1,3,0) >
(1,1,0,3) > (1,1,0,0,) > (1,0,3,1) > (1,0,1,3) > (1,0,1,0) > (1,0,0,1) > (0,3,1,1) >
(0,1,3,1)>(0,1,1,3) > (0,1,1,0) > (0,1,0,1) > (0,0,1,1),(3,1,1,0), 5;
d)(2,2,2,1)>(2,2,1,2) >(2,2,1,1) > (2,1,2,2) > (2,1,2,1) > (2,1,1,2) >
(1,22,2)>(1,2,2,1)>(1,2,1,2) > (1,1,2,2)> (1,1,1,1),(2,2,2, 1), T;
e)(1,1,1,1) > (1,1,1,0) > (1,1,0,1) > (1,0,1,1) > (0,1,1,1),(1,1,1,1), 4;
1)(3,2,0) >(3,1,1) >(3,0,2) > (2,3,0) > (2,2,1) > (2,1,2) > (2,0,3) > (1,3,1) >
(1,2,2)>(1,1,3) > (0,3,2) > (0,2,3),(3,2,0), 5.
18. Vysledky jsou zapsdny ve tvaru r x s = t, kde r je pocet ¢lenii prvniho ¢initele,
s pocet ¢lend druhého cinitele a ¢ hornf odhad poctu élend soucinu; pak nasleduji vysky
Jednotlivych sé¢itancd souinu. a) 3 x 3 =9,(4,1,0),(3,1,1);
b) 6 x 3 =18,(3,1,0),(2,2,0),(2,1,1); ¢) 6 x 1 = 6,(3,2,1),
d) 6 x 6 = 36,(5,2,0),(5,1,1),(4,3,0),(4,2,1),(3,3,1),(3,2, 2
e) 4 x 4 = 16,(4,0,0,0),(2,2,0,0); f) 12 x 12 = 144, (5,2, 0, 0),(5, 1,1,0),(4,3,0,0),
(4,2,1,0),(3,3,1,0),(3,2,2,0),(3,2,1,1);
g) 12 x 24 = 285,(6,3,2,0),(6,3,1,1),(6,2,2,1),(5,4,2,0), (5,4,1,1),
(5,3,2,1),(4,4,3,0),(4,4,2,1),(4,3,3,1),(3,3,3,2);
h) 6 x 6 = 36,(3,3,0,0),(3,2,1,0),(2,2,1,1); i) 10 x 5 = 50,(3,1,0,0,0),(2,1, 1,0, 0);
j) 20 x 20 = 400, (5, 3,0,0,0),(5,2,1,0,0),(4,4,0,0,0),  (4,3,1,0,0),(4,2,2,0,0),
(3,3,2,0,0),(3,2,2,1,0); k) 60 x 30 = 1800,(6,5,3,2,0),  (6,5,2,2,1),(6,4,4,2,0),
(6,4,3,3,0),(6,4,3,2,1),(6,4,2,2,2),(5,3,3,2,2),(5,4,3,2,2), (5, 3,3,3,2), (4,4,3,3,2);
1) 30 x 30 = 900,(5,5,2,1,0),(5,5,1,1,1),(5,4,3,1,0), (5,4, 2,2,0), (5 4,2,1,1),
(5,3,3,1,1),(5,3,2,2,1),(4,4,3,2,0),(4,4,2,2,1),(4,3,3,2,1),(4,3,2,2,2
19. a) Ano, o3, 23, %3); b) ne; c) ne; d) ano, oy(xy, @3, 3, 24); €) ano, 0'3(.'1'1,1’2,;33);
f) ano, o3(zy, T3, 23, 4); g) ne; h) ano, os(z1, T3, T3, T4, T3, T,
1) ano, oy(1, T2, &3, T4, Ts, Te, T7).



8 Soutin jednoduchych symetrickych polynomi

8,1. ZAKLADNI POIMY

8,1.1. Véta. Necht’

(») -
fanea, oz =Y ala 2, g(on g, o, za) = Y Sligh gt

Jsou dva jednoduché symetrické polynomy nad oborem integrity I. Necht’ r = st(f),
s = st(g). Potom pro symetricky polynom fg plats:

st(fg)=r+s,
fg md vedouct élen

i+ l'.rl-lz Fats
TP T gTh | giatia,

8,1.2. Véta. Necht’
f(@r@2, .., 20) = Z(“)z{‘z;". cxy gx, 22, ., 2e) = ):(ﬂ) ey ...k

Jsou dva jednoduché symetrické polynomy nad oborem integrity I a necht’ r = st(f),
8 = st(g). Potom souéin fg lze vyjddfit ve tvary linedrnf kombinace

)
D P (Z(' z{“zgz...zﬁ")

(k1 k2,....kn)

Jednoduchych symetrickjch polynomd s vyskams vedoucich &lent (k1 k3, .. ., kg), pro které
plati:

(1) it ka4 ... 4k, =143,
(2) (VjeN:ISan)rl+512kj_>..7'n+3m
(B > ks> ...2 ke

Pfitom koeficienty aq, i,,..4,) 4 téchto jednoduchgch symetrickjch polynomii jsou celo-
Ciselné a predstavusi pravé pocet vsech riznych moinosti, kterymi lze clen zhzdt ... zh
ziskat jako soucin jednoho &lenu polynomu f a jednoho &lenu polynomu g.

3,1.3. Pozndmka Je-li obor integrity I nekoneény, lze vyusit fakt, ze I[zy,2;, ..., 2,)
Je izomorfni s I (2,23, ...,z,). Koeficienty (i b3,...4,) linedrni kombinace lze uréit ze
soustav linedrnich rovnic, které ziskdime vhodn§m dosazenim prvki z J za ZT1,%2, ..., %y
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8. Souéin jednoduchych symetrickych polynomi

8,1.4. Véta. Bud'te 1,3, ...,ln nezdpornd celd isla a 61,02, ..., 0n elementdrnd symet-
rické polynomy v n neuréitych 1, %;, ..., ZTa. Potom vedouct élen soucinu

ol ... ab

jc
1424 ...+ +...t la—14]
x' I24...+in J:Iz e ..z 1 "I‘"

a viechny éleny souéinu maji stupes

nly+(n—Dloy + ... + 2+ b

3,1.5. Véta. Bud'tely,ls, ..., ls nezdpornd celd &isla, k € N a 31,33, ..., 85 soucty k-tych
mocnin v neurditych T, %3, ...,Ta nad oborem integrity I (niz kap. 7). Potom vedouct
élen soudinu

I b2 e
5{3; b

Jje
Ill: +20g+.. A kly

o vsechny cleny soudinu magf stupes

Lh+2L+...+k,.

5,1.6. Poznédmka. Soutin libovolnjch dvou symetrickfch polynomi £, g € Is[z1, &2, - .-, %)
ziskdme takto: Kazdy z polynomi f,g zapiseme jako soucet jednoduchych symetrickych
polynomi a pomocf distributivniho zdkona tyto souéty spolu roznasobime. Tak ziskdme
sou¢in fg ve tvaru sou¢tu sou¢ind jednoduchych symetrickych polynomi. Jednotlivé
souéiny jednoduchych symetrickych polynomi roznisobime podle véty 3,1.2 a dosad{me
do souétu. Takto ziskany soucet nakonec zapiseme v normalnim tvaru.

8,2. RESENE PRIKLADY

3,2.1. Pro jednoduché symetrické polynomy

~(3) (3
f(z1,22,23) =5_, ’-'33333» !7(%13'1’3)'-‘-2 5333

uréeme vjsku vedouciho Elenu soucinu fg, potet Eleni f,g, odhadnéme shora pocet

s¢itancd soutinu fg. Vyjadieme fg jako soudet jednoduchych symr tiickych polynomi.
Regeni. Podle véty 8,1.1 m& souéin fg vedouci &len z§z323. Stupen soucinu fg je tedy

6 + 3+ 2 = 11. Podle véty 8,1.2 miZeme v sou¢inu zfskat pouze Eleny s témito vyskami:

(6) 31 2)) (‘5: 4) 2)) (51 3: 3)! (4t 4! 3)
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8,2. RESENE PRIKLADY

Prvnf ¢init 1 souéinu mé 3 éleny, druhy &initel 6 ¢lend. V souéinu tedy ziskdme nejvyse
18 riznych séitancu.
Podle véty 8,1.2 lze psat:

. . ,
(f9)z1, 22, 23) = Z( ) Sraas + B\ @ ):v? ryei+ C 2( ) izyzy + D E( )x{x;xg

Clen s vyskou (6, 3, 2) lze ziskat pouze jako soucin ¢leni s vyskami (3, 2,2)a(3,1,0). Jind
moznost neni. Proto
A=1.

Clen s vyskou (5,4,2) mizeme ziskat pouze tak, Ze z; vezmeme jednou s exponentem
2 a jednou s exponentem 3. Protoze z; ma byt ve ¢tvrté mocning, nutné musime vzit
z, jednou s exponentem 3 a jednou s exponentem 1. Existuje tedy jedind moZnost, a to
souéin &lend s vyskami (2,3,2) a (3,1,0). Proto

B =1

Clen s vyskou (5, 3, 3) mizeme jiz ziskat dvéma riznymi zpisoby: Bud’ jakou souéin ¢lend
s vyskami (2,3,2),(3,0,1), nebo (2,2,3),(3,1,0). Proto

C=2

Kone¢né ¢len s vyskou (4,4,3) v souéinu ziskat nelze; z danych élenl ziejmé nelze v
soucinu ziskat dvé neuréité ve étvrté mocniné souéasné. Proto

D=0.
Pla*i tedy

(3) (3) (3)
(fg)(xll‘r%z:i):Z 5: g 3-{-2 5 ;xg..'.zz 53,3

Jiny zpisob fesen{ vychazi z moznosti vhodného dosazeni za 1, 73, T3 a fedeni soustavy
rovnic:

(3) (3)
(Z z125% 3) (Z xl"') =
_ Z:(3) 2322 + A T( )3»’11'31'3 + BZ( )mlxgxg + CE(S) cizir.

Jednoduchou dvahou mizeme opét vylouéit moznost ziskénf ¢lenu rjzyzs; v soutinu
danfch polynomi f,g. Proto C = 0 a sta¢i uréit pouze A, B. Vyuzijeme-li toho, ze
se na polynomy f,g muzeme divat také jako na funkce tif proménnych nad Z, musi
uvedeny vztah platit pro viechna moznd dosazeni celych éisel 1, 22, z3.

Dosad'me napf. z; = 23 = z3 = 1. Potom plati:
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8. Soucéin jednoduchych symetrickych polynomi

T3 131217 = 131712 4 121%1%7 + 111718 = 3 = f(1,1,1),

TE3 =P P14 1M 1M 1P 4 1M = 6 = g(1, 1, 1),
E(J; 161312 = 161312 + 16121:} + 131612 + 131216 + 121316 + 121613 —_ 6,
0 151412 = 6,

T 151313 =3,

Odtud plyne

36=18 = 6+6A+ 3B,
12 = 64+ 3B,
4 = 2A+B.
Dosadime-li napi. 7, = 3 = 1,73 = —1, dostaneme:
SO 131 =1)? = P13(—1)? + 1%13(-1)* + 121%(—-1)* = 1 = f(1,1,-1),
y® 1311 =131 4 13(=1) 4+ 111° 4 1M(=1) + P3(=1)1 + 1Y (-1) =
=-2= g(]-: 1,-1),

T 1813(=1)? = 1813(=1)? + 1%13(—=1)° 4+ 1315(=1)? + 131%3(-1)°+
+1203(-1)f 4+ 1215(-1)* = 2,

TPy -1) =2,

YO 1813(~1) = 3.

Odtud plyne

1(=2)=-2 = 2424+4(-3)B,

-4 = 2A-35.
Resenim soustavy
4 = 2A+ B,
—4 = 2A-3B
dostavame
B=2A=1

Proto plati

3 3 3
(fo)(zr o2, 50) = Y wlaled + YV adatad + 237 a3adal.

8,2.2. Vyjddieme souéin o103 elementdrnich symetrickjch polynomi jako soucet jedno-
duchych symetrickych polynomi a) pro tii neuréité; b) pro ¢tyfi neurcité.
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8,2. RESENE PRIKLADY

Reseni. a) Vyska vedouctho ¢lenu soucinu je (3,2,0). V dvahu pfichazeji tyto vysky
¢lenu se stupném 5:

(3,2,0) > (3,1,1) > (2,2, 1).

Vedouci clen s viskou (3, 2,0) lze vytvoiit pouze jako soucin vedoucich ¢leni jednotlivych
¢initeld. Proto v sou¢inu bude jednoduchj symetricky polynom T t3r; obsazen praveé
jednou.

Vedouci ¢len s vyskou (3,1,1) lze ziskat celkem dvéma riznymi zpisoby. Z prvnfho
¢initele musime vybrat vidy élen z; a pak bud z druhého éinitele z,z, a z tietiho T,13,
nebo z druhého Einitele 123 a z tiettho z1z5. Proto jednoduchy symetricky polynom
YO 237,24 ziskdme v souéinu dvakrat.

Koneéné vedouci ¢len s viskou (2,2,1) mizeme ziskat péti zpisoby {moznosti zachy-
time piehledné v tabulce):

| #ixizs " g1 | o I a2 7
1. I | T1T2 | T223
2. Ty | TaT3 | 1T
3. Ty | T1Z, | T123
4, Ty | T1T3 | T124
5. T3 | 172 | T122

Proto pro n = 3 plati
_(3 3 3
(0103)(..":1,:;2,:1:3) = L( )m;’mg +L’Z( )xg:::ga:a + 52( ):z:i:l:gza.
b) Vyska vedouciho ¢lenu souéinu je (3,2,0,0). V dvahu pfichdzeji tyto vysky clend

se stupném 5:

(3,2,0,0) > (3,1,1,0) > (2,2,1,0) > (2,1,1,1).

Podobné jako v a) ziskdme v sou¢inu jednoduchy symetricky polynom s vyskou (3,2, 0,0)
jedinym zplisobem, s vyskou (3,1,1,0) dvéma zpisoby a s v§skou (2,2, 1,0) péti zplsoby.
Kromé toho je tieba jesté zjistit, kolika zplisoby lze v souéinu ziskat clen s vyskou

(2,1,1,1). Moznosti opét zachytime piehledné v tabulce:
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8. Souéin jednoduchych symetrickych polynonii

2
T1T2T3Ty ” 0’1| 25} | gy

1. I | Ty | T3Ty
Ty | T1T3 | T2T4

3 Tl | T1T4 | T2X3
4 Ty | T2%3 | 21Ty
5. Ty | Toxy | 123
6 Ty | T3L4 | T1T2
7 Ty | T103 | T1¥4
3 T | L1T4 | T123
9. I3 | T1T2 | 174
10. I3 | T1%T4 | 172
11. Ty | 1T | T1T3
12. Ty | I,T3 | 313

Proto jednoduchy symetricky polynom YW 225,257, lze ziskat celkem dvandeti riznyii
zplsoby.
Pruto pro n = 4 plati

4 —(1 O —{4)
(0103 )21, T2, T3, T4) = Z:( ) irh + 22‘( inxg::::; + 55_:{ ):rf;r,.f,.m +12 }_J{ B;L’f.’l'z;l'.‘gi';.

8,2.3. Vypoétéme soudin s4s; (viz kap. 7) pro tii neuréité.
Reseni. Jde o zvl4stn{ pifpad souéinu jednoduchych symetrickych polynomi:

(8482)(T1, T2, T3) = (Z(a) -"7{) (Z(a) 3%)

Podle véty 8,1.2 plati:

3 3 3 3
(3482)(T1, 22,%3) = Z( )xf + AE( ):r:?:cg + BZ( )o:;‘::g + CE{ ) TiTaaq +
—(3 3 3
+ DY Vil + BEY Y siakes + F Y7 olalal
Piitom je vsak ziejmé, Ze v souéinu mizeme ziskat pouze ty cleny, jejichz nékterd mocnina

je aspon 4. Proto je
D=0,E=0,F=0.

Zbyva tedy uréit pouze koeficienty A, B,C. Ziejmé viak 4 = 0, C = 0, nebot’ nelze
vytvofit ¢len s neuréitou v prvn{ mocniné. Déle B = 1, nebot’ tento ¢len lze vytvoil
pouze tak, Ze v prvnim initeli vezmeme z} a ve druhém z3. Celkem tedy

3 3
(se92)(an, 20, 23) = T 2% + 3 atad,
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8,4. VYSLEDKY CVICENI

8.3. CVICENI

8,3.1. Vyjadiete jako souéet jednoduchych symetrickych polynomi souéiny:
a) (ZO 23 ZO 212,);

b) (5 2322 )£ 21);

¢) (E® glas)(T 212223);

d) (T ala,) (T adz);

e) (W 22z ),

f) (ZW a2z,)(ZW 2}z,

g) (W 23zpa; (W 2izes);
h) (T 2t23)(EW 7122);

i) (E(S} @123 )( E( Y £3);

i) (£® 2leo)(E0) %),

k) (2(5)3 “’3)(2(5} 1z3ziel);
1) (2O 2323 32326 22z2z,7y).

3,3.2. Vyjédiete jako soucet jednoduchych symetrickfch polynomi n neuréitjch souéiny:
a) 818, = 3; b) s283,n = 3;

c) s353,n = 3; d) s283,n = 4;
e) 5132,n = 3; {) s183,n = 4;
g) 818283,n =5; h)sis,n=3
i) 8,n=4 j)sls§,11=5',

k)13 n=4; 1) s,s,,n = 5,
m) s2s3,n =5; n) s83,n =5;
0) s5,n=3; p)sin=4

8,3.3. Vyjadiete jako soucet jednoduchych symetrickjch polynomi n neuréitych souciny:,
a) ol n =3 b) o2,n = 3;
c)ol,n =4 d) o102, 0 = 3;
e) o203, n = 4, {) o103,n = 4;
g) 010203, 1 ='5; h) ofo,n =3,

i) o3, n = 4; j) oro3,n =5,
k) owoln=4; 1)olodn=5;
m) ooz, n =5 n) ool n=35;
o) o}, n =3, p)os,n=4

8.4. VYSLEDKY CVICEN{

1. a) SO zizy + T® 23523 b) TP 2z, + 27 2252 4+ 25 zizazs; ©) O glrizs;
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9. Hlavni véta o symetrickych polynomech a jeji uziti

d) 0O g8z? + 250 Slagry + 5O 2izd + SO adaede; + 250 gdale; + 250 o0l
e) TWaty oy ‘) 2ok 1) W 2322 1 250 gzyzy + W £223 4 W .1:1::'2:1:3 +

25 2ladzs + 25 £iadzl 4 200 .ri.r%:cg:rr;; g) W 282322 + 270 2823r,2, +
254 x%% iz + LW 2iadz? + 2T W pdrdear, + YW ededele, + 27 W adeisd 4

250 platele, 44500 Tir3Tir, + 2 3““) riziricl + UT(*] mf.rgxgxf,

h) SWaled + T alsle; + 5 “).Liazz.rax,, B 5)3: 3z, 4+ DO 2lryzy; i) T i3 +
SO 2ieles + "L“‘) gtz + N elzdes + 20 piede? 4 250 2lade? 4+ 2 70 2izdalsy;
k) DO 2friade? 4+ O 28 r2alay + 3\"{5) aSedeiaisl + 250 ladads? +

250 pefadeis, 4 10 )$1.rz;rs:r: s+ 3506 Vedadziclzl + 200 pirdadcicl +

200 piriedele? 4+ 6 0O .’L'l;L teicict;

) Y‘( ) ziriv, + 30) g TL3E Ty + 5 ).J:F’;c;:r:s.r, +250) cieyTied +

25 gdrdrirag + 27 2l .rgz'.lm + 250 230352020 4+ T pizdrle? +

O pirdrizlzg 4 270 ptededsleg 4+ 35 ) riryzizicl.

2.a) N0 22 4250 510, b) SO 2t 4 250 1202 ¢) ©W 28 4 250 2343,

4 S0 st + T ate ) 2O 2t 4+ 56 sy 1) £ 2t 4 50 ooy,

g) T 2 + O afe; + £ oled + 250 o] + £ wledey;

) E® et 425G 23, 4+ 25 2202 4 250 play4;

) o g8 +32(4}3,’$ +6 W 225222 ) £0O) g8 4 76 z‘*.r2+"‘5"(5)a" 224250 22elzy;
k) » zz + 3 W bz, 427 .r{:cg + 22(” 223y ) DO 28 4 270 by +

30O s 4 20 ey + 4O 2323 4 4 T0) 3222 + 40O 2252052,

m) T¢ ).r +2 ‘ﬁm 3zd + Y ol 4 "S“("’)a, Jrizd;

n) DG a8 4 E(s) Sl + 250 28323 4 250 pladad

0) SO d 55 pdzy 41050 zizi +20 T 232y + 30 5 202s4;

p) SWaf 4 357M 2823 15T $3x3$3

3.2) Y22 4 270 g2y b) 2(3) 24250 pdryxg; o) U pledal 4+ 2 }:“)wlzr:,xg:t:h
d) 70 iz, + 3V gzpzs; ) W .r:f.rg.l.;,\ + 35 W ey,

1) SWe2p,z5 + 450 020374

g) ) 3zizy + 3 50 TiryryTy + 3 ) ol 4 82(5) rizdagry + 22 E(S) T} TaT3T4Ts;
W) S 2z, 4250 2222 4+ 570) $2$2I3'

) s :r:“:x:3 +3 ')_‘(” gizizy 4+ 604 g3 TYT,T3T4 + 6 4 zizizl + 15 YW 22020 2y;
Bl + 250 ) a:gxa + 55O p2e2ry 41256 )3132331:4 +30%0¢ )zlx;xaxixs;

k) 2 iz %ag +25W 23a2z30, + TTW 2slakay;

1) D® gizd + 250 zizazs + 250 2323 + 83 0O olzfzs + 1B LE) 1‘?52%4'4 +

150 222222 + 3270 2202z00, + 18 0O 52r03740s; m) SO 2dsdes; + 20 oizded +
570 32250, + 1200 3oeazirs + 1250 220202z, + 31 T O 2izizyz,as;

n) E®aiefe] + 250 otedaaz, + 5 £ afadede, + 1250 siadeszias +

1250 ¢2425252 4 31 O plalele,zy; 0) TP 2l 4+ 3T 2lzy + 6 T 212575

p) TW e3cdzd + 300 eizdale, + 6 TH 2iadelal

—

1
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9. Hlavni véta o symetrickych polynomech
a jeji uziti

9.1. ZAKLADNI POIMY

9,1.1. Véta, Necht’n € N, I je obor integrity a f € Is[zy,z2, ..., xn] jednoduchy
symtericky polynom,
fler, 22, ... 20) = Z(”) chgh gk
Potom pro nezdpornd &isla ri,rq, ..., Tn uréend jednoznacné vztahy
o =Kg, Ty = kg1 —kny -, r1 =k — ks

Jje souéin elementdrnich symetrickych polynomi

1 572 Tn
O'I gy ... 0y

n neuréitych £, T3, ..., T symetricky polynom nad oborem integrity I s vedoucim lenem
chph | gk

9,1.2. Disledek. Kazdy jednoduchy symetricky polynom

(n)
@1, 22, o za) =Y Thoh gk
nad oborem integrity I lze podle véty 9,1.1 vyjadiit pomocf souéinu
1 L2

n
ooz ..oy

elementarnich symetrickych polynomi a jednoduchyjch symetrickych polynomi
S apap ok,
jejichz vedouci éleny maji vysky mensi nez je vyska (ky, &y, ..., k,), ale stejny stupeii.

9,1.3. Véta (hlavni véta o symetrickych polynomech). Necht’n € N, I je obor integrity
a f € Is[zy, 22, ..., Ta) Jednoduchy symtericky polynom,

: (m) k& k
f(zq, 22, ._.,:r,,)zz L S il
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9. Hlavnf véta o symetrickych polynomech a jeji uZiti

Potom emstuje prdvé jeden polynom F € I[y1,y2, ...,ya) nad tyms oborem inlegrity
takovy, e po dosazeni elementdrnich symetrickych polynomi o,(¢1,z2, ..., Ta) za ne-
uréitou y;, 1 < j < n, plat '

. —(n) ; .
F(O’l(fl,xh "':xn)rJZ(Il)mﬁy 'H)wﬂ)v "'xan(:rl)x?) axn))zx -'L':l-rg"---i'} .

n

9,1.4. Pozndmka. Ve vété 9,1.3 neni podstatné, ze f je jednoduchy symetricky polynom.
Kazdy symetrick§ polynom totiz mize byt podle véty 7,1.13 zapsdn pomoci jednoduchych
symetrickjch polynomd. Proto miZe byt také libovolny symetricky polynom vyjadien
jako polynom v elementarnich symetrickych polynomech.

9,1.5. Véta (Newtonovy formule). Bud'te k,n € N a z1,22, ... %, neuréité nad oborem
integrity I. Potom pro souéty k-tych mocnin s, neuréitych x1,2;, ..., T, a elementarnd

symetrické polynomy plati vitahy

prok <n: s;—a;s,_1+agsk_2—...«~(-—-1)"kal:0,

pro k>n: 3 — 01851+ 0282 — ... — (—l)*nans,_,, = Q.

9,1.6. Diisledek. Pomoci Newtonovych formuli Ize rekurentné odvodit vyjadieni pro soucty
s; k-tjch mocnin neuréitych z1,2, ..., T, nad I pomoci elementarnich symetrickych
polynomi:

2
51‘501,32:01”20’2,

9,1.7. Definice. Diskriminantem v n neurCitych z,,%;, ...,Zq nad oborem integrity 1
rozumime symetricky polynom D, deny vztahem

Dy = (21— 33) (21 — 83)° ... (&1 — @) (@2 — @3)" - (T — za)

9,1.8. Definice. Van der Mondovym determinantem Vy(zy, 2, - - -, T, ) rozumime polynom
n neuréitych 1, &5, ..., T, nad oborem integrity I dany vztahem
, 1, ..., 1
I, L2, -, Tn
2 2 2
Vn(rllmh ---:xn) = Iy, Ty ooy Ty
n-1 n-1 n-1
Ty, , Ty 5, .-, T,

96



9,2. RESENE PRIKLADY

9,1.9. Pozndmka. Plat{
Vﬂ(rljmzs vy xn)ffn(a‘.l: T2, ... 1‘1"!!) = Dn(xh T2, +vvy wu)

a odtud podle véty o souéinu determinanti lze odvodit vztah

"0: "11 A ) dn-1
) 8, 8z, ..., 3n

Da(z1,23, ... ,2Za) = '
$n-1, &n, ..., d2m-2

9.2. RESENE PRIKLADY

Pozndmka. Pro zjednoduseni z4pisu nebudeme v pifkladech vypisovat pii vypoctech ne-
urcité u polynomi o; a s,.

9,2.1. Zapisme jednoduchy symetricky polynom ¥ z}z3z2 pomoci elementérnich sy-
metrickych polynomd.

Resen{. Vedoucf ¢len daného polynomu m4 vyaku (3,2, 2,0) a stupeii 7. Vedoucf élen se
stejnou vyskou md souéin ti{ elementdrnich polynomi o,02. Tento fakt plyne z véty 9,1.1.
Mizeme ho ovéfit také piimo: Neur¢itd r; mé stupefi 2, proto lze pouzit dvakrat polynom

o3; potom viak uz zbjvd doplnit pouze ) v prvni mocning, a tedy jedenkrdt pouiit o,.)

Kromé jednoduchého symetrického polynomu s vedoucim ¢lenem s vyskou (3,2, 2,0)
vSak v soucinu mizeme ziskat i ¢leny se stupném 7, ale s mens{mi vyskami. V dvahu proto
ptichdzeji jednoduché symetrické polynomy s vyskami (3,2,1,1),(2,2,2,1). Obecné lze
soucin zapsat ve tvaru

2 ) 3.2 2 () 3.2 () 2.3 2
o0 =3 alzyzi+ AY . dizizazy+ BY ) oiriwacy,

kde koeficienty A, B jsou celd éisla. K uréeni téchto koeficienti mohou poslouzit kombi-
natorické dvahy nebo tabulka moznost{ vytvoteni vedouciho élenu ze ¢leni jednotlivych
Ciniteld.

K urceni koeficientu A pouzijeme kombinatorické dvahy. Vzhledem k tomu, Ze z;
ma byt v soutinu ve tfeti mocniné, nutné musime v kazdém 2z éiniteld zajistit vybrani
mocniny z1. Tim je d4n jednoznaéné vybér élenu v ;. Podobné z; ma mit v souéinu
stuperi 2 a lze vybirat pouze ze druhého a tietiho cinitele. Proto v kazdém élenu druhého
a trettho ¢initele musime vzdy pouzit neurcitou z;. Protoze v o3 jsou obsazeny souciny
tif neurcitych, musfime ve druhém, resp. ve tietfm ¢initeli zajistit vybrani neurcité zs
(zbyvajici neur¢itd musi byt vybrana ve zbyvajicim ¢initeli). Vybér x;,z; je tedy uréen
jednoznacné, pro vybér z3 mame dvé moznosti. Proto A = 2.
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9. Hlavni véta o symetrickych polynomech a jeji uzitf

K urceni koeficientu B pouzijeme tabulku moznostf - v¥bér neurcité po fadé z &initeld

01,03, 03 provedeme vyétem moznostf:

J' .L.; | 1 (20 i Ty 1

-

{x T a

f i |

‘ Ty | 18283 | T2T3T4
!

|

n
|
#.‘L')_ T2l3Ty | T1T2T3

‘C-OI‘J)—INN

Ty | T1T3T3 | L1T3T4
Ty | T1L3Ty | T1T2 03

T3 | TyTaT3 | T1TaTy
T1ToTy | T1T2T3

Ny o o] e
)
[

Ty | T1X223 | T12203

Je-li ze oy vybrdn clen oy, pak z druhého i tietiho éinitele musf byt v obou vybrany neuréité
T3, 3. Neurcitd zy je pak vybrana ve druhém a z, ve tfetim &initeli ¢i naopak. Tim jsou
ddny moznosti v prvnim a druhém fddku tabulky a jind situace pii vybéru z; z prvntho
¢initele nastat nemize. Analogickd je situace ve tietim a ¢tvrtém, resp. patém a sestém
tadku tabulky. Je-li v prvnim &initeli vybrdna neuréitd z4, pak ve druhém i tietim ¢initeli
mus{ byt vybrdny soutasné z,, 22 i z3, a je tedy jedind moznost, jak pozadovany vedouc{
¢élen vytvorit.

Popsané zplsoby uréuji, kolika riznymi zpisoby lze vytvoiit vedouci élen jednodu-
chych symetrickjch polynomi. Plat{ tedy: :

4
o10] = Z( )Taﬂ'gﬂ’g + 22( )xhgiﬂs% + TZ( T1T373%4.

9,2.2. Zapidme jednoduchy symetricky polynom E(a)xlxg pomoci elementémlch symet-
rickych polynoma.

Regeni. Vedouci &len mé vysku (3,1,0) a stupeii 4. Tento ¢len Jze vytvofit (viz
vétu 9,1.1) jako soucin tif elementdrnich symetrickjch polynomi o}o;. Kromé vedouctho
¢lenu s vyskou (3, 1,0) se v souéinu objevi jesté dalsi polynomy se stupném 4 a mensimi
v¥skami (2,2,0),(2,1,1). Proto pro souc¢in bude platit

3
o‘fcrg = Z( )'J,‘?.Tz + A Z(a) I% + B Z( ) 1.1‘2373

K uréeni koeficientd A, B lze vyuiit napi. dosazovani{ za z;, x4, T3 a vypodet fedeni sous-
tavy rovnic pro A, B. Vyuzijeme pfitom toho, Ze nad nekoneénym oborem integrity (napf.
I = Z) jsou obory integrity polynomi n neuréitjch a polynomi n proménnych izomorfni.

Polozime-i ¢, = 1,2y = =1, 73 = Q, je:

o(1,-1,0) = 1-140=0,
0'2(1, -1, O) = 1.(—-1) + 1.0+ (—1)0 = -
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9,2. RESENE PRIKLADY

Protoze
Z( ) z3 1Ty = 3‘:11'2 + rl:zra + 1:1:1'2 + :1:1_:::3 + 3 2T3 + .r:gscg,

je hodnota tohoto polynomu pro z; = 1,2, = =1, z3 = 0 rovna

(-1)+0+(~-1)+04+0+0=-2.
Obdobneé je

3
Z( ) Ti@; = o123 + 2175 + T35,
tedy pro zy = 1,2, = —1,z3 = 0 je hodnota tohoto polynomu rovna
1+404+0=1.

Konecné je

3

Z( ].’ngz;l'a = :r.'f:r:g:r:g + a:l:r:gs:g + :L'la:ga:g,

tedy prox; = 1,23 = —1, 13 = 0 je hodnota tohoto polynomu rovna

04+0+0=0.
Prvni rovnice soustavy pro A, B md tedy tvar
0=-2+4+1A+0.B,odkud 4 =2.

Pro uréeni koeficientu B staci dosadit jinou vhodnou trojici hodnot za promeénné
T1,%32, T3 a ziskat druhou (nezdvislou) rovnici soustavy. Poloime z; = 73 = r3 = L
Potom plati:

o(1,1,1) = 14141=3,
o2(1,1,1) 114+11+11=3

1l

Daéle pro hodnoty jednotlivych polynomi plati:
S0 141414141+1=6,
Y% 14141=3
SO0 1+1+1=3
Po dosazenf dostdvdme druhou, na prvnf nezavislou, rovnici soustavy pro neznamé A, B:

323 = 6434435,
21 = 3A+4 3B,
7 = A+ B.
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9. Hlavni véta o symetrickych polynomech a jeji uZitf

Jeli A = 2, je nutné B = 5. Proto plati

oloy = L( iz +2 T( ) g2 rs+ SZ( ).rixgxg.

923, Vyjadieme soucet g4 &tvitych mocnin tif proménnych 4,2, 3 jako polynom
v e'ernenta’rm'ch polyncmech

4y = 2(3) ot
je vyika vedouciho clenu (4,0,0). Mensi v§sky stejného stupné 4 jsou
(3,1,0) > (2,2,0) > (2,1,1).

Vedouef élen s viskou (4,0,0) miZeme ziskat pouze jako souéin Etyf elementdrnich
symetrickych polynomt ;. Proto poéitdme

S_‘(B 1+A\ (]x.r; +BL{3) im%-i—CL”ﬁh%

Uréime koeficienty A, B, C:

| A | Ze étyf ciniteld musime ve tiech piipadech vybrat z,,
ve zbylém ciniteli x,.

Celkem je (;) = 4 mozZnosti vybéru. A=4
B | Ve dvou ze &tyf ¢initeld musime vybrat z;, ve zbyvajicich 2.
Celkem je (;) = 6 moznost{ vybéru. B=6

C | Ve dvou ze ¢tyf Ciniteld musime vybrat z;,
v jednom ze zbjvajicich €initeld x,.

Celkem je (;) G) = 12 moznosti vybéru. C =12

L
Plati tedy

o} = Z( ) 4 42 Ties + bZ( )xlxz + 122(3) zlzqzs.
Odtud plyne
5 = Y\m
= T‘( )5‘71 bZ() 2p2 12 ()xf.rga:a

Déle vyjadiime pomoc{ elementarnich symetrickych polynomi jednoduchy symetricky
polynom s nejblizsi mensi vskou, tJ. polynom ) z3z,. Vedouci &len tohoto polynomu
je také vedoucim ¢lenem souéinu o}y a pro vhodnd D, E bude platit

aioy = Zm iz, + D E(a) zizs + BZ(G) riryzs.

Koeficient D uréime tabulkou moznosti:
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9,2. RESENE PRIKLADY

E ENEREN

T | T2 | T1L2

1. 4
2. T2 | T1 | T1T2

Pro.to
D=2

Podobné uréime koeficient E:

le:chs ” o1 i 3\ i ) i

1. I | Ty | ToT3
Ty | &2 | T1T3
Ty | T3 | T122

Ty | Ty | T1T3

ol

T3 | T1 | T1T2

Proto
E =5

Plati tedy

oloy = Z(a) T3z, + 2 Zm zizi +5 Z(a) TiT,Ts,
odkud

Z(a) 3Ty = ol — Z( ) ol —~ Z T2 2,73,

Dosazenim do vyrazu 151:0 s, dostavame
= (3) (3)
3 = —4 0102—22 1172—52 271:52:5'3 -
- GZ s':f:vg - 122 :rf:rgxs.
Tedy
sy =0l —doloy +2 Z(a) zizs +38 Z(s) T]TyT;.

Dale vyjéadifme obdobné dalsi jednoduchy symetricky polynom ¥(¥ z2z2. Ten ziejmé
ziskdme soucinem 3. Tedy

o} = Z( iz 2+Fz()$1$2$3.

Uréime F. Ziejmé z obou ¢initell je tfeba vidy vybrat neuréitou x;. Neurcitou z, musime
vybrat z jednoho cinitele. Mdme tedy dvé moznosti vibéru, proto

F=2
Plat{ tedy
Z( ) 2222 4 22(3) Ti2,25.
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9. Hlavni véta o symetrickych polynomech a jeji uzitf

Odtud

(3 32 2 2 (3) 5
E T =0y —2 E TiT2T3.
Dosazen{m do vyirazu pro s, dostdvdme

2

3, = o} —40%0,+2 (0;" - 22(3) .rf:c;a:g) +3 Z(a) T3TT; =
= of—40i0, + 202 + 4 2(3) T2Ty75.

Koneéné jednoduchy symetricky polynom Y®) z2z,z; je piimo soucinem elementér-
nich symetrickych polynomi o, a ¢3. Celkem tedy plati

34 = 0] — 40707 + 205 + 40,03
9,2.4. Vyjédieme soucin o}o3s4 ve Etyfech neurcitych pomoci elementarnich symetrickych

polynomi.
Reseni. Pii fesen{ tohoto piikladu je vfhodné vyuzit Newtonovy formule:

H = oy,

S = 3100 — 20, = O'f — 20,,

33 = 8200 — 81094 303 = 013 — 30102 + 303,
$4 = 8301 — 8,03+ 8103 — 4oy =

= 0'1(0']:_‘ - 30'10'3 + 30’3) - 0'2(0'% - 20'2) + 0’1?'3 - 40’4 =

4 2 2
0y — tojo2 + 40103 + 205 — 4oy.

Il

Potom uz snadno vypodteme dany souéin:

oioy(o} — 40302 + 40103 + 207 — doy) =

6 4 42 2 2
= 0103 — 4010203 + 40103 + 20} 030, — 403030,4.

9,2.5. Vyjddieme soucin s3s, ve tfech neuréitych pomoci elementirnich symetrickych
polynomi.
Reseni. Pii fesenf tohoto pifkladu opét vyuzijeme Newtonovy formule:

51 = 0y,
3 = 8101— 209 = 0‘3 — 20y,
83 = 48901 — %02+ 30‘3 =

= 01(0'1" - 20’2) — 0102 + 303 =

= a:f — 30103 + 303;.
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9,2. RESENE PRIKLADY

Nakonec roznésobime souéin:
(03 = 30102 + 303)(03 — 30103 + 303)(0] — 203) =
= 0% — 80¥0, + 600y + 21003 +

—30030,03 + 36010303 + 90107 — 180303 — 180} 0;.

9,2.6. Vyjadieme souéin (¥ z3z;)s3 pomoci ementarnich symetrickjch polynomi.
Reseni. Nejprve vyjadiime s3 pomocf Newtonovych formul:

k=08 =P =14+1+1=3
k=1{|s1—o1=0=>8=0

k=2 52—5101+203=0=§‘53=Gf—202

=3 83 — 3201 + 8,02 — 303 =0 => 33 = 0} — 3010, + 303

Jednoduchy symetricky polynom ¥ 23z, vyjadiime pomoci hlavni véty o symet-
rickych polynomech (véta 9,1.3):.
® o 3) (3
Z 3z, = olop— JZ xf.:vg - 52 xfxgz:a,
3 3
z( )zimg = 01— 22( ) T3T27;,
3
Z( ) :r:f:x:g:r:;; = 0103
Odtud dostiviame
3
Z'( ):rg:r:z = cr;"og - 202 — 0103,
Z obou mezivysledki vypoéteme souéin a ten vyjadiime v norrdlnim tvaru:
(030g — 202 — 0103)(0} — 30103 + 303) =

= 030y — 003 — 50305 + 6010203 + 60105 — 30103 — 60303,

9,2.7. Vypoctéme hodnotu diskriminantu D; z definice a vyjddieme D; pomoci jednodu-
chych 1 elementarnich symetrickych polynomi.
Reseni.
(21— ar:g)2 = xf + I3 =251, =
2 2
= Z( )xf —22( ).1:13:2.

Vyjédiime-li jednoduchy symetricky polynom ¥(*) 22 pomoci elementérnich symetrickych
polynomi (napi. pomoci Newtonovych formuli), dostaneme

Dg(ﬂ?i, '7"2)

i

=322 =02~ 20,
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9. Hlavni véta o symetrickych polynomech a jeji uZiti

Odtud plyne

Doz, 22) = af — 405.

9.3. CVICENI

9,3.1. Vyjidiete pomoci elementdrnich symetrickych polynomi n neuréitych nad oborem
integrity Z polynomy:

a) T 2222 b) O zlz,, ¢) O ziay; d) =0 23,

e) £M 2o, 0 TWairzs;  g) TWaieaey;  h) T afelel;

i) T®) 2leelz,; §) 0O 2dedelzy; k) DO orlzizy; 1) O elodcle,.

9,3.2. Vyjadiete pomoci elementdrnich symetrickych polynomi n neuréitych nad oborem
integrity Z polynomy:

a) s =SWaly b)ss=TWad o) s =TWal;  d) g5 =W}

e 5,820 =4, f) s233,n = 4 g) 819285, n =+4; h) slsgn =4

i)olss,n=3 J)owosdn=4 k)oossin=3 1)olsdn=4

9,3.3. Vyjadiete pomoc{ elementarnich symetrickych polynomi hodnotu diskriminantu

D3 nad oborem komplexnich cisel.

9,3.4. Pomoci hlavni véty o symetrickych polynomech 9,1.3 dokazie pla‘nost Newtonovych
formuli pro £ < n a pro k > n.

9,3.5. Pomoc{ véty o souinu determinantl pouzité na souéin Van der Mondovych de-
terminantd dokazte, ze pro diskriminant v n neuréitych nad libovolnym oborem integrity
plati

30, S, +-+y Sna1

a1, 82, .-y In
D, =

$a-1, 3ny ...y S22

9.4. VYSLEDKY CVICENI]

1. a) 02 — 20y03; b) olo; — 0105 — 203; <) ¢i0y — 30102 — olo; + 50305,

d) 03 — 3010303 + 303; €) 0102 — 20103 — 0,03 — 50,04; {) 0103 — 4oy

g) 0loy — 20503 — 0104, h) 02 — 20304 1) 0,030, — 30,0305 — 402 + 6030y,

i) 020304 — 30305 — 3010} + 4010305 + T040%; k) 0204 — 4010%;

1) 01020304 — 301030y — 30i0} + dolaz05 — 30k + 40207 + 5oz0305 — 230,
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2. a) o} = 203; b) 0} — 30103 + 303; ¢) o} — 4030, + 40105 + 203 — 40y

d) 0¥ — 50303 + 50102 + 50305 — 50104 — 50303; €) 0} — 4ojoz + 40,03,

f) o7 — 7080, + 160303 — 120103 + 30}03 — 12010305 + 120305;

g) 0% — 5aio, + 30203 + 60202 — 6010203; h) 0} — 8070, + 40j0; + 220703 — 4010 —
16030205 — 240203 + 1602050, + 16010305 + 803 — 160304; i) 003 — 30103 + 30305;
i) o%ay — 40302 + 40103; k) o]0 + 903alos + 90103 — 6070205 — 18020403 + 60t0d;
1) 6802 — 6010302 + 12020303 — 80303

3. 020% — 40303 — 403 + 18010203 — 2703,

5. N4vod. Vypoététe soucin determinanti V,V,T:

2 n—1
1, 1, ..., 1111, &, ¢ ..., &1
2 n-1
¥, T3, ..., o fll, T2 3 ..., ¥
2 2 2 2 n-1
Ty, T3, ) z; || 1, &3, 3 ..., T3
n-1 n-1 -1 2 -1
ot 2T, L., Th 1, z,, & ..., z,
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10. Vyuziti symetrickych polynomu
u algebraickych rovnic jedné nezname

10.1. ZAKLADNI POJMY

10,1.1. Definice. Bud f(z) = box* + ... +bg_1z + by libovolny polynom jedné neurcité
nad télesem T. Algebraickou rovnici jedné neznamé z stupné k (nad télesem T ) rozumime
kazdou rovnici

bor* + ...+ bg_1z + b =0, (1)

Je-li T' nadtéleso télesa T, potom fesenim (resp. koienem) rovnice (1) v télese T'
rozumime kazdy koten a € T polynomu f.

10,1.2. Disledek. Algebraickd rovnice jedné nezndmé stupné k nad télesem T md nejvyse
k redend.

10,1.3. Véta (o kotenovych vgtazich). Bud'te k € N, a1,02, ..., 7% elementdray symel-

rické polynomy v k neurcitych nad oborem integrity I a necht’ polynom fly) = y* +
oy 4.yt a2 Iy mdv nadtélese T oboru integrity I pravé k kovend

ay,Qy, ..., ax. Potom v T plati tyto rovnosts:
ol(ah g, -"JC“’) = — a1,
0‘2(&1,02,_ "')ak) = az;
ox(an, az, ..., Qk) = — ag;
_ k
0}(01,0’2, ...,O:g) = (—‘1) ag-

10,1.4. Poznimka. Bud' n € N, necht' f € Is[ay, @2, ..., %a) J€ symetrickj polynom
agly)=y"+.. +tay" +. Ftaay+ta€ I[y) polynom jedné neurcité, ktery ma
v néjakém kofenovém nadtélese T kofeny oy, a2, - ., On- Potom hodnota f(ay, az, ..., %)
z T je dokonce prvkem oboru integrity [ a 1ze ji uréit pomocf véty 9,1.3 (hlavni véta o sym-
terickjch polynomech) a véty 10,1.3 i bez znalosti prvki ap, g, ..., @, a télesa T,

10,1.5. Definice. Bud’ n € N, bud f@) =y +ay"t+.. . +aaytan € I[y] poly-
nom jedné ncuréité, kterf ma v néjakém rozkladovém nadtélese T kofeny aq, &2, --.,Qn-
Diskriminantem polynomu f rozumime prvek Da(an, a2, ..., as) 2z oboru integrity I,
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10,2. RESENE PRIKLADY

ktery vznikne dosazenim koiend oy, a3, ...,an za neuréité ,z;, ...,z do diskrimi-
nantu D, v neuréitych z,,,, ..., z,.

10,1.6. Poznimka. Vzhledem k tomu, Ze D, je symetricky polynom, nezéleif na tom,
v jakém poiadi kofeny za neuréité dosazujeme.

10,1.7. Véta. Polynom f(y) = ¥" + a19" ' + ... + Ga_1y + Gn € I[y] stupnén > 1 md
vicendsobné kofeny, prdvé kdyz

Du(ay,ay, ...,a,) = 0.

10,1.8. Poznadmka. Podle hlavnf vély o symetrickych polynomech (véta 9,1.3) lze symet-
ricky polynom D, vyjddiit pomoc{ elementarnfch symetrickjch polynomd. Existuje tedy

polynom F' € I{z1, 23, ..., 2,] takovy, Ze po dosazenf 0 za z; pro 1 < j < n plati:
Du(z1, @2, .. 20) = F(oy(1, 22, ... g, 03(21, T3y -, Ty), oy On(Z1, 22, ., )

Proto diskriminant Dn(aq, aa, ...,a,) polynomu f lze vypoéitat ze vztahu

Dy(en, az, ..y ap) = Floy(ay, az, ..., ap),02(aq, as, ey Qn)y oo, Op(Qy, 0, -, ap))

i bez znalosti prvki oy, 0, ..., a, a télesa T (viz vétu 10,1.3).

10,2. RESENE PRIKLADY

10,2.1. Je dan polynom z° + 7z — 2 jedné neuréité r nad oborem integrity Z. Uréeme bez
piimého vypoctu kofend tohoto polynomu soucet tietich mocnin téchto kofeni.

Reseni. Polynom z+7r—2je stupné 3, proto m4 tii kofeny. Vyjadiime nejprve soucet
33 tretich mocnin ve tiech neuréitych z,, 3, r3 nad Z pomoc{ elementérnich symetrickych
polynomi (nejlépe pomoci Newtonovych formuli - viz 9,1.5):

83 = 0:1, - 30102 + 3o;.

Z kofenovych vztahid (viz vétu 10,1.3) plyne

al(alﬁ Qz, “a) = -0 = 0)
02((11,0‘3, 0’3) = 7,
o3(ay, a3, 03) = —(=2) =2

Odtud jiz po dosazen{ dostdvame

33(&1, ag, 03) =0°-3.0.7 +3.2=6.
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10. Vyuziti symetrickych polynomi u algebraickych rovnic jedné nezndmé

Souget tietich mocnin kofeni daného polynomu je tedy 6.

10,2.2. Je dén polynom y? + (1+ 2i)y + (3 — 41) jedné neuréité y nad télesem komplexnich
¢isel C. Uréeme diskriminant tohoto polynomu a rozhodnéme, zda polynom méa nasobné
kofeny.

Resenf. Polynom je stupné 2, proto hleddme diskriminant D,. Plat{

50, N1
' =235 — 53 = 2(0} = 203) — 02 = 07 - doy.

3, 42
Z kofenovych vztahi plyne (kofeny oznadime ay, az)
ai{ay, az) = —(1 4 2i), ox(ay, az) = 3 — 4i.
Odtud dostdvame
Dy(aq, az) = (1 + 2i)* — 4(3 — 4i) = —15 + 20i.
Protoie Dy(ay, az) # 0, mé polynom pouze jednoduché koieny.

10,2.3. Je dén polynom f(z) = 2z* — 42? + 3z + 5. Naleznéme polynom g, jehoz koieny
jsou dvojndsobky kofeni polynomu f.
Resen{. Polynom f upravime do normovaného tvaru F

Fr) — 3.5
fla)=a" -2+ 30 + 3.

Z kofenovych vztaht plyne

ai(ay, a, a3,04) = 0,
ox(ay, az, 03, 04) = =2,
3
o3, oz, 03, 04) = — o
5
0'4(01, gz, (g, ai) = 5

Oznaéme f4, P2, B3, B4 kofeny polynomu g. Pak plati
Bj=2a;,1<j <4
Proto

01(B1) B2, B3, Bs) = B+ B+ Pa+ Bu =201 + 203 + 205 + 204 =
20'1((]1,&2,(13104) = 0,

Bzt BB+ ...+ B3 = 2a1.2a2 + 200203 + ... + 2a3.2a4 =

o2(b1, B2, B3, Bs)

n
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10,2. RESENE PRIKLADY

= Yo+ ooz + ...+ azaq) = 4oa(ay, az, a3, a4) = 4.(=2) = -3,
93(B, 82,83, 81) = Bifabs + BiBabu+ ... + B2fafy =

= 3(maza; + 100y + ...+ aazey) = 8o3(ay, az, a3, a4) =

= 8.(—%) = -12,
Ui(ﬁhﬁz,ﬁaaﬁa) = BifaPafy =

. 3
= 16moazogay = 1604(ay, oy, a3, a4) = 16. > = 40.
Pro hledany polynom g(z) = z* + b,2° + by2? + byz + b, plati

b = —o1(B1, B2, 85, 81) = =0 = 0, by = a3( B, f2, Bs, B4) = =8,
by = 03(B1, Ba, B3, Bs) = —(—12) = 12, b, = o4(P1, B2, B3, B4) = 40.
Proto
g(z) = z* — 827 + 12z + 40.

10,2.4. Je ddn polynom f(z) = z° + 222 — 3. Naleznéme polynom g, jehoi koteny jsou
rovny kofenim polynomu f zvétsenym o 2.

Reseni, Oznacéme @, g, a3 kofeny daného polynomu f, By, 8;, 3 kofeny hledaného
polynomu g. Plat{ '

Gl(alaa31a3) = _2)
0’2(0!1. Qy, aa) = 0,
a3(ay, ag, az) = 3

Proto

01(B1,82,83) = Pi+fatfa= 2+a)+(2+a)+(2+a3) =
6+ o1(ar, az,a3) =6 -2 =4,
92(B1,82,83) = P12+ PrBs + Bafs =
= 2+ a)2+ )+ (2+ a)(2+4 a3) +(2+ az)(2 + a3) = 4,
03(f1,82,83) = BuBafs =
= 24+ a )24+ a)(24 a3) =3

Hledany polynom je tedy
g(z) = 2° — 42% + 4z — 3.

10,2.5. Je dén polynom f(z) = 2° + 2 + ¢ + 1. Naleznéiae polynom g, jehoz kofeny jsou
rovny druhym mocnindm kotfend polynomu f.
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10. Vyuzitf symetrickych polynomi u algebraickych rovnic jedné nezndmé

Resgeni. Necht’ g(z) = 2® +b,2? + by + b, @y, @, a3 jsou koieny polynomu f, B, B2, Ba
koteny polynomu g. Plat{

o1(ay, az,03) = —1,05( 0y, @3, @3) = 1, 03(ay, @3, 03) = —1.
Koteny By, B2, 33 jsou vazény vatahy 8, = of, B; = o}, §3 = a2 Proto
o1(P1, B2, B3) = o + a3 + @] = 83(en, @3, ).
Vime viak, ze s, = o — 20,. Proto plati
sy(ay, a9, 03) = (=1)? = 2.1 = —1.
Dale
02(B1, B2, B3) = 12 + Prfs + Pafs = ajaj + ajod + ajad.

Pomoci hlavni véty o symetrickych polynomech 9,1.3 uréime

() 2.2 _ 2 G) 2 2
Z T, = 05 — 22 T1ZyT3 = 05 — 2010;.

Proto
YV a2a? =17 - 2(=1)(=1) = ~1.
Tedy
by = o3(f1, B2, B3) = =1
Konecné ‘
95(B1, 2, B3) = B1Bafs = (cz0p)? = (1) = L.
Tedy

by = —o3(fy, B2, B3) = —1.

Odtud dostavdme, Ze hledany polynom g ma tvar
g(m)=33+zz~—x—-l.
10,2.6. Uréeme absolutni ¢len ¢ polynonw z® + 32? — 7z + ¢, jestlize vime, Ze jeden jeho

kofen je roven souétu ostatnich.
Reseni. Polozme a3 = a; + a;. Z kofenovych vztahi plyne

oo, a3,03) = =3 =a; + a3+ a3 = 2(a + a3),
oxar, az,03) = =7 = + ar{as + az) + az2(a1 + az) = af + a2 + 3aya3,
o3(ay, az,03) = —c=ma(a + az).
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10,3. CVICENT

Z uvedenych vztahd postupné dostdvime

ay + ay = ;-:—2,

a tedy ]
, 9
(01 + 02)2 = a% + a§ + 2oy = Z
Piitom soucasné md platit
CX% + ag + daa; = —-T7.

Dosazenim z piedchoziho vztahu dostivdme

9 + -
— + ajap = =7
4 142 ’
a tedy
o -28—9 =37
Qy = = .
142 1 n
Konetné a7 3 1
0’3(0’1,&'2, as) = 010.'2(01 + O(g) = —.(——) = —.
4 2 3
Absolutni ¢len je tedy
111
c = -
i)

10,2.7. Urceme koteny a koeficienty p, ¢ polynomu z°+ pz + g stupné 3, jestlize pro koteny

plati a; = 2a;, a3 = a?.

Reseni. Plat{
o1(a1, ag, a3) = a1 + 2o + af = ay(eq +3) = 0.

Proto

a; = 0 nebo a; = -3.
Dale vime, ze
P = a1og + a3 + a3 = 202 + af + 2a} = 2a} + 3a3.
Proay=0jep=0, pro ay = =3 je p = 2.9 + 3(—3)% = —63. Kone¢né
g = —aaa3 = (—ap)(2ay)ad = —2a].
Proto bud g =0, nebo ¢ = —2.81 = —162. Uloha m4 dvé ieseni:

maaa1=a3=a3=0,nebo m3—-63a:—162aal=——3,ag=-—-6,a3 =9.
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10. Vyuziti symetrickych polynomd u algebraickych rovnic jedné nezndmé
0,3. CVIC

10,3.1. Bez vipoétu kofend daného polynomu f € Z[x] stupné n uréeme hodnotu symet-
rického polynomu g € Zs{[1, €3, . .., &a], jestlize:

a) f(z) =2° + 327 + 5z — 7, g(21, 22, 73) = O 3y,

b) f(z) = z* — 22% 4 3z — 4, g(x1, T2, T3, 24) = TW ey,

C) f('r) =g° = 5z — 2, g(zls I2)£3) = 2(3) .Ti-’l’g;

d) f(z) = a* + 2° — 22 + 3, g(x1, T3, 73, 24) = SV ],

10,3.2. K danému polynomu f € Z[z] uréete polynom g € Z[z], je-li ddn vziah mez
kofeny polynomi f, g:

a) f(z) =2 -202 43,8 =0; +3,1<i <3

b) f(z) =22 -3z + 1,8 =30;,1 <1 <3

) flz)=32" -2 +20-5,6=1/a;,1 < i <3

D f(z)=a* -3 +287 -2+ 1,8 =20 +1,1 <1< 4
e) flg) =22 =522+ 3x - 7,0, =a?, 1 <i< 4
f)fz)=c* -2 +20+ 3,8 =1/a}, 1 <i < 4

10,3.3. Uréete nezndmy koeficient @ polynomu f, vite-li, Ze:
a) f(z) = 28 = 322 + 2z + @, a3 = 20, — ay;

b) f(z) =z® + 227 + az — 5, a1 + a2 = ag;

c) f(z) = 2% -5z +a,0; = 2ay;

d) f(z) =2+ az’ + 3z — 1,01 = az # a3.

10,3.4. Urcete diskriminant polynomu f a rozhodnéte, zda tento polynom mé vicendsobné
kofeny, jestlize: :

a) f(z)=97"-1227-11z-2; b) f(z)=2-3,1x+3;

¢) fle)=42"-162 +21z—-9; d) f(z)=2"+2z% + 535

e) f(z)=252° 8022 +69x—18; ) flze)=2"4+20-7;

g) flz)=20z"—-122?~3z+2; h) f(zg)=2"-3z>+6z -1
U polynomi, které maj{ vicendsobné kofeny, urcete nejvétsi spolecny délitel D(f, f)a
s jeho pomoc{ uréete oy, as, aa.
(Névod. Dy = 0202 — 40303 — 403 + 18010205 — 2743.)

10,3.5. Urcete konstanty a,b € R tak, aby pro kofeny polynomu f € Z[z] platilo
oy = ag, a3 = oy + 2, jestlize:

a) f(z) =2+ az + b;

b) f(z) =z° + az? + b.
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10,4. VYSLEDKY CVICENI

10,3.6. Urcete konstanty a,b € C tak, aby polynom z* + az? + br + 1 mel dva rizné
dvojndsobné kofeny.

10,4. VYSLEDKY CVICENI

3 " .
1. a) 0 iz, = 020y — 203 — 0103, g( @, a3, a3) = 16;
b) =¥ 23z; = 0105 — 303, g(en, @z, a3, 4) = 9,
c) S® sla2 = 02 — 20103, g, a3, a3) = 25;

d) E“)z% = 0] — 30192 + 303, g(a, a2, a3, ay) = — 16,
2. 2) 2% = 1127 4 39 — 42, b) 2% - Lz 4+ I, c) gt - 2pt g lp— g;
d) z* — 10z° 4 3227 — 46z 4 39; e) ot — 52 — 272 4 835 4 49, f Jat4 ft + R Lot L
3.a)a=0,0,=1,a,=0,03 = 2; b)a_-4 ayp = '”"/_‘ ‘1,,"21,0;,»:——1;

c) dvé mozné feseni a = 6(\/_)3 ay = f ay = 2y/3,03 = —3v 2, nebo
a= —6(\[')3 ap = —\/u az = =2 ,‘.,C.l:} = 3y/2; d) Névod. Z podminek o} + 2a1a; = 3
a ajaz = 1 miZeme ziskat rovnici o} — 3a; + 2 = 0, kterd ma celociselné resenf ay = 1
nebo a3 = —2; pro a1 =1 je a3 = 1, a tedy nejsou splnény podminky tlohy; pro
a1=—2jea3—-1- a—i—"‘

4. a) Dy(aq, a3, a3) = 0, tim lze ziskat ay = oy = =1, a5 = 2; b) Dy(ay, a3,03) # 0;

¢) Dy(ay, az,a3) = 0, tim lze ziskat o = a; = %,ua =1;d) Ds(ay, a,a3) # 0, ale
ay =0, atedy az = =1+ 21, a3 = —1 — 2i; €) D3(ay, a3, a3) = 0, tim lze ziskat

o =g = %,as =2 f) D3(ay, a2, a3) # 0; g) D3(en, az, a3) = 0, tim lze ziskat

ay=ay = 3,03 = —%; h) D3(01,02,G3) #0.

5.a)a=ay = —;,ag t,a=—%b==1b) dvé moznd fesenl:
ar=ay=0,a3=2a=-2b=0,neboa; =a,=-},a3=%,a=2b=-3

6. Oznacime-li koteny a, 3, potom o« = —f3 a nutné b = 0. Ddle o?4® = 1, odkud

a € {1,i,—1,-i}. Je-li a = %1, pak a = —=2. Je-li a = +i, pak a = 2.
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11. Obecny tvar algebraické rovnice, binomicka
rovnice, algebraické rovnice stupné 2, 3 a 4

11.1. ZAKLADNI POIMY

11,1.1. Definice. Necht’ T je téleso, T jeho nadtéleso (pifp. nadobor integrity), n € N.
Obecnou algebraickou rovnici (v jedné nezndmé z) nad télesem T rozumime kazdy zapis
tvaru ‘

f(z) = g(z), kde f,g € T[z]. (1)
Prvek a € T' nazveme feSenim této rovnice, jakmile v T plati rovnost
fla) = g(a).

Mnozinu vsech feseni rovnice (1) v 7' budeme znacit P.
Je-li f = g, nazyvdme (1) trividlni rovnici (ziejmé v tomto piipadé P = T'). Je-li
g =0a f polynom stupné n, pak rovnici )

fe)=0 (2)
nazyvame algebraickou rovnici stupné n (viz téz kap. 10).

11,1.2. Poznamka. Resit rovnici (1) vlastné znamena matematickou dlohu popsat (tak,
aby nemohlo dojit k nedorozuméni) véechny prvky mnoziny P. Pojem “feSeni rovnice”
je zde tedy chapdn jednak jako oznaéeni pro uréité prvky z T, jednak jako proces, jehoz
cilem je uréeni mnoZiny 'I’jiﬁ)’rm (srozumitelnym) zplisobem, napi. vyétem prvki nebo
vzorcem. Otdzka, kdy lze rovnici pokladat za vyiesenou, je proto jiz v samé podstateé
véci urcité dohody. Z tohoto hlediska pojmy “fesenf” a “vyfesen{” rovnice v sobé skrjvaji
uskali spravného m. todického piistupu.

11,1.3. Definice. B' d'te f, g,r, 5. € T[z]. Obecné algebraické rovnice f(z) = g(«x) ar(z) =
= #(z) nazveme ekvivalentnimi, jestlize se rovnaj{ jejich mnoziny fesen.

11,1.4. Veéta. Bud'te g # h dva polynomy z T[z] o necht’ k € T je libovolny nenulovy
pruvek. Potom pro kaidy polynom f = k(g — h) jsou rovnice

f(z) =0 a g(z) = h(z)

ekvivalentni.
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11. Obecny tvar algebraické rovnice, binomick4 rovnice, algebraické rovnice stupné 2, 3a4

11,1.5. Disledek. K libovolné (netrividlnf) obecné algebraické rovnici (1) lze pfiradit s nf
ekvivalentn{ algebraickou rovnici stupné n, ve které polynom f je normovany zapsany v
normdlnim tvaru.

11,1.6. Poznémka. Reseni algebraické rovnice f(z) = 0 je zdrovei kofenem polynomu
f € Tlz). Resit algebraickou rovnici f(z) = O proto znamend uréit vsechny kofeny
polynomu f.

11,1.7. Definice. Bud' k < n. Rekneme, Ze prvek a € T je k-ndsobnym fesenim rovnice
f(z) = 0 stupné n, jestlize  je k-ndsobnym kotenem polynomu f € T[z].

11,1.8. Véta. Bud' f € T[z] stupné n a T algebraicky uzaviené téleso. Oznacme P =
{a1, a3, ..., i} mnodinu viech fesend algebraické rovnice f(z) = 0. Jsou-liny,ny, ..., m
po fadé ndsobnosti kofentd ay, ay, ..., a4 polynomu f, pak plati.

111+n2+...+n* =n.
Pozndmka. V tomto piipadé ifkdme, ze P mé n prvkid oy, a3, ..., q; poéitanych s jejich

nasobnosti.

11,1.9. Definice. Necht' T je nadtéleso télesa T, necht' 0 # ¢ € T,n € N,n > 1. Rovnici
tvaru

" —c=0 (3)
nazyvame binomickou rovnici (stupné n) nad télesem T. Kazdé jeji feseni o € T"
nazyvéme n-tou odmocninou z ¢ v T' a pfseme a = {/c.

11,1.10. Umluva. V dalsim vykladu budeme uvazovat poyze piipad T = 7" = C a budeme
hovoiit krdtce o n-té odmocniné z c.

11,1.11. Definice. Necht' n € N. Pak n-tou odmocninou z jedné rozumime kazdé fesenf
binomické rovnice
" —-1=0

v télese C komplexnich &fsel. Primitivni n-tou odmocninou z jedné rozumime kazdou
n-tou odmocninu z jedné, kterd nenf fesenim 24dné jiné binomické rovnice zt—-1=0,
kde £ < n.

11,1.12. Véta, Necht’ € je libovolnd primitivai n-td odmocnina z jedné. Potom pruky
e,€2, ... " predstavuji pravé n navzdjem riznych Fesend binomicke rovnice

z" —-1=0.
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11,1. ZAKLADNI POIMY

11,1.13. Véta. Necht’ ¢ je libovolnd primitivai n-té odmocnina : jedné a necht’ a je
libovolnd n-td odmocnina z c. Potom komplezni &isla

a,ae,ae?, ..., ae"t

Jsou viechna navzdjem riznd fesend binomické rovnice " — ¢ = 0.

11,1.14. Pozndmka. Je-li komplexn{ ¢islo ¢ # 0 ddno v goniometrickém tvaru ¢ = r(cos ¢ +
1sin ), potom kazdé feseni a;,1 < k < n, binomické rovnice z* — ¢ = 0 je tvaru

2kx o + 2k
ag = {/F(cosf—%u—— + isin f—-':;l-—?r-) .

Primitivn{ n-tou odmocninou z jedné je kazdé &islo

2%r . 2kx
€ = COS —— 4 151n ,
n n

kde % je nesoudélné s n.

11,1.15. Definice. Bud' T téleso, n € N a necht’ b, ay, 03, ..., a, jsou prvky z T. Rekneme,

Ze prvek b lze raciondlné vyjédiit v T pomoci prvki ay,a;, ..., a,, jestlize b lze ziskat
Jako vysledek koneéného poétu télesovych operaci (tj. s¢itdni, odéitani, nasobeni a délenf
nenulovymi prvky) provadénych na prvky ay,a,, ..., a,.

11,1.16. Definice. Necht' f(z) = ¢" + a12""' + ... + an € C[z]. Rekneme, ze algebraicks
rovnice f(z) = 0 (v jedné nezndmé z) je algebraicky resitelnd, jestlize existuje koneéna
posloupnost binomickych rovnic

Yy -b = 0,
y’" - bﬂ = 0)
yru, - bg = 0
takovd, ze
e b lze raciondlné vyjddiit v C pomoc! prvki a,,a,, ...,a,;
¢ prokaidé 1 < j < k lze prvek b;4, raciondlné vyjadiit v C pomoci prvki a;, az, ..., an,
, bl)bﬂl abJr
o kazdé fesenfrovnice f(z) = 0 lze raciondlné vyjadiit v C pomoci prvki ay, ag, .. ., ay,

ale i vsech feseni binomickjch rovnic z této posloupnosti.
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11. Obecny tvar algebraické rovnice, binomickéd rovnice, algebraické rovnice stupné 2, Jad

Posloupnost binomickjch rovnic nazyvime fetézcem algebraické fesitelnosti algebraické
rovnice f(z) =0.

11,1.17. Disledek. Kaidd binomickd rovnice je v C algebraicky Fesitelnd.

11,1.18. Véta. Kasdd algebraickd rovnice stupné 1,2,3,4 je v C algebraicky Fesitelnd.

11,1.19. Véta. Mezi algebraickymi rovnicemi stupné aspoi 5 existugi takovd, které nejsou
algebraicky fesitelné.

11,1.20. Pozndmka. Pro algebraické rovnice stupné aspon 5 neexistuji (a ani nemohou
existovat) obecné platné vzorce pro vypocet kofenti. Piestoze kofeny nelze uréit vzorci,
Ize je uréit aspoii piibliznymi metodami. Algebraick4 fesitelnost nékterjch rovnic vyssich
stupiiii souvisi Gzce s problematikou grup a je propracovana v Galoisové teorii.

11,1.21. Véta (vzorec pro feseni kvadratické rovnice). Necht’ je ddna kvadratickd rovnice
4+ pz +q =0, kde p,q € C. Potom kaidé Fefend ai, oz l€to rovnice je tvary

_ —P:h vV Dg
ay2 = '—'5"——‘,

kde Dy(ay,az) = p* — 4q a VD3 je libovolnd druhd odmocnina z komplexniho éisla
Da(ay, a3). :

11,1.22. Véta (vzorec pro fesenf kubické rovnice - Cardanovy formule). Necht' je ddna
kubickd rounice z° + pzr+q =0, kde p,q € C. Je-li ¢ libovolnd primitivnd tietd odmocning
zjedné a D3 = ~4p® — 27¢* diskriminat této rovnice, potom md rovnice refens oy, Qa, O3
tvaru

3 q 1 3 q 1
= J-94 X ap,+ -2 - —\/-3D,,
1 \f?+18 3 al"'\[2 13 3

) 94 1 23 4 1
EJ—E-FR“ —3D3+€\/—§—1§ —-3D;,

T R of 9 _ 1 /”
-3+ 5 3D3+5\[2 V/—3Ds.

11,1.23. Pozndmka. Substitucf

I

(2]

ag

lze obecnou kubickou rovnici
3 2
4oz’ +aztaz=0
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11,2. RESENE PRIKLADY

pievést na tvar
ya +py+g=0.

11,2. RESENE PRIKLADY

11,2.1. V oboru C naleznéme viechna fesenf rovnice
(z+2)°=(z-3)"
Regeni. Obecnou rovnici upravime na slgebraickou rovnici stupné n < 3:

£ 6z +120 438 z° — 92? 4 27z - 27,
152 ~ 152 4+35 = O,
32’ —3r+7 = 0.

Reseni posledn{ kvadratické rovnice uréfme pomocf vzorce:

3+v9-84 1 5. -
=-——:-l-:—-—-6——-—--—~=;:i:al\/§.

12

11,2.2. Pievedenim na binomickou rovnici naleznéme v oboru C vsechna fesen{ kvadrat-
ické rovnice

2 +224+1)r+(1+2i)=0.
Reseni. Rovnici upravime doplnénim na E:lruhou mochninu souétu:
2 +22+2)c+(2+1)P° —(3+41)+1421=0,
t.
[z + @+ - (2+2) =0
Substituci y = z + (2 + 1) pievedeme tuto rovnici na binomickou rovnici stupné 2
¥y —(2+2i) =0

Jestlize éislo 2 + 2i zapi3eme v goniometrickém tvaru, dostaneme

yz—\/2_3(cos£+isin£) =0.

4
Odtud
h = Vg(cosi+isin£),
8 3
X 3 .. 3
Yo = \‘/g(cos?w+1sm%),
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11. Obecny tvar algebraické rovnice, binomickd rovnice, algebraické rovnice stupné 2, 3 a 4

a tedy pro fesenf £, z2 dané rovnice plati

$1=y1—(2+i),rg=yg—(2+i).

11,2.3. Uréeme primitivni a) d:uhe odmocniny z jedné; b) tieti odmocniny z jedné.
Regenf. a.) Binomicka rovnice z — 1 = 0 m4 pouze dvé fesenf 1,—1. Cfslo 1 v3ak

vyhovuje i rovnici z* — 1 = 0. Proto primitivn{ druhd odmocnina z jedné je jen &islo —1.
b) Binomick4 rovnice z° — 1 = 0 m4 celkem tfi fesenf '

Iy, = 1,

2 2 1 3
T = (:os‘>-5"'f’—+1sm?’T ——2-+1%,
r; = cosi{r—i-isin ar _ 1 i\/i
° T 3 3 2 2

Cisla -1 + i%s— a-1- ilzé jsou obé primitivn{ tieti odmocniny 2z jedné.
11,2.4. Uréeme viechna fesen{ kubické rovnice
@ —2z+3=0.

Resen{. Plat{ '
- Dy(ay, ,a5) = —4.(=2)° - 27.32 = —211.

Podle Cardanovych formuli je

T, = \7-—%+—~\/63 +\/———L 533 =

¥/—0,1022505 + /~2,8977495 = —1,8932892,

1 3\ .3 1 1 3\, 3 1
i) Y2 S VEBE 4 [z i) s - — V633 =
(2‘“2) 2"'13 +(2.,’2) 2 Ve
1.3 1
—5% +1‘/; [‘/ \/63 5713 633

1 . [3
T3 = —;o—i —[\/-——+—\/ \/ 2 - —633].

I-

T2

2 2

Pii pfiblizném numerickém vypoctu lze psat

T, = —1,8932892,
23 =  0,0466446 + 0,82970343 i,
£, =  0,0466446 — 0,829703431.
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11,2. RESENE PRIKLADY

11,2.5. Naleznéme vsechna iesenf kubické rovnice

128
34222 -3 — = 0.
x4+ 2z z+27

Resen{. Rovnici upravime substituci z = y—3%

(3 263 2(5-2) 4=

4 8 4 4
=y =2 + Sy - — P syt =) - =
Y y +3y 27+2(y 3y+9) Jy+24+4

o3 2

Pro vypocet koienl ay, az, az rovnice y® — By + Z = 0 pouzijeme Cardanovy formule.
V nasem pifpadé p = —13—3, g= %2- Proto

' 3 o 2
—4p® - 27¢% = —4 (-533) -27 (:;) =

Dy(ay, a3, a3)

_ —30.416
- 27
_ 11 1 30416 4 11 1 30416
o= 3 TV 9 3 Y o T
= —2662,
B 1+i\/§ 11, 1 [30.416
S 3 T3V o
(-l V3\J 111 [30416 .
2 2 3 18 9

= 0,9310 + 0,9907i,

- (L3 111 /30416
BEATETS 3TV o

1 v3 11 1 {304
+ _._+1£ —_—— - —— ....__E__—'-
2 2 3 13 9

= 0,9310 - 0,99071i.

Koieny 2,23, 23 dostaneme substituci ¢ = y — % Pii vypoctu na étyii desetinnd mista
je

T = —3,3286,

£ = —0,2871 +0,9907i,

z3 = —0,2871 — 0,9907i.
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11. Obecny tvar algebraické rovnice, binomick4 rovnice, algebraické rovnice stupné 2, 3 a 4

11,2.6. V oboru C naleznéme vsechna feseni binomické rovnice
zf - 16 = 0.

Reseni. K nalezenf viech fedeni staci znét jednu z sestjch odmocnin ze 16 a primitivn{
Sestou odmocninu z jedné. Platf:

Vi6 = (24)¢ =2t = V.
Sesté odmocniny z jedné nalezneme pomoci vyjadienf v goniometrickém tvaru:

"y =cos 60° +1i sin 60° = %+i32§,
yz=cos 120° +i sin 120°= -1 +i¥3
ya=cos 180°+1i sin 180°= -1,
y4=cos 240°+i sin 240°=—7 — i3,
ys=cos 300°+1 sin 300°=
yg =cos 360° 41 sin 360° =

Piitom primitivni Sesté odmocniny z jedné jsou pouze &fsla #,y,. Pro feseni zadané
binomické rovnice tedy plati

ﬂ'l"\/éw;

Iy = ) 1 2
Vi V3Vi
Ty = ——':)'-"'}-1 5
I3 = —14,
_ _Vi_ A
Ty = -—2 1 5 )
Vi . V/3Va
I S

Tg = ﬁ

11.3. CVICEN{

11,3.1. V oboru C naleznéte viechna fesen{ algebraickych rovnic:
a) (z—1)° = (z +3)%

b) (22— 1)* = (2z + 3)(2z + 1)

) (z+1P+(z—-2P =(c+2f +(z - 1)

d) (z+ 1Yz —-2)(z 4+ 3) =(z — 1)}z + 2)(z - 3).
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11,3. CVICENI

11,3.2. V oboru C naleznéte viechna feseni kvadratickych rovnic s komplexnimi koefi-
cienty:

a) 22 — (2 + 4i)x + (=3 +41) = 0;

b)z? —(3+2)z +(5+51)=0;

¢) ¥ +5-121=0;

d) 22 +1+2ivV6 =0

e) rl4+iz+1=0;

f) —-z+1=0.

11,3.3. Pomoci Cardanovych formuli urcete viechna fedeni kubické rovnice v oboru C,
jestlize:

a)z® -5z +4=0;

b)2? -3z +4=0

¢) ° — 5z — 2 =0,

d)z* -6z +5=0;

e) 2’ —2+21=0

f) 2 —12-51=0.

11,3.4. V oboru C naleznéte vsechna feseni binomickych rovnic:

a)r®—1=0; b) 28 —1=0;
)z’ —1=0 d)z*-1=0;
ey’ —1=0 N —1=0

g) 5 —1024 =0; h)2z®—-729=0;
)zT+128=0; j)z*+625=0
k)z'—343=0; 1)z +32=0

11,3.5. Naleznéte vsechna feseni kubické rovnice v oboru C, jestlize vite, ze lze uréit
aspon jedno feseni:

a)z’ + 68 -3c—4=0;

b) P +4z2+524+2=0;

c)a® +6z2 +6z4+1=0;

d)2z° -5z + 55 -2 =0;

e)d+207 +3z4+2=0;

N+ +rz+1=0;

g -zt -224+2=0;

h) z® - 527 +3z+1=0.

11,3.6. V oboru C naleznéte feseni kubické rovnice pomoci Cardanovych formuli, jestlize:
a) P4+ (1+1)z+(2-1)=0;
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11. Obecny tvar algebraické rovnice, binomickd rovnice, algebraické rovnice stupné 2, 3 a 4

b)z* +(2+3i)c+(-5+1)=0
)z +(1—-2)z+(1+2)=0;
) +(2-)z+(3-2)=0;
ez +(1+i)z+(1—-i)=0
) +(2-i)e+(1+2i)=0.

11.4. VYSLEDKY CVICEN]

Layze=-1283,b) g, = c) g1, = :i:'l\/—%-; d) 712 = V3.

2. a) 3y, =142

b) 21, = M ; protoze —15 — 8i = 17(cos 208° +1 sin 208°), je
V-15-81=4 1231( 0,2419 + 0,9703); piiblizné hodnoty:

Iy = 1,999 — 1,000, z; = 1,001 4 3,000i; zkouskou se mizete piesvédcit, Ze
T=2-1,1,=1+43j

¢) 712 = £v/=5 + 12i; protoze —5 + 12i = 13(cos 112°36' + isin 112°36'), je
/=5 +.121 = 1,999 + 3i; skuteénd hodnota: z; = 2 + 3i,z3 = =2 = 3j;

d) 712 = £y/=1 = 2iv/6 = %/5(cos 258,3° + isin 258,3°) = £(~1,4142 + 1,732i);
piesnd hodnota: z; = -2 +iV3, 2, = V2 - i\/i;'

e) 1y = (112 5) i; ‘

) z2= ——*—‘“——T—' kde 1 — 4i = +/17(cos 76° —sin 76°).

3. Uvidime pouze prvnf feseni odle Cardanovych formuli.
a) & = —2+12° \/ V3% Dy =68

b) z, = ’” D,-, = —324;
c) z; = \’/ 1+ E”‘ + \/1 Er; , Dy = 392
d) T = E \/ "/“_7 , D3 = 189; e) jde o binomickou rovnici

g’ = \/_(cos 315°+1 sin 315°), proto @, = v/8(cos 105° +1 sin 105°); f) jde
o binomickou rovnici £° = 13(cos 85,6° +1 sin 85,6°), proto
z, = V13(cos 28,5° +1 sin 28,5°).
4, a,):l:j,.-cos —+1sm 3" kE{l 2,3,4,5};
b)l‘{—l&";——1334“"m—$ Mc)x;—cos 4 isin mI<k<T
dyzy =12, =-1,83=1,%4 = —i, T56 = ‘/_:1:1 z-;s —£i1£
e) 7y = cos 2k 4isin 2k, 1 <k < 9; 1) protoze (z° - 1)(z° + 1) = 71 — 1, mizete
hledat feseni jako feseni dvou rovnic nizsfho stupné,
oy =cos 2% L isin 2% 1<k <10; g) &) = 4(cos I +isin B 1<k<S
h) z; = 3(cos ZX 4+ isin ZH), 1 <k < 6;i) m = (- —2)(cos Zt +isin ZE), 1< k< T
Dz =(- \/-(cosiﬂ+1sm?—’—‘),1 < k < 8; k) z = (V/7)(cos 2% +|sm’—"-'-) 1<k<09.

5. a.) n=1z3= -—ﬂ?c, b) ri=-1,r,=-2,z3=~-1, C) nn=-123= :—tﬁ
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d)zl—lz“:-i—ﬂ e}z =~1,29;3 = =1y /T. i) 3= =1,223 = i
)31-—11‘23—:&\/_ h)zl—lz”— —2:!:\/-.

6. Uvddfme pouze fesenf x, (bez daliich liprav .
a) Ds = =73+ 100i, 21 = /-3 + L /219 — 3001 + /=5 — - V219 = 3005;
b)Ds=—464+234i,31=m+{/§.ﬂ_% = .

¢) D3 =125 - 116i,2, = /- LF H/-TD@-(/W;

d) Dy = 143+ 368i,21 = 3/=HZ + LJ/=3D;, + J=fE — 1 /=Dy,

e) D3 =8+ 46i,z, = \/—+—1—%—T m,

f) Dy =73-64i,2, = /121 4 L %V=3D; + J-8E _L/=3p,
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12. Algebraicka resSitelnost
nékterych specidlnich typu rovnic v C

12,1. ZAKLADNI POIMY

[ISniieni stupné algebraické rovnice pomoci soucinu polynomt'l]

12,1.1. Véta. Bud’ ddna algebraickd rovnice f(z) = 0 v oboru C a necht’ v C[z] plat
f = gh. Jsou-li rovnice g(z) = O,h(z) = O algebraicky fesitelné s mnoZinami feseni
Py, P2, potom Fesenimi rovnice f(x) = 0 jsou prdvé vsechny pruky mnoiiny Py U P;.

12,1.2. Pozndmka Véta 12,1.1 ned4dvd (a ani nemize dévat) obecny ndvod k feseni
algebraické rovnice. Lze ji pouzit pouze tehdy, kdyz se podaii odhalit zpusob, jak
polynom f vhodné upravit do tvaru souéinu dvou & vice polynomid. To by se mélo
odrézet i ve formulaci dloh na feseni rovnic touto metodou. Zvlastnim piipadem je tzv.
odstranén{ zndmého koiene a polynomu f v jeho nésobnosti k. V tomto piipadeé lze psit
f(z) = (¢ — a)*g(z). V praxi to znamend “uhodnout” néjaky kofen polynomu f (napt.
celo¢iselny nebo raciondlnf u polynomi ze Z[z]) a uréit polynom g.

IB. Snizen{ stupné algebraické rovnice substituci typu y = 2" l

12,1.3. Véta. Necht’ je ddna algebraickd rovnice typu
GiaZ™ + Gg(“_l):t‘("—l) +...4+az' +a9=0. (1)
a necht’ rovnice
OinY" + Gpa-)¥* '+ ...+ BT + a0 =0 (2)

je algebraicky Fesitelnd v C. Potom kaidé feseni a rounice (1) je fesenim néktere bs-
nomické rovnice .
‘ zk - p = 0’

kde B je vhodné fesent rovnice (2), a tedy (1) je algebraicky Fesitelnd.
12,1.4. Poznimka. Tvar rovnice (1) déva ihned ndvod, jak jejf feseni uréit — pomocf

substituce y = z* snfzit stupei rovnice. Nejjednodussim pifpadem jsou tzv. bikvadratické
rovnice

z' +p2® +¢=0,
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12,1. ZAKLADNI POIMY
kde p,q € R & C, se kterymi se setkdvame i ve stiedoskolské matematice. Stejné tai
nepiekvapi ani tzv. trikvadratickd rovnice typu
f+ps+9=0.
Umime-li fesit kubické rovnice, miZeme takto fesit i rovnice
2% +azt +b2® +¢ =0, resp. 2° +az® + bz’ +c =0,
kde a,b,c € R & C.

|C. Reciproké rovnice |

12,1.5. Definice. Polynom f € C[r] nazveme reciprokym, jestlize pro kazdy kofen a € C
je jeho kofenem i &islo 1/a.

12,1.6. Poznimka. Koteny reciprokého polynomu mohou byt také cisla 1,~1, pro kterd
je podminka o pievricené hodnoté automaticky splnéna. Ostatni kofeny vystupujf ve
dvojicich a umoznujf snizit stupen reciproké rovnice.

12,1.7. Véta. V reciprokém polynomu f € Clz] tvary

f(z)=apz" + 12" '+ ... + ag-17 + G

plati bud’
(a.) Gg = 04p,01 =0p-1y -+, 3k = Qua-k, -
nebo
(b) @9 = —an,8, = —Gp_1, ..., 8 = —Gp_py --- -

Naopak polynom f, pro jeho koeficienty plati (a) nebo (b), je polynom reciproky.
12,1.8. Definice. Rovnici
oz + 41" 14+ ... 4 Ga_1T+ Ga =0,

ve které platf pro koeficienty vztahy (a) z véty 12,1.7 nazyvime kladné reciprokou rovanicl.
Plati-li pro koeficienty vztah (b} z véty 12,1.7, hovoiime o zdporné reciproke rovnici.

12,1.9. Véta. Zdporné reciprokd rovnice f(z) = 0 md vidy veseni 1. Je-li k ndsobnost
kofene 1 polynomu f a je-li
f(z) = (z = 1) g(2),

potom g(z) = 0 je kiadné reciprokd rovnice.
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12. Algebraick4 feditelnost nékterych specidlnich typi rovaic v C

12,1.10. Véta. Kaidd kladné reciprokd rovnice lichého stupné md vidy fesent —1,

12,1.11. Disledek. Kladné reciprokd rovnice, jejimz kofenem nenf éislo —1, je nutné
sudého stupné.

12,1.12. Véta. Kaidd reciprokd rovnice stupné n < 9 je algebraicky vesitelnd.

12,1.13. Poznédmka. Kladné reciproky polynom f stupné 2m < 8 zapideme pii feseni do
tvaru

=l s ) e (0 ) s (4 2) e

Substituce y = z 4+ 1/ umoziuje uréit viechna feseni, nebot' plati:

y =z+,
¥ =@+l =("+F)+2 >+ k=-2
P =@ +P =+ 5+ +zh) 2P+ E =3y

Analogicky lze vyjadiit rekurentné pomoci y, %, ..., 3y* dalsf vyrazy typu &* +1/&*. Sub-
stituce z + 1/« tak vlastné umoziuje snizit stupen na polovinu a pievést feseni reciproké
rovnice na fesen{ jiné algebraické rovnice stupné m < 4, kterd je algebraicky fesitelnd.

12,1.14. Disledek. Pfi fesenf reciprokych rovnic vyssich stupiilt nejprve uréime ndsobnost
kotend 1 a —1 a tyto kofeny odstranfme. K dalsimu sniZeni stupné mize piipadné
poslouzit odstranéni vicendsobnych kofeni. Algebraickou fesitelnost lze zaruéit pouze
tehdy, jestlize po snizeni stupné reciproké rovnice dostaneme rovnici nejvyse stupné 3.

12.2. RESENE PRIKLADY

12,2.1. V oboru C fedme rovnici
s+ +1=0.

Regeni. Rovnici lze fesit a) jako rovnici bikvadratickou, b) jako rovnici reciprokou.

a) Resenimi bikvadratické rovnice pro z = r?

2+z+1=0
jsou ¢isla

-1+iV3

12 = 3
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12,2. RESENE PRIKLADY

Resenimi pivodn{ rovnice jsou proto &isla

z —V—l+£iz = —}-——\/Ei
1,3 =< 2 ) y ¥34 7 2 2 .

Tyto virazy by bylo moiné jesté dile upravit tak, aby neobsahovaly druhou odmocninu
z komplexniho é&isla.

b) Resme zadanou rovnici jako reciprokou rovnici. Tento zpisob je v nasem piipadé
jednodussf a vjsledky dostaneme uz pifmo v algebraickém tvaru. Polozime-liy = z+1 /=,
je mozné rovnici upravit do tvaru

(y2—2)+1=0,

kterd mé dvé fedeni y, = 1,4 = —1. K nalezen{ fedeni pivodni rovnice stat{ fesit dvé
rovnice
1 1
r+-=laz+—-=-1,
z T

coz po tpravé vede na kvadratické rovnice
2 r? =
?-z+1=0az'+c+1=0.

Vsechna fesenf zadané rovnice proto jsou

1+iv3 1-iv3 _ -1+iV3 _-1-iV3
143 = Py 1B =0

2 T T 2

In =

12,2.2. V oboru C naleznéme viechna fesenf kvadratické rovnice s komplexnfmi koeficienty
2+ (2-6i)z+(142i)=0

Resen{. Lze postupovat dvéma zpisoby. a) Muzeme upravit rovaici pomoci substituce
y = z + (1 — 3i) a fesit binomickou rovnici pro y. b) Muzeme vyuift vzorec Z13 = '—'#,;‘@
pro iesenf kvadratické rovnice s tim, ze éfslo /D je fesenim binomické rovnice 22-D=0.
7 hlediska poéetn{ ndro¢nosti jsou oba postupy srovnatelné.

a) Postupné dostdvdme

o3+ 2(1 = 3i)z + (1 — 3i) = (1 = 3i)° +(1 +2i)
[+ (1 =30 —(1—-6i—9)—(-1-2i) 0,
y* = (-9 - 38i)

it

Pievedeme &fslo —9 — 8i do goniometrického tvaru:
—9 — 3i = 12,0416(cos 221°38' + isin 221°38").
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12. Algebraickd feiitelnost nékterych speciilnich typd rovaic v C

Pro feseni této rovnice dostavdme

yi = 3,4701(cos 110°49' + isin 110°49'),
¥ = 3,4701(cos 200°49' + isin 290°49").

Vyjadiime-li yy, y2 v algebraickém tvaru, méme piibliZné
gy = —1,7257 + 3,2435i; y, = 1,7257 — 3,2435i.
Pomoci substituce z = 3 — 1 + 3i vyjadiime zpétné hodnoty pro z:
2, = —2,7257 + 6,2435i; z; = 0,7257 — 0,2435i.

b) Plat{
D =(2-6i) = 4.1(1 + 2i) = —36 - 32i.

Abychom mohli uréit VD, vyjadiime D v goniometrickém tvaru:
D = V2320(cos 221°38' +isin 221°38");

odtud dostivame
VD = —3,4514 + 6,4870i.

Pro fesenf &1, z; tedy plati vztahy

—(2-6i) + (—32.4514 +648700) _ o rocr 62435,
—(2 - 6i) — (—3,4514 + 6,4870i) _

3 = . = 0,7257 — 0,2435i.

I

12,2.3. Je dén polynom z* + pz® + gz + 1. Uréeme koeficienty p,¢ € C a zbfvajfci koieny,
jestlize vime, Ze oy = 14+ 2, a3 =1~ 2i.
Reseni. Uvedeme dva moiné zpisoby feseni.
a) Podle koienovfch vztahi vime, Ze

—~(as+as+1+2i+1-20) =
azaq(l + 2i)(1 - 2i)

|

Proto pro koieny' a3, ayg plati

-3 —ag =

e W9

Qzay =
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12,2. RESENE PRIKLADY

Cisla a3, ay jsou proto fesenim kvadratické rovnice

v 4+ 2+ ;’-, =0.
Pomocf vzorce pro fesen{ kvadratické rovnice dostivime
—2+./4-1% 2
= = — = 1% -v5.
a3 4 = Y12 2 + 5\/_
Ze znalosti kofend jiz snadno uréime i zbyvajici koeficienty p, ¢ daného polynomu:
—q = o0a3 + aoe0y + o oaay + Gy =
1 438
= aax(os + aq) + (o1 + az)azay = 5.(-2) + 2_3 = -5
Tedy
_ 438
q= 5
Daéle plati :
P = a1+ a1as + 010y + Qa3 + aay + azay =
1 6
= maz +azay + (a1 +az)(az+aq) =5+ 5 +2(-2)= 5

b) Ulohu fesfme dosazenim:
FO+2) =(1+20) +p1 +2) + g1 +2i)+1=0,
odkud dostdvdme jednu linedrni rovnici o neznamjch p, ¢ nad C
0=—6—24i+ p(=3 + 4i) + ¢(1 + 2i).
Analogicky
f(1=21)=(1-20)" +p(1 - 2i)* +q(1 = 2i)+1 =0,
odkud dostdvame druhou linedrn{ rovnici o nezndmych p,g nad C
0= —6+ 24i + p(—3 — 4i) + g(1 — 2i).
Komplexnf &isla p, g jsou tedy feden{mi soustavy dvou rovnic o dvou nezndmych v C

p(—3+4i) +g(1 +2i) = 6+ 24i,
K-3—4i)+q(1-2i) = 6—24i.

Soustavu vyfesime pomoc{ matic:

-3—4i, 1-2i | 6-—-24i

2, 1] 12 1, 0
-3, 1| 6 0, 1
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12. Algebraickd fesitelnost nékterych specidlnich typd rovaic v C
Tedy

Nynf vypoéteme podil f(z): [(z — a1)(z — a2)) = (z = a3)(z — ay):

(-‘c: 3<+§-’_¢:+i:—=-'+1):(33—2_3;+.5)=32+2.~:+§
—(z* —22° +52%)

21'3'—35332+%:+1
—(22° —47*410z)

1,2 2
5T 5:|:+1

—(32? —2z41)

0

Odtud dostaneme zbyvajici feSenf a3, ay:
-2+,/4-14 2
Qe =T19 = # =-1% g\/g

c) Uved'me jesté tieti, nejrychlejsf zpisob, ktery pouzfvd Hornerovo schéma. Platf

1 0 P . q 1
142101421 —-3+4i (1+2)p—-11-2i| (1+2)g+(-3+4i)p—7-24i

1{14+2i[p—3+4i|q+(1+2i)p—11—2i[|(1+2i)g+ (-3 + 4i)p — 6 — 24i
1-2ifof1-2 2-4i|  (1-2)p-1+2

1

2 p-1 Iq+2p—12|

ProtoZe ay, a; jsou kofeny daného polynomu, destdvdme soustavu rovnic (maticové) pro

pq
12 1, 2112
6 + 24i 0, =5{-6)"
takie ¢ = §,p = £. Z posledntho fddku Hornerova schématu vidime, Ze a3 a a, jsou
koteny polynomu y? + 2y + 1 = 0, kterj m4 uvedené koteny.

1, 2
142i, —3+4i

12,2.4. V oboru C uréeme viechna feseni kladné reciproké rovnice
. a:°+2a:7—3z°—2:"’+4z*—2z"’—3z"+2z+1 = 0.
Regenf. Ovéiime, zda (a pifpadné v jaké nésobnosti) je fesenfm éislo 1:
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12,2. RESENE PRIKLADY

1|2]-3]|-2| 4|-2|-3| 2| 1

t=1Jo[1| 3| of-2] 2] 0]-3{-1
13| o|-2| 2| o|-3]-1]][0]

t=1foft| 4| 4| 2] 4| 4| 1
1]4]| 4| 2| 4| 4| 1|[0]

Tedy = = 1 je fesenf nésobnosti 2 (v dalsim kroku Hornerova schématu uzZ nemize vyjit 0,
protoze viechny koeficienty v poslednim vypoéitaném rddku jsou kladné). Déle ovéiime,
zda je fesenim cislo —1:

1] 4 4 2 4 4 1
t=-1f0]-1]-3]-1] -1|-3|-1|

1] 8| 1| 1} 3] 1]][o]
t=-1)0|-11]-2 1] =2 | -1

1] 2(-1] 2] 1][o]
t=-1§0|-1|-1| 2| —4

1] 1]-2] 4|[=3]#0

Tedy x = —1 je fesenf opét nasobnosti 2. Rovnici lze psat ve tvaru

(z+ 1)z - 1" +22° - 2?42z +1)=0.
K urceni dalsich fedenf je tieba fesit reciprokou rovnici
4228 2?4+ 22 +1=0.
Tuto rovnici up_raw_ime do tvaru
| (eP+1)+2(c+1)-2" =0
Vynasobime-li posledn{ rovnici virazem 1/ a pouzijeme substituciy = z+1/z, dostaneme
(w’+l2) -1;'2(::+—1~) -1=0.

z2/ T
Piitom plati y? = (z + 1/z)? =27 + 2+ 1/2%, a tedy

z? + ;:13 =y’ -2

Odtud mame
(Y —2)+2y—1=0,+j. (y+3)(y—1)=0.

Posledn{ kvadratick4 rovnice ma dvé feseni y; = 1,y, = —3. Pro « tedy platf

1 1
g+-—=laz+—=-3
z r
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12. Algebraickd resitelnost nékterych specidlnich typi rovaic v C

Odtud dostavame dvé kvadratické rovnice pro z:
@?—z+1=0aa’+3z+1=0.

Ze vzorci pro resenf kvadratické rovnice méme

1+/i-4 1+iV3
T2 = 2 = 2 )

-3+5-4_ -3xV6
===

2

-T34 =

Dané reciproké rovnice ma proto celkem osm feden{
— 1+iV3 — 1-iy3 — =3+ — =3-v3%
zl“"i‘iﬁ) 4"2-_12)&) .‘L‘a——%’-ﬁ, Ty = 2

Ty = -1, T = —1, z7=1, T = 1.

12,2.5. V oboru C naleznéme vsechna feseni rovnice z2-1=0.
Regeni. MiZzeme uréit véechna feseni v goniometrickém tvaru, piip. pievést tato feseni
do tvaru algebraického. Na druhé strané vsak mizeme polynom z!? — 1 rozlozit v souéin:

#3~1

(2 =)’ +1)(=° +1) =
= (z=1)(?+z+1)z+1) & -z +1)(&* + 1)(a* =2 +1).

Z tohoto vyjddienf lze okamzité urcit koteny
ap=l,a= -1, a3 = i; Q= -i) Q5,6 =

Déle pro z* — 22 + 1 = (2% + az + 1)(¢? — az + 1) rozndsobenim dostaneme 2 — a? = —1,
tj. a = /3. Zbyvajicf kofeny tedy jsou

JI%i -V3£i
e

Qg 10 = y&1,12 =

-
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12,3. CVICENI

12.3. CVICENI

12,3.1. V oboru C naleznéte vsechna feseni algebraické rovnice f(x) = 0, jestlize:
a) f(z) = 2* + 522 — 6; b) f(r) =z' - 277 - 15;
¢) f(z) =25 +32°—4; d) f(z) =2° - 52° - 14;
e) f(z) =z° - 62 +8; 1) f(z) = 2® - 5z +6;
g) f(®)=2"=-32+2, h) f(z)=2°—2r° - 21.

12,3.2. V oboru C naleznéte vsechna feseni reciproké rovnice f(x) = 0, jestlize:
a) f(z) =z +22% + 2 + 22 + 1,

b) fley=a'"+2%+2?+z+1;

c) f(z) ==z +1;

d) f(z) =z* -1,

e) () =2+ + ¥+ + x4+ 1;
Df(zy=c~zt 4222?40 -1

g) flz) =2 -2 -2+ -1

h) f(z)=2° -1,

) f(z) =25+ 1

DAz)=2842' + 2%+ 1;

k) f(z)=af+ 2+t + 28+ o + 1
) o) =2~ 1;

m) f(z)=2%+ 1.

12,3.3. V oboru C naleznéte viechna fesenf reciproké rovnice f(x) = 0, jestlize:
a) f(r) = 2® — 427 + 22° 4 52% - 52% — 222 4 42 - 1;

b) f(z) =2 — 2% — 727 + 152% — 82® — 8z + 152° - 722~z + 1,

c) f(z) = £ — 42% — 227 4 32% 4+ 42° + 32* — 22° — 45?4 1

d) f(z) = z'% - 62° — 657 + 52° +°122° + 5z* — 62° — 62% + 1.

12,3.4. Popiste viechna feseni reciproké rovnice f(z) = 0 v oboru C, jestlize:
a) fg)=az*+(1+1) + (1=1)z2?+ (L + 1)z + 1;

b) f(z) =z +i® + 2 + iz + 1;

c) flz) =2 +iz' =253+ 222 ~ iz - 1;

d) flry=2+izt =23+ 2 -z - 1;

e) f(g)=22" + (3 +1)z* +42? + (3 + i)z + 2.

12.4. VYSLEDKY CVICENI

1. 2) Y + 5y — 6 = 0,y = 2%, 015 = VB, o34 = %1;
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12. Algebraickd reditelnost nékterych specidlnich typd rovaic v C

b) yz ~2y—15= 0,y = 3:2131‘3 = ;{;\/grza.‘ = ii\/s; c) y’ +3y—4 =0,y= Ia,ﬁ =
¥,y = YA +iL), 50 = VA - i), 3 = Loy = ~f #9576 = =3 = 4,

A) g Sy— 14 =0,y = 2,21 = V7,22 = V=3 + i), 0 = V(= = )20 =
-V2,2y = -V2(-1+ i43), 75 = —¥/2(-3 - i3y, :

)y’ —by+3=0y= o312 = £V/2, 234 = +iv/2, 256 = V2,218 = +iVZ

)y -5y +6=0y=2"212= 12, 25y = 212, 256 = £V3, 215 = +iY3:

9y -3y+2=(y+2p-1P=0y=2n=-Vn =3} +i), 2 =

\’/5(% - i@),m,s =127 = —% +1 ,3.-::3,9 =-3- ilg; hy-2y-21=0,y= 2,0 =
Bz = V(-1 + il'i@)t z3= V(-3 - i’?), Ty56 = \’/@. T789 = @

2. Substituce y = z.+ 1/=. .
a)y?+2y—1=0,2, = -1-‘/5123[:\/5—1’33‘ = -1+\/i¢113\/'2+1;

2
b)y? +y—1=0,z13= - vEViDaVE [ VBV,

- ‘ i
)y -2=0,32= lﬁ%ﬂ,%_, = ﬁ?ﬂ; d) rozkladem na souéin

(z-1)z+1)(3* +1), 212 = L, 754 = +i; e) rozkladem na soutin

(s+ 1)@+ +1),m2= lﬂ,—,ﬁ; Tyg = '—‘%hé, zy = —1; f) rozkladem na souéin
(z=1)a*+27+1)m12 = VS gy, = -'—‘-%bé,z; = 1; g) rozkladem na souéin
(z—1)=z* - 24 1),0, = :;*i,rsl, = :-"—Ei’;,zs = 1; h) rozkladem na soucin

(¢ —1)a* + z* + 2 + o + 1), viz b); i) rozkladem na sou¢in

(z+1)z* - P 42—z 41)T2= 3=—'f[-"_!d: i@,m,i = %ﬁii@,zs = -1
j) lze polozit y = 2* a fesit rovnici P+ +y+1=(y+1)y* +1)=0, odkud

Tz = +i,T34 = +Vi, 756 = +v/=1 k) ¥°* +y? — 2y — 1 =0, dalsi substituce y = z — 3
pievede na z® — §z — 3 = 0; jiny postup: piivodni rovnici rozafifme vyrazem s —1a
iesfme binomickou rovnici z7 — 1 = 0, feseni tdlohy jsou viechna feseni této rovnice
rizné od 1; 1) rozkladem na soutin '

(z=1)z+1)(z" +z+ 1)z?—z+1),512= “—‘%ﬂ, Tay = li%ﬁ, Ty5 = 1,
m)y-3y=0,2,= 3@,:&;', = ZJgéi—i-,z,, = *i.

3. a) : :

T12=%1,334 = !%\/'E,Is_s = %—(1 +V13% \/2\/]_3 -2),T78 = %(1 -V13 % i\/Z\/l_:H- 2)
(névod: odstaiite kofeny 1, —1 nésobnosti 1 a substituci y = z + 1/ pieved'te na feseni
rovnice 3° — 432 + 9 = (y = 3) ¥’ -~y - 3) =0);

b)ma=1,23 =13 = lﬁ;“é, Ter = m,zg_g = —‘—\C?;l x i@
(névod: odstraite kofen 1 nésobngsti 2 a kofen —1 nésobnosti 1 a substituc{

y = ¢ + 1/z pievedte na fegeni rovnice y°> — 9y + 8 = 0); '

c) z12=1,T3486 =1, T18 = 1+ V2 22 = 1), 2900 = 3(1 - V2t i\/?\/f+ 1)
(névod: odstraiite kofen 1 nésobnosti 2 a kofen —1 ndsobnosti 4 a substituci

y = ¢ + 1/z pievedte na fesenf rovnice y? — 2y — 1 =0); .
d)z13=1,%3456 = 1,718 = 3—*-33'5,.—:9.10 = -'—‘—*2'3@ (ndvod: odstraite kofen 1
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ndsobnosti 2 a kofen —1 nasobnosti 4 a subst1tuc1 y =z + 1/z pieved'te na feseni
rovnice y? — 2y — 3 = 0), ‘
4. Uvddime pouze pievedenf n. feseni jednodussich algebraickfch rovnic. a) Substituce
=z+1/z, Y +(1+1)y—1-i = 0,9, = M ; b) substituce y = z+1/x, y?+iy—1 =
0, Y2 = ———\/—- ic)zy =1, vytknutiz—1 a substltuce y=z+1/z, ¥ +(1+i)y—-3+i=
0,912 = "Hi -3 d) gy = 1, vytknut{ z—1 a substituce y = z+1/z, y h(1+1)y—2+4i =
0,512 = “—1‘-‘;—3@ j e) substitucey = z+1/z,2¢y’ + (3 +i)y = 0,y = 0,32 = -3 (31, =
+i, .1:3-.—1—1.1:4—4)
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