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o Vlakové planovani se sklada z ptijezdd a odjezdi vlaki a volby typu
vlaku na urgitou trat.

o Nasim cilem je minimalizovat ndklady na provoz vlakl za podminky
dodrzeni jizdniho ¥adu.

o Jizdni ¥ad je typicky periodicky.

o Cestujici, kteFi prestupuji mezi vlaky, necht&ji na prestup ¢ekat moc
dlouho, ale zase pot¥ebuji urlity ¢as na prestup mezi viaky.

@ Algoritmus na planovani musi byt dostate¢né jednoduchy, aby bylo
planovani mozné provést na primérnych poé&itacich a v dostateéné
kratkém Case.
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o Zeleznitni sit je modelovana pomoci grafu G = (V, E), kde V je
mnozina dopravnich uzl(, nap¥iklad stanice nebo vyhybky, a E je
mnoZina hran, coZ jsou traté spojujici jednotlivé uzly.

@ Obecné& pozadujeme, aby jednotlivé linky, naptiklad jednotlivé traté
mezi Amsterdamem a Rotterdamem, byly obslouZeny v uritém
Casovém intervalu T. MnoZinu v8ech linek oznaéme R.

o Jednotlivé vlakové spoje na sebe musi ,navazovat”. To znamend, Ze
¢as mezi pfijezdem af vlaku linky 1 do stanice S a &asem odjezdu df
vlaku linky 2 ze stanice S, nesmi byt moc dlouhy, aby cestujici
nemuseli &ekat, ale ani moc kratky, aby cestujici stihli pfestoupit z
linky 1 na linku 2.

o Napftiklad pro ¢as na prestup 8 — 15 minut dostaneme podminku

8<ai—ds +z-T<15 z€cZ (1)
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o Hledani proveditelného jizdniho ¥adu se nazyva periodic event
scheduling problem (PESP).

o Problém. Praktické jizdni ¥ady mohou byt neproveditelné a je nutné
zrelaxovat podminky.

o Nasim cilem je minimalizovat ndklady na provoz vlakd. UvaZujme dva
typy nakladi.
- Fixni naklady, coZ jsou ndklady na GdrZbu, parkovani pfes noc atd.
- Operatni naklady, co? jsou ndklady na ujeté kilometry.

@ V nasem modelu uvaZujeme naklady podle typu vlaku, ktery je
pfitazen na uréitou linku. Vlaky se lisi v cené, kapacité, maximalnim
poctu vagonl a rychlosti.

@ Ozname mnoZinu vech vlaki jako Tr. Nasim cilem je p¥ifadit vlaky
na jednotlivé linky tak, aby byl dodrZen proveditelny pldn a abychom
minimalizovali naklady na provoz vSech linek.
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@ Pro YeZeni této dlohy vyuZijeme mixed integer linear program(MIP).

o Budeme uvaZovat nasledujici proménné

Linka r € R pouZiva vlak typu p € Trace {W,..., W}

Wr.p,c
vagonl. Binarni promé&nna,
a;c’# P¥ijezd vlaku na lince r se sm&rem p do stanice S,

d,S,u Odjezd vlaku na lince r se smérem p do stanice S,
z Vektor celych &isel pro PESP podminku (1).
pv nabyva hodnot 0,1 podle sméru linky, W je minimalIni pocet

vagonl a W je maximalni pocet vagoni. Celkovy model se nazyva
minimum cost scheduling problem (MCSP).
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Wrpe €L, 35, €R, d¥, € R, z je vektor celych isel.
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je Cas, ktery potfebuje vlak typu p na projeti linky r tam
a zase zpét.

jsou fixni ndklady na provoz jednoho vlak typu p.
jsou fixni naklady na provoz jednoho vagonu typu p.
jsou ndklady na ujeti 1 kilometru vlakem typu p.

jsou naklady na ujeti 1 kilometru vagonem typu p.

je kapacita jednoho vagonu typu p.

je pozadovanad minimalni kapacita pro hranu e.

je minimalni &as, ktery pottebuje vlak typu p na ujeti
vzddalenosti mezi stanicemi S a §'.

je maximalni &as, ktery pottebuje vlak typu p na ujeti

vzdalenosti mezi stanicemi S a S,
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Reseni

o MCSP lze rozloZit na nékolik podproblémi, viechny jsou v3ak sloZité.

o Vybér optimalniho typu vlaku p a optimalniho poctu vagoni ¢ jsou
NP-hard problémy a generovani proveditelného planu (PESP) je
NP-complete problém.[1]

@ Rozdélime problém podle nasledujiciho schématu,
w z a d

objective function

traveler capacity MCTP

exactly one train type

travel time data

other PESP constraints

} (for fixed train types) FSP

kde Sedé bloky jsou aktivni promé&nné a bile jsou neaktivni. Prvni
problém je takzvany minimum cost train problem (MCTP) a druhy
problém je feasible schedule problem (F5P).

[ Serafini P, Ukovich W (1989) A mathematical model for periodic scheduling problems. SIAM Journal of Discrete
Mathematics 2(4):550-581
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Reseni

o Cely problém MSCP se vy¥esi pomoci metody branch-and-bound, kde
v kdzdé vétvi vyfesime zrelaxovany problém MCTP pro uréity typ
vlaku. Ozna&me takové YeSeni w.

o Poté zjistime, zda w spliiuje FSP.

o Jak volit jednotlivé vétve? Nespliiuje-li w FSP, tak je nutné vyménit
alespofi jeden typ vlaku. Ozna&me Tr, mnoZinu typu vlaki, které jsou
pripustné pro linku r € R, p, typ vlaku na lince r a P = |R|. Pak
vétveni provadime

Try - x Trp \ (p1, - .-, pp)
:(Trl\pl)x---x TrpU---U Tr1><><---><(Trp\pp).

@ Problém. Generujeme vzdycky |R| novych problémi. Cht&li bychom
vygenerovat méné novych problémid R’ C R. Najit takovou mnoZinu
linek R’ je NP-hard problém. Lze v8ak ¥eSit heuristicky.
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Reseni

@ Pro redlna data jsou komeréni solvery moc pomalé. Reseni - vhodny
cutting plane.

Pro n > 2, necht e € E je hrana obsluhovand linkami ry, ..., r, € R.
Uvazujme 61, ...,0n—1 € {1,..., Ne — 1} spliiujici § := 27:_11 0; < Ne.Pak

n—1 w, w,
(Z Z Z Wr p,c) + Z Z Wrope 21 (5)

i=1 peTr; c:ﬂp;c~rp>5,- pETry c:ﬂp;c~rp>Ne—5

Jjsou pFipustné nerovnosti pro MCTP.

o | pro n =2 mame p¥ili§ mnoho nevhodnych Yezi. Musi se vybrat jen
n&jaké.
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Reseni

o Pron=2oznatme It < ... < Fff" v8echny potencidlni vlakové
kapacity na linkach rj, i = 1,2.

Necht e € E je hrana obsluhovanad pouze linkami ry a ry a w je pFipustné
feSeni MCTP. Je-li w nepkipustné pro ¥ez (5) pro né&jaké

01 € {1,... N — 1} pak je nepFipustné i pro Fez (5) pro né&jaké
Spe{rl+1,... M1}

o Staldi uvaZovat pouze Fezy pro zvolené kapacity I'j,j =1,..., k.
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Reseni

o Uvazujme maly graf G, ktery ma pouze dv& stanice S1, S, a jednu
hranu e, kterd je obsluhovdna pouze dvéma linkami r; a r>.

Pro maly graf G je polyhedron P, definovany podminkami

w, W,
Z Z Wr pc = 1, Z Z Wry pc = 1, w >0

peTn c:ﬂp pETr c:ﬂp

a fezy z podminky (5), pro vsechny hodnoty b1 definovanych ve véts 2,
celociselny.

o Pouzitim pfedchozich vét pro maly graf G dostaneme konvexni obal
pFipustnych ¥eSeni MCTP, celodiselny polyhedron P.
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Reseni

o Pro Ye¥eni FSP pouZijeme algoritmus definovany ve €lanku Serafini
and Ukovich (1989)MM pro PESP s modifikaci.

o Algoritmus je definovdn na takzvaném PESP-grafu udélosti
G’ = (V,A), kde vdechny periodické udalosti (pFijezdy a odjezdy
vlakl) jsou oznaleny v € V a v3echny periodické podminky jsou
oznaleny a € A.

o Cilem algoritmu je najit takzvany potencidl = € RIVI, ktery spliiuje
I<MTr+Tz<u, (m,z) e RV x ZIAl, (6)

kde /,u € Z!IV! jsou spodni a horni omezeni na dobu &ekani, T je
perioda a M je matice incidence pro v, a.
o V kazdém kroku algoritmu pfidavame omezeni a € A, ktera jesté

su

nepouzivime. Budeme-li nejprve volit , hodné restriktivni* omezeni a,
pak znacné sniZzime vypocetni dobu algoritmu.
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Vysledek

@ Mdame data z N&mecka od spoletnosti Deutsche Bahn (DB),
konkrétné& linky pro InterCity (IC) a InterRegio (IR). Z Nizozemska
jsou data od spoleZnosti Nederlandse Spoorwegen (NS) z linek typu
InterCity (IC), InterRegio (IR) a nakladni linky AggloRegio (AR).

o Je vyuzit CPLEX solver.

DB-IC DB-IR NS-1C NS-IR NS-AR

Number of nodes 90 297 36 38 122

Number of edges 107 384 48 40 134

Number of lines 31 89 25 21 117

Average number of edges per line 75 59 5.0 5.8 42
Adam Hlas
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Vysledek
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Vysledek

Vysledky branch-and-bound algoritmu

Instance DB-IC DB-IR NS-IC NS-IR NS-AR
Number of added constraints 0 0 0 0 0
Verified optimum found in 219s 4s 30s 33s 0:47 h
Optimality gap after 5 min 0% 0% 0% 0% —*

Instance DB-IC DB-IR NS-IC NS-IR NS-AR
Number of added constraints 40 40 40 40 40
Verified optimum found in 9:31h 1225 14:00 h 1:20h 1:24h
Optimality gap after 5 min 0.10% 0% 0.39% 0.27% —*

*No solution in 5 min
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Vysledek

Vysledky pro MCTP bez a s pouZitim cutting plane

Inst. #Con. #Var. #£0 Root Time (S)
gap (%)
DB-IC 74 735 3435 0.9 1
DB-IR 69 471 1376 0.3 1
NS-IC 57 793 3237 2.5 20
NS-IR 41 545 2741 1.5 2
NS-AR 178 2221 9328 2.1 865

1 #lterr #Cuts Root  Time (S) I #lter. #Cuts Root Time (S)

gap (%) gap (%)
DB-IC 3 7 0.6 1 DB-IR 2 18 0.05 1
NS-IC 10 134 0.6 9 NS-IR 10 04 0.9% 4
NS-AR 9 123 1.1 034
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/avér

o Zavedli jsme MIP formulaci pro cost optimization train scheduling
problem.

o P¥ima metoda vypottu MCSP je pFilis ¢asové naroénd. Proto jsme
zavedli branch-and-bound algoritmus, ktery znaéné urychlil vypoletni
Cas pro nalezeni témé¥ optimalniho planu.

o Pro vétsi llohy je doporuceno rozdélit cely problém na jednotlivé
regiony, v nich najit , dobré” ¥eSeni a nakonec zkombinovat do
celkového Feseni.
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@ Neni nutné optimalizovat pouze ndklady. Chceme minimalizovat
celkovou dobu cestovani vSech cestujicich.

@ Problém. Pro pFestupy mezi linkami neexistuje Zadna tabulka s Casy,
tedy nelze pfesné urdit €as potfebny k cesté, kdyZ cestujici méni linky.

@ Zména linky je pro cestujici velmi nepohodIna. Lze Fe$it minimalizaci
pfestupll nebo maximalizaci p¥imych spojt.

o Zelezni¢ni spoletnosti nabizeji riizné typy sluzeb. Rychlé a daleké
spoje, napfiklad InterCity (Express) (IC/ICE) nebo InterRegio (IR) a
lokaIni pomalé spoje (CT).

@ Pro modelovani cestujicich a jejich cest se pouZije takzvany system
split. Cestujici chce jet z malé stanice a do malé stanice b. Vé&tSinou
v8ak neexistuji p¥imé spoje typu IC/ICE/IR. Je nutné najit stanice
c,d, kde tyto spoje jsou. Cestujici pojede (CT) spojem ze stanice a do
stanice ¢ a z d do b a mezi stanicemi c¢,d pojede linkou typu
IC/ICE/IR.
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o Ptedpokladejme, Ze cestujici ze stanice a do stanice b pojede tam a
zase zpét. Zelezni¢ni sit budeme modelovat neorientovanym grafem
G = (V,E), V je mnoZina stanic, E je mnoZina hran (trati).

o Daéle uvaZzujme &as potfebny k projeti linky r jako zobrazeni
Ti: E — Z4 a ujetou vzdalenost jako zobrazeni Di : E — Z,..

o Ptedpoklad. Cestujici mezi a, b stanicemi pouZivaji pouze , nejkratsi
trasu” vzhledem k Ti nebo Di. Necht je nejkratdi trasa uréena
jednoznaéné, oznaéme ji P;.

o Daéle pozadujeme, aby stanice kde linka za&ind nebo kon&i méli
specidlni vybaveni (koleje na odstaveni apod.). Ozname tyto stanice
CYC V. Pouze linky zatinajici a konéici ve stanicich typu CY jsou
pfipustné. Ozna&me mnoZinu p¥ipustnych linek Lg. Vzhledem k tomu,
Ze cestujici se pohybuji pouze po nejkratsi trase, tak mizeme Lg
zmensit na L = {/ € Ly|l je nejkrati cesta mezi a, b € CY}.
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@ Pro modelovani chovani cestujicich oznaéme

trvl : {{a,b}|la,be V,a# b} = Z,

polet cestujicich mezi stanicemi a, b.

Ty = {{a, b}|la,b € V,a# b, trvI({a, b}) # 0}

mnoZinu vSech pari stanic a,b, kde linka mezi témito stanicemi

nemd nulovy podet cestujicich.

f: L — Z4 frekvence prijezdu vlakid na nejkratSich linkach.

fl(e) = Z trvl(t) celkovy polet cestujicich po hrang e.
teTy,ecP:

|
Ifr(e) = [@-‘ minimum vlak{ na hran& e pro kapacitu vlaku I

@ Pro jednoduchost budeme misto trv/({a, b}) pro {a,b} =t € Ty psat
zkraceng trvi(a, b) nebo trvi(t).
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maxz Z d,

IEL teTy,PiCl

Z dy ) < trvi(t) pro viechny t € Ty, (7)
IEL,IDP;
Z dey) <T -1 pro vechny e € E, I € L, (8)
teTy,ecP:Cl
Z fi = Ifr(e) pro viechny e € E, (9)
eclel
fieZy, dey €2y pro viechny t € Ty, / € L.

@ d; je polet cestujicich cestujici na pfimo mezi t, pomoci linky /.
@ Lze zrelaxovat dy; > 0. Tuto tlohu nazveme LOP.
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Reseni

o LOP se Ye$i metodou branch-and-bound. Postupné v kazdém kroku
pfiddvdme jednu p¥imou linku / do L a vyFfe$ime tento problém.

o Algoritmus je moc pomaly a musi se €asto ukonéit po uréitém &ase
nebo hloubce stromu. To vede k nejistotdm ohledn& p¥ipustnosti a
optimality nalezenych FeSeni.

o V praxi se v8ak ukazuje, Ze tento algoritmus dava docela smysluplné
vysledky.

o Mdme data od spole¢nosti Deutsche Bahn (DB-IC, DB-IR) a
Nederlandse Spoorwegen (NS-IC,NS-IR,NS-CT).

o Je vyuZit CPLEX solver.

Results of the B&B method (interrupted after 10000 nodes)

network NS-IC NS-IR NS-CT
Optimality gap 0.0% 1.9% 4.1%
Running time 30 sec. 1.5h 12h
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P¥ehled parametrii

Net p and MIP for
network V| €y 1E| 1Z| |7 Lor
Variables Constraints Nonzeros
NS-IC 23 23 31 253 210 2120 1017 6278
NS-IR 86 86 114 3655 2147 116974 28487 556131
NS-CT 385 91 428 4095 11240 583598 96620 3589478
DB-IC 100 100 118 4950 3136 183235 43200 1038761
DB-IR 307 199 398 19701 9215 900173 261308 4853878
Vysledek pro origindlni a zrelaxovany program
Computational results with LOP.
network running time objective function value HAAEZY
LP MIP LP MIP
NS-IC 10.55 4912.32 9.168.554 8203412 141
NS-IR 5284.34 - 21.315.607 - 636
NS-CT - - *25.492.888 - -
DB-IC 12777.66 - 9.768.973 - 1384
DB-IR - - *8.095.734 - -
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o Chtéli bychom déle zredukovat velikost modelu
o Cestujici mezi t € Ty, ktefi pouzivaji jiné linky /1 a b maji rizné
prom&nné d; 1, d; .
@ Bude-li spInéna podminka na frekvence linky, mizeme sjednotit
vdechny p¥imé cestujici mezi t jako Dy := > dy.
IeL,P.Cl
@ Dostaneme mensi model.
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D; < trvi(t) pro viechny t € Ty, (10)

D:<T- Z fi pro viechny t € Ty, (11)
P:Clel

Z fi = Ifr(e) pro viechny e € E, (12)

eclel

fieZy, Dy € Zy pro viechny t € Ty, / € L.

o Opét lze zrelaxovat D; > 0. Tuto dlohu nazveme lop.

o Lze spoditat pomoci metody branch-and-bound, analogicky jako
pfedchozi dlohu.
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Vysledek pro zmenseny model

Computational results with lop

network size running time cbjective function value [{fil fr & Zs}
Variables Constraints Nonzeros jig MIP LP MI

NS-IC 463 234 3060 0.18 0.66 9.168.554 8203.412 122

NS-IR 5802 2305 153752 11.07 187.50 28.909.033 21.172.411 502

NS-CT 15335 11763 696630 4425 212847 38.922.436 37.118.270 390

DB-IC 8086 3276 236923 39.54 103.23 10.071.448 7.625.326 512

DB-IR 28915 9692 1239870 94.02 1527.92 8.106.707 6.114.448 1347

o Libovolné feseni v modelu LOP je také ¥eSeni v modelu lop. Model

lop je relaxace LOP.
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Reseni

@ Pro dalsi zrychleni vypoctu lze pouZit cutting plane.

Pro vsechny t € T

r—a)+a > f (13)

-
leL,P:CI

trvﬁ (t) J

kde A = trvl(t) — [%J , jsou pFipustné nerovnosti pro lop.

o Pro t € Ty takové, Ze trvl(t) <T, Ize nahradit nerovnosti (11) za
nerovnosti Dy < trvl(t) - > p ey fi pro viechny t € Tpaprot € Ty
takovd, Ze trvi(t) > I pfiddme do lop nerovnosti (13).
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Uvazujme V' C V, E' C {{u,v}| [{u,v} = V'| =1} a X o Ifr(e) je
liché &islo. Oznaéme oy == |{e € I} N E|. Pak plati

S i< fr(e) - 1. (14)

I€L,oy0dd ecE’

o Pfiddme-li do lop ¥ezy (13) a ,n&jaké" fezy (14), tak zna&n&
zrychlime vypodet.
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Vysledek pro model lop s pouZitim cutting-plane

Computational results for lop tightened by cutting planes

network running time objective function value A fr € 24}
Lp MIP MIP* MIP LP
NS-IC 038 0.48 0.38 8.203.412 8203.412 0
NS-IR 3273 3793 3062 27.175.593,5 27.172.441 8
NS-CT 143.82 16187 358.94 37.118.270 37.118.270 [}
DB-IC 50.47 56.28 55.74 7.625.326 7.625.326 0
DB-IR 31247 408.92 420.86 6.116916,5 6.114.448 3
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Vysledek pro model lop s pouZitim cutting-plane

Computational results for lop tightened by cutting planes

network running time objective function value A fr € 24}
Lp MIP MIP* MIP

NS-IC 0.38 0.48 0.38 8.203.412 8203.412 0
NS-IR 32.73 3793 30.62 27.175.593,5 27.172.441 8
NS-CT 143.82 16187 358.94 37.118.270 37.118.270 [}
DB-IC 50.47 56.28 55.74 7.625.326 7.625.326 0
DB-IR 31247 408.92 420.86 6.116.916,5 6.114.448 3
Computational results with lop

network size running time objective function value [{fil fr & 2}

Variables Constraints Nonzeros ip MIP LP MIP
NS-IC 463 234 3060 0.18 0.66 9.168.554 8203412 122
NS-IR 5802 2305 153752 11.07 187.50 28.909.033 21172411 502
NS-CT 15335 11763 696630 4425 212847 38.922.436 37.118.270 390
DB-IC 8086 3276 236923 39.54 103.23 10.071.448 7.625.326 512
DB-IR 28915 9692 1239870 94.02 1527.92 8.106.707 6.114.448 1347
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Reseni

@ Problém. Kdyz ukon&ime branch-and-bound algoritmus pfed&asnég,
tak nevime ,jak daleko" jsme od optimalniho FeZeni.

o B&B dava pouze dolni hranici na vzdalenost od optimélniho ¥eseni.

@ Model lop vznikne relaxaci LOP. Tedy optimalni hodnota ucelové
funkce v lop je horni hranice pro optimalni hodnotu ucelové funkce v
LOP. Navic vime, Ze celkovy polet cestujicich je trividln& horni
hranice pro hodnoty tcelové funkce.
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D; < trvi(t) pro viechny t € Ty, (15)

Z Dy =T - Ifr(e) pro viechny e € E, (16)
teTy,e€P;
D:>0 pro v8echny t € Ty, / € L.

o VyfeSenim této llohy dostaneme horni hranici pro vzdéalenost
optimalni hodnoty u&elové funkce od ndmi napoditaného Yeseni.
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Dolni a horni hranice pro optimalni hodnotu LOP

network D(f) D ™ gap between lower
and best upper bound

NS-IC 8.203.412 8.203.412 9.168.554 0.0%

NS-IR 20.982.579 27.172.441 21.315.607 1.6%

NS-CT 25.079.912 37.118.270 25.863.252 3.1%

DB-IC 7.549.827 7.625.326 9.745.044 1.0%

DB-IR 6.114.448 6.114.448 8.682.953 0.0%
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/avér

o Zavedli jsme mixed intiger linear program LOP pro optimalni ndvrh
trati.

o Tento problém je p¥ili§ velky a vypoletné naroény.
@ Zavedli jsme mensi model lop. Pomoci vhodnych Yezli z cutting plane
jsme vyfesili tento problém v ¥adu jednotek minut.

o Hodnoty napotitané z modelu lop ndm daji hranice na optimain{
hodnoty LOP. Nejv&tsi rozdil horni a dolni hranice je 3.2%.

@ Potencidlni nedostatek v tomto modelu je pfedpoklad, Ze lidé
pouZivaji pouze nejkratsi cestu. Mohlo by byt vyhodné&jsi uvazovat, ze
lidé pouZivaji k-nejkratsich cest.
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