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Motiv

Vlakové plánováńı se skládá z p̌ŕıjezdů a odjezdů vlak̊u a volby typu
vlaku na určitou trat’.

Naš́ım ćılem je minimalizovat náklady na provoz vlak̊u za podḿınky
dodržeńı j́ızdńıho řádu.

J́ızdńı řád je typicky periodický.

Cestuj́ıćı, ktěŕı p̌restupuj́ı mezi vlaky, nechtěj́ı na p̌restup čekat moc
dlouho, ale zase poťrebuj́ı určitý čas na p̌restup mezi vlaky.

Algoritmus na plánováńı muśı být dostatečně jednoduchý, aby bylo
plánováńı možné provést na pr̊uměrných poč́ıtač́ıch a v dostatečně
krátkém čase.
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Model

Železničńı śıt’ je modelována pomoćı grafu G = (V ,E ), kde V je
množina dopravńıch uzl̊u, nap̌ŕıklad stanice nebo výhybky, a E je
množina hran, což jsou tratě spojuj́ıćı jednotlivé uzly.

Obecně požadujeme, aby jednotlivé linky, nap̌ŕıklad jednotlivé tratě
mezi Amsterdamem a Rotterdamem, byly obslouženy v určitém
časovém intervalu T . Množinu všech linek označme R.

Jednotlivé vlakové spoje na sebe muśı
”
navazovat“. To znamená, že

čas mezi p̌ŕıjezdem aS1 vlaku linky 1 do stanice S a časem odjezdu dS
2

vlaku linky 2 ze stanice S , nesḿı být moc dlouhý, aby cestuj́ıćı
nemuseli čekat, ale ani moc krátký, aby cestuj́ıćı stihli p̌restoupit z
linky 1 na linku 2.

Nap̌ŕıklad pro čas na p̌restup 8− 15 minut dostaneme podḿınku

8 ≤ aS1 − dS
2 + z · T ≤ 15, z ∈ Z. (1)
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Model

Hledáńı proveditelného j́ızdńıho řádu se nazývá periodic event
scheduling problem (PESP).

Problém. Praktické j́ızdńı řády mohou být neproveditelné a je nutné
zrelaxovat podḿınky.

Naš́ım ćılem je minimalizovat náklady na provoz vlak̊u. Uvažujme dva
typy nákladů.
- Fixńı náklady, což jsou náklady na údržbu, parkováńı p̌res noc atd.
- Operačńı náklady, což jsou náklady na ujeté kilometry.

V našem modelu uvažujeme náklady podle typu vlaku, který je
p̌rǐrazen na určitou linku. Vlaky se lǐśı v ceně, kapacitě, maximálńım
počtu vagonů a rychlosti.

Označme množinu všech vlak̊u jako Tr. Naš́ım ćılem je p̌rǐradit vlaky
na jednotlivé linky tak, aby byl dodržen proveditelný plán a abychom
minimalizovali náklady na provoz všech linek.
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Model

Pro řešeńı této úlohy využijeme mixed integer linear program(MIP).

Budeme uvažovat následuj́ıćı proměnné

wr ,ρ,c Linka r ∈ R použ́ıvá vlak typu ρ ∈ Tr a c ∈ {W , . . . ,W }
vagonů. Binárńı proměnná,

aSr ,µ Př́ıjezd vlaku na lince r se směrem µ do stanice S ,

dS
r ,µ Odjezd vlaku na lince r se směrem µ do stanice S ,

z Vektor celých č́ısel pro PESP podḿınku (1).

µ nabývá hodnot 0, 1 podle směru linky, W je minimálńı počet
vagonů a W je maximálńı počet vagonů. Celkový model se nazývá
minimum cost scheduling problem (MCSP).
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Model

min
∑
r∈R

∑
ρ∈Tr

W∑
c=W

(t̂r ,ρ/T ) ·(Cfix
ρ +c ·CfixC

ρ )wr ,ρ,c+dr ·(C km
ρ +c ·C kmC

ρ )wr ,ρ,c

∑
r∈R,r ∈e

∑
ρ∈Tr

W∑
c=W

Γρ · c · wr ,ρ,c ≥ Ne pro všechny e ∈ E (2)

∑
ρ∈Tr

W∑
c=W

wr ,ρ,c = 1 pro všechny r ∈ R (3)

∑
ρ∈Tr

W∑
c=W

∆S ,S ′
ρ wr ,ρ,c ≤ aS

′
r ,ρ − dS

r ,ρ ≤
∑
ρ∈Tr

W∑
c=W

∆
S ,S ′

ρ wr ,ρ,c

pro všechny r ∈ R, (S , S ′) ∈ r

(4)

PESP podḿınky (1)
wr ,ρ,c ∈ Z, aS ′

r ,ρ ∈ R, dS
r ,ρ ∈ R, z je vektor celých č́ısel.
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Model

t̂r ,ρ je čas, který poťrebuje vlak typu ρ na projet́ı linky r tam

a zase zpět.

Cfix
ρ jsou fixńı náklady na provoz jednoho vlak typu ρ.

CfixC
ρ jsou fixńı náklady na provoz jednoho vagonu typu ρ.

C km
ρ jsou náklady na ujet́ı 1 kilometru vlakem typu ρ.

C kmC
ρ jsou náklady na ujet́ı 1 kilometru vagonem typu ρ.

Γρ je kapacita jednoho vagonu typu ρ.

Ne je požadovaná minimálńı kapacita pro hranu e.

∆S,S ′
ρ je minimálńı čas, který poťrebuje vlak typu ρ na ujet́ı

vzdálenosti mezi stanicemi S a S ′.

∆
S,S ′

ρ je maximálńı čas, který poťrebuje vlak typu ρ na ujet́ı

vzdálenosti mezi stanicemi S a S ′.

Adam Hlas Cost optimal periodic train scheduling Duben 2024 7 / 37



Řešeńı

MCSP lze rozložit na několik podproblémů, všechny jsou však složité.
Výběr optimálńıho typu vlaku ρ a optimálńıho počtu vagonů c jsou
NP-hard problémy a generováńı proveditelného plánu (PESP) je
NP-complete problém.[1]

Rozděĺıme problém podle následuj́ıćıho schématu,

kde šedé bloky jsou aktivńı proměnné a b́ıle jsou neaktivńı. Prvńı
problém je takzvaný minimum cost train problem (MCTP) a druhý
problém je feasible schedule problem (FSP).
[1] Serafini P, Ukovich W (1989) A mathematical model for periodic scheduling problems. SIAM Journal of Discrete

Mathematics 2(4):550–581
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Řešeńı

Celý problém MSCP se vy̌reš́ı pomoćı metody branch-and-bound , kde
v káždé větvi vy̌reš́ıme zrelaxovaný problém MCTP pro určitý typ
vlaku. Označme takové řešeńı w .

Poté zjist́ıme, zda w splňuje FSP.

Jak volit jednotlivé větve? Nesplňuje-li w FSP, tak je nutné vyměnit
alespoň jeden typ vlaku. Označme Trr množinu typu vlak̊u, které jsou
p̌ŕıpustné pro linku r ∈ R, ρr typ vlaku na lince r a P = |R|. Pak
větveńı provád́ıme

Tr1 × · · · × TrP \ (ρ1, . . . , ρP)
= (Tr1 \ ρ1)× · · · × TrP ∪ · · · ∪ Tr1 ×× · · · × (TrP \ ρP).

Problém. Generujeme vždycky |R| nových problémů. Chtěli bychom
vygenerovat méně nových problémů R’ ⊂ R. Naj́ıt takovou množinu
linek R’ je NP-hard problém. Lze však řešit heuristicky.
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Řešeńı

Pro reálná data jsou komerčńı solvery moc pomalé. Řešeńı - vhodný
cutting plane.

Věta

Pro n ≥ 2, necht’ e ∈ E je hrana obsluhovaná linkami r1, . . . , rn ∈ R.
Uvažujme δ1, . . . , δn−1 ∈ {1, . . . ,Ne − 1} splňuj́ıćı δ :=

∑n−1
i=1 δi < Ne .Pak

(
n−1∑
i=1

∑
ρ∈Tri

W ρ∑
c=W ρ;c·Γρ>δi

wri ,ρ,c) +
∑
ρ∈Trn

W ρ∑
c=W ρ;c·Γρ>Ne−δ

wrn,ρ,c ≥ 1 (5)

jsou p̌ŕıpustné nerovnosti pro MCTP.

I pro n = 2 máme p̌ŕılǐs mnoho nevhodných řez̊u. Muśı se vybrat jen
nějaké.
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Řešeńı

Pro n = 2 označme Γ1i < · · · < Γkii všechny potenciálńı vlakové
kapacity na linkách ri , i = 1, 2.

Věta

Necht’ e ∈ E je hrana obsluhovaná pouze linkami r1 a r2 a w je p̌ŕıpustné
řešeńı MCTP. Je-li w nep̌ŕıpustné pro řez (5) pro nějaké
δ1 ∈ {1, . . .Ne − 1} pak je nep̌ŕıpustné i pro řez (5) pro nějaké
δ̂1 ∈ {Γ11 + 1, . . . , Γk11 + 1}.

Stač́ı uvažovat pouze řezy pro zvolené kapacity Γj1, j = 1, . . . , k1.
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Řešeńı

Uvažujme malý graf Ĝ , který má pouze dvě stanice S1, S2 a jednu
hranu e, která je obsluhována pouze dvěma linkami r1 a r2.

Věta

Pro malý graf Ĝ je polyhedron P, definovaný podḿınkami

∑
ρ∈Tr1

W ρ∑
c=W ρ

wr1,ρ,c = 1,
∑
ρ∈Tr2

W ρ∑
c=W ρ

wr2,ρ,c = 1, w ≥ 0

a řezy z podḿınky (5), pro všechny hodnoty δ̂1 definovaných ve větě 2,
celoč́ıselný.

Použit́ım p̌redchoźıch vět pro malý graf Ĝ dostaneme konvexńı obal
p̌ŕıpustných řešeńı MCTP, celoč́ıselný polyhedron P.
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Řešeńı

Pro řešeńı FSP použijeme algoritmus definovaný ve článku Serafini
and Ukovich (1989)[1] pro PESP s modifikaćı.

Algoritmus je definován na takzvaném PESP-grafu událost́ı
G ′ = (V ,A), kde všechny periodické události (p̌ŕıjezdy a odjezdy
vlak̊u) jsou označeny v ∈ V a všechny periodické podḿınky jsou
označeny a ∈ A.

Ćılem algoritmu je naj́ıt takzvaný potenciál π ∈ R|V |, který splňuje

l ≤ MTπ + Tz ≤ u, (π, z) ∈ R|V | × Z|A|, (6)

kde l , u ∈ Z|V | jsou spodńı a horńı omezeńı na dobu čekáńı, T je
perioda a M je matice incidence pro v , a.

V každém kroku algoritmu p̌ridáváme omezeńı a ∈ A, která ještě
nepouž́ıváme. Budeme-li nejprve volit

”
hodně restriktivńı“ omezeńı a,

pak značně sńıž́ıme výpočetńı dobu algoritmu.
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Výsledek

Máme data z Německa od společnosti Deutsche Bahn (DB),
konkrétně linky pro InterCity (IC) a InterRegio (IR). Z Nizozemska
jsou data od společnosti Nederlandse Spoorwegen (NS) z linek typu
InterCity (IC), InterRegio (IR) a nákladńı linky AggloRegio (AR).

Je využit CPLEX solver.
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Výsledek
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Výsledek

Výsledky branch-and-bound algoritmu
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Výsledek

Výsledky pro MCTP bez a s použit́ım cutting plane
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Závěr

Zavedli jsme MIP formulaci pro cost optimization train scheduling
problem.

Př́ımá metoda výpočtu MCSP je p̌ŕılǐs časově náročná. Proto jsme
zavedli branch-and-bound algoritmus, který značně urychlil výpočetńı
čas pro nalezeńı témě̌r optimálńıho plánu.

Pro věťśı úlohy je doporučeno rozdělit celý problém na jednotlivé
regiony, v nich naj́ıt

”
dobré“ řešeńı a nakonec zkombinovat do

celkového řešeńı.
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Motiv

Neńı nutné optimalizovat pouze náklady. Chceme minimalizovat
celkovou dobu cestováńı všech cestuj́ıćıch.

Problém. Pro p̌restupy mezi linkami neexistuje žádná tabulka s časy,
tedy nelze p̌resně určit čas poťrebný k cestě, když cestuj́ıćı měńı linky.

Změna linky je pro cestuj́ıćı velmi nepohodlná. Lze řešit minimalizaćı
p̌restupů nebo maximalizaćı p̌ŕımých spoj̊u.

Železničńı společnosti nab́ızej́ı r̊uzné typy služeb. Rychlé a daleké
spoje, nap̌ŕıklad InterCity (Express) (IC/ICE) nebo InterRegio (IR) a
lokálńı pomalé spoje (CT).

Pro modelováńı cestuj́ıćıch a jejich cest se použije takzvaný system
split. Cestuj́ıćı chce jet z malé stanice a do malé stanice b. Věťsinou
však neexistuj́ı p̌ŕımé spoje typu IC/ICE/IR. Je nutné naj́ıt stanice
c,d, kde tyto spoje jsou. Cestuj́ıćı pojede (CT) spojem ze stanice a do
stanice c a z d do b a mezi stanicemi c,d pojede linkou typu
IC/ICE/IR.
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Model

Předpokládejme, že cestuj́ıćı ze stanice a do stanice b pojede tam a
zase zpět. Železničńı śıt’ budeme modelovat neorientovaným grafem
G = (V ,E ), V je množina stanic, E je množina hran (trat́ı).

Dále uvažujme čas poťrebný k projet́ı linky r jako zobrazeńı
Ti : E → Z+ a ujetou vzdálenost jako zobrazeńı Di : E → Z+.

Předpoklad. Cestuj́ıćı mezi a, b stanicemi použ́ıvaj́ı pouze
”
nejkraťśı

trasu“ vzhledem k Ti nebo Di . Necht’ je nejkraťśı trasa určena
jednoznačně, označme ji Pt .

Dále požadujeme, aby stanice kde linka zač́ıná nebo konč́ı měli
speciálńı vybaveńı (koleje na odstaveńı apod.). Označme tyto stanice
CY⊂ V . Pouze linky zač́ınaj́ıćı a konč́ıćı ve stanićıch typu CY jsou
p̌ŕıpustné. Označme množinu p̌ŕıpustných linek L0. Vzhledem k tomu,
že cestuj́ıćı se pohybuj́ı pouze po nejkraťśı trase, tak můžeme L0
zmenšit na L = {l ∈ L0|l je nejkraťśı cesta mezi a, b ∈ CY}.
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Model

Pro modelováńı chováńı cestuj́ıćıch označme

trvl : {{a, b}|a, b ∈ V , a ̸= b} → Z+

počet cestuj́ıćıch mezi stanicemi a, b.

T∅ := {{a, b}|a, b ∈ V , a ̸= b, trvl({a, b}) ̸= 0}
množinu všech pár̊u stanic a,b, kde linka mezi těmito stanicemi

nemá nulový počet cestuj́ıćıch.

f : L → Z+ frekvence pr̊ujezdu vlak̊u na nejkraťśıch linkách.

fl(e) :=
∑

t∈T∅,e∈Pt

trvl(t) celkový počet cestuj́ıćıch po hraně e.

lfr(e) :=

⌈
tl(e)

Γ

⌉
minimum vlak̊u na hraně e pro kapacitu vlaku Γ.

Pro jednoduchost budeme ḿısto trvl({a, b}) pro {a, b} = t ∈ T∅ psát
zkráceně trvl(a, b) nebo trvl(t).
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Model

max
∑
l∈L

∑
t∈T∅,Pt⊂l

dt,l

∑
l∈L,l ⊆Pt

dt,l ≤ trvl(t) pro všechny t ∈ T∅, (7)

∑
t∈T∅,e∈Pt⊆l

dt,l ≤ Γ · fl pro všechny e ∈ E , l ∈ L, (8)

∑
e∈l∈L

fl = lfr(e) pro všechny e ∈ E , (9)

fl ∈ Z+, dt,l ∈ Z+ pro všechny t ∈ T∅, l ∈ L.

dt,l je počet cestuj́ıćıch cestuj́ıćı na p̌ŕımo mezi t, pomoćı linky l .

Lze zrelaxovat dt,l ≥ 0. Tuto úlohu nazveme LOP.
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Řešeńı

LOP se řeš́ı metodou branch-and-bound . Postupně v každém kroku
p̌ridáváme jednu p̌ŕımou linku l do L a vy̌reš́ıme tento problém.

Algoritmus je moc pomalý a muśı se často ukončit po určitém čase
nebo hloubce stromu. To vede k nejistotám ohledně p̌ŕıpustnosti a
optimality nalezených řešeńı.

V praxi se však ukazuje, že tento algoritmus dává docela smysluplné
výsledky.

Máme data od společnost́ı Deutsche Bahn (DB-IC, DB-IR) a
Nederlandse Spoorwegen (NS-IC,NS-IR,NS-CT).

Je využit CPLEX solver.
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Řešeńı

Přehled parametr̊u

Výsledek pro originálńı a zrelaxovaný program
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Model

Chtěli bychom dále zredukovat velikost modelu

Cestuj́ıćı mezi t ∈ T∅, ktěŕı použ́ıvaj́ı jiné linky l1 a l2 maj́ı r̊uzné
proměnné dt,l1 , dt,l2 .

Bude-li splněna podḿınka na frekvence linky, můžeme sjednotit
všechny p̌ŕımé cestuj́ıćı mezi t jako Dt :=

∑
l∈L,Pt⊆l

dt,l .

Dostaneme menš́ı model.
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Model

max
∑
t∈T∅

Dt

Dt ≤ trvl(t) pro všechny t ∈ T∅, (10)

Dt ≤ Γ ·
∑

Pt⊆l∈L
fl pro všechny t ∈ T∅, (11)

∑
e∈l∈L

fl = lfr(e) pro všechny e ∈ E , (12)

fl ∈ Z+, Dt ∈ Z+ pro všechny t ∈ T∅, l ∈ L.

Opět lze zrelaxovat Dt ≥ 0. Tuto úlohu nazveme lop.

Lze spoč́ıtat pomoćı metody branch-and-bound , analogicky jako
p̌redchoźı úlohu.
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Řešeńı

Výsledek pro zmenšený model

Libovolné řešeńı v modelu LOP je také řešeńı v modelu lop. Model
lop je relaxace LOP.
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Řešeńı

Pro daľśı zrychleńı výpočtu lze použ́ıt cutting plane.

Věta

Pro všechny t ∈ T∅

Dt ≤
⌊
trvl(t)

Γ

⌋
(Γ−∆) +∆

∑
l∈L,Pt⊆l

fl , (13)

kde ∆ := trvl(t)−
⌊
trvl(t)

Γ

⌋
, jsou p̌ŕıpustné nerovnosti pro lop.

Pro t ∈ T∅ takové, že trvl(t) ≤ Γ, lze nahradit nerovnosti (11) za
nerovnosti Dt ≤ trvl(t) ·

∑
Pt⊆l∈L fl pro všechny t ∈ T∅ a pro t ∈ T∅

taková, že trvl(t) > Γ p̌ridáme do lop nerovnosti (13).
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Řešeńı

Věta

Uvažujme V ′ ⊂ V , E ′ ⊂ {{u, v}| |{u, v} − V ′| = 1} a
∑

e∈E ′ lfr(e) je
liché č́ıslo. Označme αl := |{e ∈ l} ∩ E |. Pak plat́ı∑

l∈L,αlodd

αl fl ≤
∑
e∈E ′

lfr(e)− 1. (14)

Přidáme-li do lop řezy (13) a
”
nějaké“ řezy (14), tak značně

zrychĺıme výpočet.
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Řešeńı

Výsledek pro model lop s použit́ım cutting -plane
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Řešeńı

Výsledek pro model lop s použit́ım cutting -plane
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Řešeńı

Problém. Když ukonč́ıme branch-and-bound algoritmus p̌redčasně,
tak nev́ıme

”
jak daleko“ jsme od optimálńıho řešeńı.

B&B dává pouze dolńı hranici na vzdálenost od optimálńıho řešeńı.

Model lop vznikne relaxaćı LOP. Tedy optimálńı hodnota účelové
funkce v lop je horńı hranice pro optimálńı hodnotu účelové funkce v
LOP. Nav́ıc v́ıme, že celkový počet cestuj́ıćıch je triviálně horńı
hranice pro hodnoty účelové funkce.
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Řešeńı

max
∑
t∈T∅

Dt

Dt ≤ trvl(t) pro všechny t ∈ T∅, (15)∑
t∈T∅,e∈Pt

Dt = Γ · lfr(e) pro všechny e ∈ E , (16)

Dt ≥ 0 pro všechny t ∈ T∅, l ∈ L.

Vy̌rešeńım této úlohy dostaneme horńı hranici pro vzdálenost
optimálńı hodnoty účelové funkce od námi napoč́ıtaného řešeńı.
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Řešeńı

Dolńı a horńı hranice pro optimálńı hodnotu LOP
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Závěr

Zavedli jsme mixed intiger linear program LOP pro optimálńı návrh
trat́ı.

Tento problém je p̌ŕılǐs velký a výpočetně náročný.

Zavedli jsme menš́ı model lop. Pomoćı vhodných řez̊u z cutting plane
jsme vy̌rešili tento problém v řádu jednotek minut.

Hodnoty napoč́ıtané z modelu lop nám daj́ı hranice na optimálńı
hodnoty LOP. Nejvěťśı rozd́ıl horńı a dolńı hranice je 3.2%.

Potenciálńı nedostatek v tomto modelu je p̌redpoklad, že lidé
použ́ıvaj́ı pouze nejkraťśı cestu. Mohlo by být výhodněǰśı uvažovat, že
lidé použ́ıvaj́ı k-nejkraťśıch cest.
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