Zasobnikové automaty, Deterministické PDA

Zasobnikové automaty

@ Zasobnikové automaty jsou rozsitenim e—NFA nedeterministickych konecnych
automat( s e prechody.

o Pridanou véci je zasobnik. Ma vlastni abecedu I

@ V kazdém kroku vidime horni pismeno zasobniku (zde X), mizeme dat
navrch libovolny konecny podet znakid v € I'*.

@ MizZe si pamatovat neomezené mnozstvi informace.

@ Deterministické zasobnikové automaty prijimaji jen vlastni podmnozinu
bezkontextovych jazykd.

e — NFA
vstup w € 17 test € F?

E——

(g, a, X) —|(q,7)

X$€ [| pristup jen na vrchol zasobniku
B
C
R
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Zasobnikové automaty, Deterministické PDA

Zasobnikovy automat (PDA)

Definition 9.1 (Zasobnikovy automat (PDA))
Zasobnikovy automat (PDA) je P = (Q, X, T, 9, qo, Zo, F), kde
a

® koneénd mnozina stav

> neprazdna konec¢nd mnozina vstupnich symboli
" neprazdna konecna zasobnikova abeceda

d prechodova funkce 0 : Q@ X (XU {e}) x I = Prn(Q x "),
(p,a,X) > (g,7)
kde g je novy stav a 7 je retézec zasobnikovych symboli, ktery
nahradi X na vrcholu zasobniku

go € @ pocatecni stav

Zy € [ Pocatecni zasobnikovy symbol. Vic na za¢atku na zasobniku neni.

F Mnozina pfijimajicich (koncovych) stavi; mize byt nedefinovana.
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Zasobn autc min é PDA

V jednom casovém kroku zasobnikovy automat:

v v vz , . Nondet.| FA
o Pfelte na vstupu Zadny nebo jeden symbol. (e Input w € £* " c F7 Acc
prechody pro prazdny vstup.) 8(a,a, X)) = (a,7)
@ Prejde do nového stavu. ¢
X' ¢ [only the top car
@ Nahradi symbol na vrchu zasobniku libovolnym z
_ iz . . ¢
Fetézcem (e odpovidd samotnému pop, jinak >

nasleduje push jednoho nebo vice symbold).

Example 9.1

Zasobnikovy automat pro jazyk: Ly, = {wwf|w € (0 + 1)*}.

PDA prijimajici Ly,
@ Start qo reprezentuje odhad, Ze je$té nejsme uprostred.
o V kazdém kroku nedeterministicky hadame;
e Zistat qo (jeSté nejsme uprostted).
o Pftejit € pfechodem do g1 (uZ jsme vidéli stfed).
V qo, pfecte vstupni symbol a da (push) ho na zasobnik
V g1, srovna vstupni symbol s vrcholem zasobniku
pokud se shoduji, pfette vstupni symbol a umaze (pop) vrchol zasobniku
Kdyz vyprazdnime zasobnik, pfijmeme vstup, ktery jsme doted precetli.
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Zasobnikové automaty, Deterministické PDA

PDA pro L,

Example 9.2 (PDA pro L)

PDA pro L, mizeme popsat

Pda = ({90, g1, 92}, 10,1}, {0,1, %}, 0, o, Zo, {g2}) kde 0 je definovana:
(4o, 0, Zo) = {(90,0%)}

g0, 1, Z0) = {(q0,120)}

Uloz vstup na zasobnik, startovni symbol tam nech

5
5(q07 Oa O) = {(q07 00)}
6(q0,0,1) = {(qo,01)} S s : S

’ ’ Ziastan v qg, precti vstup a dej ho na zasobnik
5(0,1,0) = {(0,10)} o P P
5(q07 17 1) = {(q07 11)}
0(qo, €, Z0) = {(q1, 20)}
0(qo,€,0) = {(q1,0)} € prechod g1 bez zmény zasobniku (a vstupu)
5((]0,6 1) = {(q17 )}
0(g1,0,0) = {(q1,€)} , , ) ,
5(a1,1.1) = {(qr. )} stav g1 srovna vstupni symbol a vrchol zasobniku
§(

q1,¢,20) = {(q2, 2)} nasli jsme wwF a jdeme do p¥ijimajiciho stavu
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Zasobnikové automaty, Deterministické PDA

Graficka notace PDA'’s

Definition 9.2 (Pfechodovy diagram pro

zasobnikovy automat)

Prechodovy diagram pro
zasobnikovy automat obsahuje:

@ Uzly, které odpovidaji staviim PDA.

o Sipka 'odnikud’ ukazuje po&ate¢ni
stav, dvojité kruhy oznaluji
prijimajici stavy.

@ hrana odpovida prechodu PDA.
Hrana oznacend a, X — « ze stavu
p do g znamena d0(p, a, X) 3 (g, a)

@ Konvence je, ze pocatecni symbol
zasobniku znacime Z;.

Automaty a gramatiky

Anotace hrany:

vstupni_znak, zasobnikovy_znak — push_fetézec

O.Z(] A)OZ()
1,2y = 12,
0,0 — 00
0,1 —01
1,0 — 10
1,1—-11

0,0 — ¢
1,1 —>e

—( 4o a1 q2
cZo—= 2 \_ 20— 2 O

6,0—>0
el—1
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Zasobnikové automaty, Deterministické PDA

Notace zasobnikovych automati

Example 9.3 (Notace)

a,b,c,*,+,1,(,) symboly vstupni abecedy

p,q,r stavy

u,v,w,x,y,z retézce vstupni abecedy
X,Y,E, IS zasobnikové symboly

a, B,y fetézce zasobnikovych symboli

@ Narozdil od gramatik miZze vstupni a zadsobnikova abeceda obsahovat stejné
symboly.

@ Vyhybame se stejnym nazvim stavil jako jsou pismena kterékoli z abeced.
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Zasobnikové automaty, Deterministické PDA

Definition 9.3 (Konfigurace zasobnikového automatu)

Konfiguraci zasobnikového automatu reprezentujeme trojici (g, w,~), kde
q je stav
w je zbyvajici vstup a
v je obsah zasobniku (vrch zasobniku je vlevo).

konfiguraci zna¢ime zkratkou (ID) z anglického instantaneous description (ID).

Definition 9.4 (-, F* posloupnosti konfiguraci)

Méjme PDA Py, = (Q,X,T, 0, go, Zo, F). Mé&jme stavy p,q € Q,
ae (XU{e}),X el aeTl* ainstrukci 6(p, a, X) 3 (g, ). Pak fikdme, ze
@ konfigurace (p, aw, X3) bezprostfedné vede na konfiguraci (q, w, af3),
e Znatime (p, aw, XB) F (g, w, aB).
o konfigurace / vede na konfiguraci J /5 J a | =* J pouzivdme na
oznaceni nuly a vice krokl zasobnikového automatu, t.j.

o [ F* I pro kazdou konfiguraci /
e /" J pokud existuje konfigurace K tak ze I K a K * J.
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Zasobnikové automaty, Deterministické PDA

konfigurace zdsobnikového automatu na vstup 1111

(qo,llll,Zo)
(qo,111,17p) (q1,1111, Zo)
/\ L
(qO,].L].lZo) (q1,111,lZo) ((.‘[2,1111,20)
— | |
(90,1,1112,) (g1,11,117)  (q1,11,2Z) nedoétené slovo
(qo,e,llllZo) (ql,l,lllzo) (ql,l,].Zo) (q2,11,Zo)
! ! | |
(g1,€,11117,) (q1,€,1125) (g1,€,Z0) nedoétené slovo

| | }

nepfijimajici stav  nepfijimajici stav | (g2, €, Zo)
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Zasobnikové automaty, Deterministické PDA

Jazyky zasobnikovych automatd

Definition 9.5 (Jazyk pfijimany koncovym stavem, prazdnym zéasobnikem)

Méjme zasobnikovy automat Py, = (Q, X, T, 9, qo, Zo, F). Pak L(Pg,), jazyk
pfijimany (akceptovany) koncovym stavem je
L(Paa) = {w|(qo, w, Zo) Fp,, (g,€, ) pro néjaké g € F a libovolny Fetézec
aelwex*}
jazyk prijimany prazdnym zasobnikem N(P,,) definujeme
N(Paa) = {w|(qo, w, Zo) 5, (q,€,¢€) pro libovolné g € Q;w € X*}.

o Protoze je mnozina prijimajicich stavlii F nerelevantni, mize se vynechat a
PDA je Sestice P4, = (Q, X, T, 0, go, Zo).

Example 9.5

Example 9.4 P!, = Py, z predchoziho piikladu, jen
Zasobnikovy automat z zménime instrukci, aby umazala poslednf{
predchoziho prikladu pFijima symbol 0(q1, €, Zo) = {(g2, Zo)} nahradime
Lywr koncovnym stavem. 0(q1,¢, 20) = {(g2,¢€)}

Nyni L(PL,) = N(P},) = L.
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Zasobnikové automaty, Deterministické PDA

Priklad If-Else

Example 9.6 (If-else pfijimané prazdnym zasobnikem)

e, —¢€
Nasledujici zasobnikovy automat zastavi p¥i prvni chybé na | ; 7 77

if (i) a else (e), mame-li vice else nez if.

Pv = ({a}, {i,e},{Z}, 9w, q, Z) kde
° on(g, i, Z) = {(q,22)} push —
° on(q, e, Z) = {(q,€)} pop

Example 9.7 (PFijimani koncovym

stavem)
o e,Z —e
(kgz’ 9,1}, 1i; e}, {2, Xo}, 0r, p, Xo, {r}) iZ 27
° Jr(p, e, Xo) = {(q, ZXp)} start H@ €, Xo — ZXo% €, Xo — € @
° dr(q,7,Z) = {(q,ZZ)} push /
° 0r(q,e,2) = {(a,€)} pop
° r(q,€,Xo) = {(r,€)} pfijmi
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Zasobnikové automaty, Deterministické PDA

Necteny vstup a dno zdsobniku P neovlivni vypocet

Mé&jme PDA Py, = (Q,%,T, 6, o, Zo, F) a (p,u,a) =5, (q,v, ). Potom pro
libovolné slovo w € ¥* and v € T* plati: (p, uw,ay) Fp (g, vw, 37).
Specielné pro v = € a/nebo w = e.

Indukei podle poctu konfiguraci mezi (p, uw, ay) a (q, vw, 57). Kazdy krok
(p,u,@) =5, (q,v,B) je urCen bez w a/nebo 7. Proto je mozny i se symboly na
konci vstupu / dné zasobniku. O

Pro PDA Py, = (Q,X,T, 0, qo, 2o, F) a (p,uw,a) F5  (q,vw, 3) plati
(pa u, 0[) }_),Eda (qa v, 5)

Remark Pro zasobnik ale obdoba neplati. PDA mize zasobnikové symboly
pouZit a zase je tam naskladat (push). L = {01'0/1/}, konfigurace
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Zasobnikové automaty, Deterministické PDA

Od prijimajiciho stavu k prazdnému zasobniku

Lemma 9.3 (Od prijimajiciho ,

stavu k prazdnému zasobniku) Necht Py = (Q U {po.p}, 2T U
{Xo}, 0, po, Xo), kde

Méjme L = L(PF) pro néjaky ] 5N(p0,€,X0) = {(qo,ZOXO)} start

PDA

e V(ge Q,acxrU{e},YeT)
PF:(Q7Z,I—,5F,q0,ZO7F)- 5N(q a Y):(Sp(q a Y)
Pak existuje PDA Py takovy, Ze simulvuj’eme o
L = N(Py).

(Pn) e V(geF,Y cTU{X}),
5u(g,e,Y) > (p.<) pjmout
pokud Pf pfijima,

o V(Y eTU{Xo}),
on(p, e, Y) = {(p,€)} vyprazdnit
zasobnik.
Pak w € N(Py) iff w € L(Pg). O
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Zasobnikové automaty, Deterministické PDA

Od prazdného zasobniku ke koncovému stavu

Lemma 9.4 (Od prazdného

zasobniku ke koncovemu Pe = (QU{po, pr}, X, TU{Xo}, 6F, po, Xo, {pr})

kde df je

stavu)

Pokud L = N(Py) pro

néjaky PDA ® 5F(po, €, Xo) = {(q0, Z0X0)} (start).
Py = (Q,Z, r,(SN,qo,Zo), ) V(qE Q7aE ZU{G},Ye I'),
pak existuje PDA Pg 0r(g,a,Y) =4dn(q,a,Y).
takovy, Ze L = L(PF). e Navic, dr(q, €, Xo) > (pr, €) pro kazdy
g€ Q.
Chceme ukazat w € N(Py) iff w € L(PF).
~(») o (If) Pr pfijima nasledovné:

€ Xo— ZoXg ©Xo—e

(p07 w, XO) FP,: (qO, w, ZOXO) F*P,::NF
(q7 €, XO) }_PF (pfa €, 6)'

o (Only if) Do pr nelze dojit jinak nez
predchozim bodem. 0
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Zasobnikové automaty, Deterministické PDA

Ekvivalence jazyk(i rozpoznavanych zasobnikovymi
automaty a bezkontextovych jazyki

Theorem 9.1 (' L(CFG), L(PDA), N(PDA))

Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
o Jazyk L je bezkontextovy, tj. generovany bezkontextovou gramatikou.
o Jazyk L je prijimany néjakym zasobnikovym automatem koncovym stavem.
o Jazyk L je prijimany néjakym zasobnikovym automatem prazdnym
zasobnikem.

Dikaz bude veden sméry dle nasledujiciho obrazku.
Lemma 9.5 Lemma 9.4
PDA
prazdnym
zasobnikem

PDA
koncovym
stavem

bezkontextova
gramatika

Lemma 9.6 Lemma 9.3
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Zasobnikové automaty, Deterministické PDA

Od bezkontextové gramatiky k zasobnikovému automatu

Algorithm: Konstrukce PDA z CFG G
Méjme CFG gramatiku G = (V, T, P,S).
Konstruujeme PDA P = ({q}, T,V UT,0,q,S).

(1) Pro netermindly A € V, §(q,¢,A) = {(q,8)|A — B je pravidlo G}.
(2) pro kazdy terminal a € T, 6(q, a,a) = {(qg,¢)}.

Example 9.8

Konvertujme gramatiku: G = ({E, I},{a, b,0,1,(,),+, *},{/ — a|b|/a|lb|I0]/1,
E — I|E + E|E + E|(E)}, E).

MnoZina vstupnich symbold PDA je ¥ = {a,b,0,1,(,),+,*}, T =X U{l, E},
prechodova funkce d:

° i(q,¢,1) ={(q,a),(q,b),(q, ), (q, Ib), (q, 10), (g, 11)}.

° i(q,¢,E) ={(q, 1), (9, E* E),(q, E + E), (g, (E))}-

o Vs e X jed(q,s,s)=1{(q,€)}, napt. 6(q,+,+) ={(g,€)} -

lové
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Zasobnikové automaty, Deterministické PDA

CFG a PDA

Lemma 9.5 (P¥ijimani prazdnym zasobnikem ze CFG)

Pro PDA P, konstruovany z CFG G algoritmem vyse je N(P) = L(G).

(1) Pro netermindly A€ V, d(q,¢,A) = {(q, B)|A — 3 je pravidlo G}.
(2) pro kazdy terminal a € T, §(q, a,a) = {(qg,€)}.

o Leva derivace: E= ExE = I*xE = axE=axl=axb

@ Posloupnost konfiguraci:
(q,axb,E)F(q,axb,ExE)F(q,axb,I+E)F (q,a*b,axE)
F (g,*b,*E) H(q,b,E)F (g, b,1) F (g, b, b) - (q,€,¢€)
Pozorovani:
@ Kroky derivace simuluje PDA € prepisy zasobniku
@ odmazavany vstup u PDA v derivaci zlistava az do konce
o az PDA vymaze termindly, pokraluje v prepisech.
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Zasobnikové automaty, Deterministické PDA

CFG a PDA

w € N(Pg,) < w € L(G).

Necht w € L(G), w m4 levou derivaci S=v1 =1 = ... = 7, = w.
Im Im Im

Indukci podle i dokazeme (g, w, S) l;* (g, vi, i), kde v; = u;a; je leva
sentencialni forma a u;jv; = w.
@ Pokud ~; obsahuje pouze terminaly, v; = uja; = w = u;v;, tedy a; = v; a
pravidly typu (2) vyprazdnime vstup i zasobnik.
@ Kazda nekoncova sentencialni forma ; mize byt zapsana u;Aq;,

Vv

A nejlevéjsi netermindl, u; fetézec terminald

indukéni predpoklad nés doved| do konfigurace (q, v, Ac;), w = u;v;

(]

Pro ~; I:> ~i+1 bylo pouzilo pravilo (A — 3) € P
'm

(]

PDA nahradi A na zésobniku (3, pfejde na konfiguraci (g, v;, Ba;).

odstrafime vSechny terminaly v € ¥* zleva Sa porovnavanim se vstupem
@ Vi = wvq1 a zaroven fa = vait1

o presli jsme do nové konfigurace (g, vii1, @j11) a iterujeme.
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Zasobnikové automaty, Deterministické PDA

w € N(Pgy) = w € L(G).

Dokazujeme: Pokud (g, u, A) I;* (g,¢,¢), tak A :Z> u.
Indukci podle poctu kroki Py,.
e n =1 krok:
e a € X, prechod d(q, a, a) > (g, €), v derivaci
zadny krok,
o A€, prechod d(q,¢,A) 3 (g, €) pro pravidlo
gramatiky (A — ¢€) € G.
@ n > 1 krokd;
o Prvni krok typu (2) — terminaly, nerozsitujeme Y]
derivaci.
e Prvni krok typu (1), A nahrazeno Y1Y>... Yk z
pravidla A— Y1 Y2 e Yk.
Rozdélime u = wiuy . . . uk: Yk

@ ctenim symbolu Y; skoncilo slovo u;j_1 a
zadina u;.

Pouzijeme indukéni hypotézu na kazdé
i=1,..., k:

(g, uiviz1 ... uk, Yi) " (q, Uit - . . Uk, €) a
dostaneme Y; =" u;.
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Zasobnikové automaty, Deterministické PDA

Priklad: Od zasobnikového automatu ke gramatice

Prevedme PDA Py = ({q},{i, e},{Z},0n, q,Z) na obrazku na
gramatiku.
o Neterminaly gramatiky budou V = {S,[gZq]} novy start a
jedina trojice Py. e,z —e¢
o Pravidla: ihZ—2Z
o S — [qZq].
° [qZg] — e
o [qZq] — i[qZq][qZq]. -
MuaZeme nahradit trojici [gZq] symbolem A a dostaneme:
S—A
A= iAAle.
Protoze A a S odvozuji pfesné stejné fetézce, miizeme je
ztotoznit: G = ({S}, {i, e}, {S — iS5|e}, S).
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Zasobnikové automaty, Deterministické PDA

Od zasobnikového automatu ke gramatice CFG

@ Zasobni automat bere jeden symbol ze zasobniku. Stav
pred a po kroku mize byt rlizny.
o Neterminaly gramatiky budou slozené symboly [gXp],
PDA vysel z g, vzal X a presel do p; q
a zavedeme novy pocatecni symbol S. Xt

Lemma 9.6 (Gramatika pro PDA)

Méjme PDA P = (Q,X,T, 0, qo, Zy). Pak existuje El: ;
bezkontextova gramatika G takovd, Ze L(G) = N(P). 5

Pravidla definujeme:
e Vpe Q: S—[qgoZop], tj. uhodni koncovy stav a spust PDA na
(g0, w, Zo) H* (p, €, €).
@ Pro vsechny dvojice
(p, YiYa... Yk) € 0(q,s,X),s € ZU{e},Vp1,...,pk—1 € Q vytvor pravidlo

[aXpk] = s[pYipillp1Yapa] - - - [Pk—1Ykpx]
@ spec. pro (p,€) € §(q, a, A) vytvor [gAp] — a.
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Zasobnikové automaty, Deterministické PDA

Pro w € ¥* dokazujeme
[gXp] = w pravé kdyz (g, w, X) F* (p, €, €)
indukei v obou smérech (pocet krokii PDA, pocet kroki derivace.) O

Example 9.10 ({0"1"; n > 0})

1) Pravidla
S — [pZopll[pZod] (1
(p,0,20) > (p,A)  [pZop] — O[pAp] (2

[pZoq] — O[pAq] (3 8:50_?;\1\\ LA

)
|
(p,0,A) > (p, AA)  [pAp] — O[pAp][pAp]  (4)
[PAp] — O[pAq][gAp]  (5) H@) @)
[PAq] — O[pAp][pAq] (63 LA—e
)
)

[PAq] — O[pAd][gAq] (7

o(p,1,A) > (q.¢)  [pAq] — 1 (8

5(q,1,A) > (q,¢)  [qAq] — 1 9
Derivace 0011

S =0 [pZyq] =) 0[pAq] =) 00[pAq][gAq] =® 001[gAq] =(*) 0011

v
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Zasobnikové automaty, Deterministické PDA

Shrnuti

@ Zasobnikovy automat PDA je e-NFA automat rozsiteny o zasobnik,
potencialné nekoneénou pamét

e a zasobnikovou abecedu, pocateéni zasobnikovy symbol, pfrechodova funkce
Cte a piSe na zasobnik, piSe i fetézec

@ Prijimani koncovym stavem a prazdnym zasobnikem, pro nedeterministiké
PDA ptijimaji stejnou t¥idu jazyki

@ a to bezkontextové jazyky, generované bezkontextovymi gramatikami.
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Deterministicky zasobnikovy automat (DPDA)

Definition 9.6 (Deterministicky zasobnikovy automat (DPDA))

Zasobnikovy automat P = (Q, X, T, d, qo, Zo, F) je deterministicky PDA pravé

kdyZ plati zaroven:

@ J(q, a, X) je nejvyse jednoprvkova V(q, a, X) € Q x (X U {e}) x T.
o Je-li 0(g, a, X) neprézdnd pro néjaké a € ¥, pak (g, e, X) musi byt prazdna.

Example 9.11 (Det. PDA ptijimajici Lycwr)

o Jazyk L, palindromi je
bezkontextovy, ale nema prijimajici
deterministicky zasobnikovy automat.

@ Druha podminka zarucuje, ze nebude
volba mezi € prechodem a ¢tenim
vstupniho symbolu.

@ Vlozenim stfedové znacky ¢ do
Luewr = {wew®|w € (0 + 1)*}
dostaneme jazyk rozpoznatelny DPDA.

Automaty a gramatiky

Marta Vomlelova
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Zasobnikové automaty, Deterministické PDA

Regularni jazyky, DPDA's

RL C Lpppa & Lppa = CFL = Nppa 2 Npppa.

Theorem 9.2
Necht L je reguldrni jazyk, pak L = L(P) pro néjaky DPDA P.

DPDA miizZe simulovat deterministicky kone¢ny automat a ignorovat zasobnik.
(nechat tam Zp). O

Jazyk Lycnr je prijimany DPDA ale neni regularni.

Dikaz neregularity z pumping lemmatu na slovo 0"c0".
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Zasobnikové automaty, Deterministické PDA

Example 9.12

Jazyk Lpp = {a'b’|i € N} U {a'b?|i € N} je bezkontextovy, ale neni p¥ijimany
zadnym deterministickym zasobnikovym automatem.

o SPOREM: Predokladejme, ze existuje deterministicky PDA M pfijimajici
jazyk Lapp.

@ Vytvorme dvé kopie, M; a M,, odpovidajici si uzly budeme nazyvat
sourozenci.

@ Zkonstuujeme novy automat:

o Pocate¢nim stavem bude pocatecni stav M;

o koncovymi stavy budou koncové stavy M,
e prechody z koncovych stavi My 6(p, b, X) = (g, X)

@ presmérujeme do sourozencli g v Mp a prejmenujeme b na ¢
e v automatu M, hrany oznacené b preznaéime na c.
e Vysledny automat ptijima {a’b'c’|i € N} protoze
o M je deterministicky, nema jinou cestu, tj. i ve slové a'b?* musel jit zalatek
stejné a pak &ist b', nyni ¢,

e o {a'b'c’|i € N} vime, Ze neni bezkontextovy, tj. deterministicky M nemiZe
existovat.

1
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Zasobnikové automaty, Deterministické PDA

Bezprefixové jazyky

Definition 9.7 (bezprefixové jazyky)

Rikdme, Ze jazyk L C ¥* je bezprefixovy pokud neexistuji slova u,v € L a
z € Y1 tak, Ze u = vz. Tj. pro zadn4 slova jazyka u, v nenf vlastni v prefix u.

Example 9.13

o Jazyk L,cr je bezprefixovy.

o Jazyk L = {0}* neni bezprefixovy.

Theorem 9.3 (L € N(Ppppa) pravé kdyz L bezprefixovy a L € L(Ppppa) )

Jazyk L je N(P) pro néjaky DPDA P pravé kdyz L je bezprefixovy a L je L(P")
pro néjaky DPDA P’.

= Prefix pfijmeme prazdnym zasobnikem, pro prazdny zasobnik neexistuje
instrukce, tj. Z4dné prodlouZeni neni v N(P).

< P¥evod P! na P nepfida nedeterminismus (prvni koncovy -> smaz hrany

v vee o
Z néj, prijmi).
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Zasobnikové automaty, Deterministické PDA

720\

L3
regularni jazyky
0,00

bezprefixové DPDA
{0"1™; n > 0}

deterministické PDA
{0"1™,0 < n < m}

kontextové (=CL)

bezkontextové (=CFL)
{wwR|w € {0,1}}
Lo

rekurzivné
spocetné
Lo
L, = {(M, w);
TM M pfijima w}

Ly = {w; TM s kédem w nepfijima vstup w}
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Uzavérové vlastnosti

Theorem 10.1 (CFL uzavfené na sjednocenf, konkatenaci, iteraci, reverzi)

CFL jsou uzaviené na sjednoceni, konkatenaci, iterace (x), positivni iterace (+),

zrcadlovy obraz wR.

@ Sjednoceni:

o pokud Vi N V4 # () pfejmenujeme neterminaly,
e pfiddme novy symbol Spew a pravidlo Spew — 51|52

o zietézeni (=konkatenace) Lj.L,
Snew — 5152 (pro Vi N Vo = 0, jinak prejmenujeme)
o iterace L* = J;5q L'
Snew — SSnew|e€
e pozitivni iterace LT = J,o, L'
Snew = SSnewlS
e zrcadlovy obraz LR = {wR|w € L}

R v .
X — w" obratime pravou stranu pravidel. O
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Uzavérové vlastnosti, Dykovy jazyky

Priinik bezkontextovych jazyki

Example 10.1 ( CFL nejsou uzaviené na priinik)

e Jazyk L = {0"1"2"|n > 1} = {0"1"2/|n,i > 1} N {071"2"|n,i > 1}
neni CFL, i kdyz oba cleny priniku jsou bezkontextové, dokonce deterministické
{0"1"27|n,i > 1} {S — AC,A — 0A1|01, C — 2C|2}
{0/11"2"|n,i > 1} {S — AB,A — 0A|0, B — 1B2|12}
@ prinik neni CFL z pumping lemmatu.

bezkontextové.

paralelni béh dvou zasobnikovych automati
o fidici jednotky umime spojit (viz kone¢né automaty)
@ (teni umime spojit (jeden automat muize éekat)
@ bohuzel dva zasobniky nelze obecné spojit do jednoho

dva neomezené zasobniky =Turinglv stroj
=rekurzivné spoletné jazyky Lg

Marta Vomlelova Automaty a gramatiky April 10, 2024 186 /283



vlastnosti, Dykovy jazyky

Prinik bezkontextového a regularniho jazyka

FA

Theorem 10.2 (CFL i DCFL jsou uzaviené na prinik
s regularnim jazykem) nputhe E £ ept/Re

o Méjme L bezkontextovy jazyk a R regularni jazyk.
Pak L N R je bezkontextovy jazyk. 7

o Méjme L deterministicky CFL a R regularni jazyk. E

Pak LN R je deterministicky CFL.

Proof:

@ zasobnikovy a konecny automat mizeme spojit
o FA A1 = (Ql,z,51, qi, Fl)
o PDA pfijimani stavem M; = (Qz, > T, 02, q, 2o, F2)

@ novy automat M = (@1 x @, X,T,4, (g1, 92), Zo, F1 X F2)
o ((r,;s),@) € 6((p,q),a, Z) pravé kdyz

a#e r=0(p,a)&(s,a)€ d(qg,a,Z) ...automaty &tou vstup
a=e (s,a) € d(qg,€2) PDA méni zasobnik
r=p FA stoji

o zfejmé L(M) = L(Ay) N L(My)
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ové vlastnosti, Dykovy jazyky

Substituce a homomorfismus

@ Opakovani definice:

Definition ((5.1,5.2)substituce, homomorfismus, inverzni homomorfismus)

Mé&jme jazyk L nad abecedou X.
Substituce o; Va € X : 0(a) = L, jazyk abecedy X, tj. o(a) C X3
prevadi slova na jazyky:

o o(e) = {e},
@ o(ay...ap)=o0(a1)..... o(an) (konkatenace), tj. o : 2 — P((U,ex 2a)")
° o(L) = Unero(w).

homomorfismus h, Va € X : h(a) € X}

prevadi slova na slova

o h(e) =,
@ h(ay...an) = h(ay)..... h(an) (konkatenace) tj. h: X* — (U,cx Xa)*
e h(L) ={h(w) |w € L}.
Inverzni homomorfismus prevadi slova zpét
o h=1(L) = {w|h(w) € L}.
Aitieriey © Gl e TI0] 2008 Toa) 263




Pr¥iklad: Substituce

Example 10.2

Méjme gramatiku G = ({E},{a,+,(,)},{E — E + E|(E)|a}, E). Méjme
substituci:

o o(a) = L(G,), G, = ({I},{a, b,0,1}, {I — I0|11]/a|Ib|a|b}, 1),

o o(+) ={—,*,:,div, mod},
° o(() =1{(.

°a())={}

o (a+a)+acL(G)

@ v o(+) chybi + pro ukazku, ze (a+ a) + a ¢ o(L(G)).
o (a001 — bba) * bl € o((a+ a) + a) C o(L(G))
Co se stane, kdyz zménime definici:
o o(()={G [}
° a())=1{)1}7
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Priklad: Homomorfismus

Example 10.4
Mé&jme gramatiku
Example 10.3
A . G={E}{a+,(,)}
Méjme gramatiku {E — a+ E|(E)|a}, E). M&me
G =({E}.{a+,(,)}, B homomorfimus:
{E — E + E|(E)|a}, E). Méjme o hy(a) = 3
homomorfimus: 2
® h(a)=¢ ° ha(+) =+
o h(+) =, ° M0 =e
o h(() = left, ° h) =«
° h()) = right. ) 1 Je jazyk L(G) regularni?

2 Je jazyk h(L(G)) regularni?
3 Je jazyk h=1(h(L(G)))
regularni?

4 Je h=Y(h(L(G))) = L(G)?

e h((a+ a) + a) = leftright,
o h~(leftright) > (a+ +)a.
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Theorem 10.3 (CFL jsou uzavfené na substituci)

Méjme CFL jazyk L nad ¥ a substituci o na X
takovou, Ze o(a) je CFL pro kaZdé a € ¥. Pak je S Sa,

i o(L) bezkontextovy (CFL). i:
X1 Xk n

@ Idea: listy v derivacnim stromu generuji dalsi stromy.
e Pfejmenujeme neterminély na jednoznac¢né viude v G = (V, X, P, S),
Gy = (Va, T2, Pa, Sa),2a€ X
e Vytvofime novou gramatiku G = (V'/, T', P",S) pro o(L):
o V'=VU, Vs

o T' = Uaez T,
o P'=|J,cy PU{p € P kde viechna a € ¥ nahradime S,}.

G’ generuje jazyk o(L). a
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Substituce bezkontextovych jazyki

Example 10.5 (substituce)

L={ab|0<i<j} S — aSb|Sble

o(a) =Ly ={c'd'|i>0} S — cSidle

U(b):LQI{C"IZO} Sg—)CSZ‘G

O'(L)Z S — 51552‘552|6, 51 — C51d|€, 52 — C52|6

Theorem 10.4 (homomorfismus)

Bezkontextové jazyky jsou uzavieny na homomorfismus.

o P¥imy dusledek predchozi véty.

@ Termindl a v derivaénim stromé nahradim slovem h(a). 0
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Uzavérové vlastnosti, Dykovy jazyky

CFL jsou uzavrené na inverzni homomorfizmus

Theorem 10.5 (CFL jsou uzavfené na inverzni homomorfizmus)

Mé&jme CFL jazyk L a homomorfizmus h. Pak h=1(L) je bezkontextovy jazyk.

Je—li L deterministicky CFL, je i h=Y(L) deterministicky CFL.

Idea
Input
@ preteme pismeno a a do vnitniho bufferu [T 1] P
dame h(a)
@ simulujeme vypocet M, kdy vstup bereme
z bufferu

@ po vyprazdnéni bufferu na¢teme dalsi
pismeno ze vstupu

@ slovo je prijato, kdyz je buffer prazdny a M
je v koncovém stavu

buffer je konecny, mizeme ho tedy
modelovat ve stavu

Automaty a gramatiky
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€ F?|Accept/Reject

h(a) PDA
[ O

@ pro L mdme PDA M = (Q,X,T, 4, go, Zo, F) (koncovym stavem)
o h: T—X*
e definujeme PDA M’ = (Q', T,T,d,[qo, €], Zo, F x {€}) kde
Q =A{[q,u]|lge QueX* Iac T)IveX*)h(a)=vu} uje buffer
8(la,€l,a,Z2) ={([g,h(a)],2)} naplfiuje buffer
&(lg,ul e, Z2) = A{(lp, ul, (P, 7) € 0(q,¢,2)}

U{([p, v],MI(p,v) € (g, x,Z),u=xv}  Clte buffer, x € X

Pro deterministicki' PDA M ie i M’ deterministicky. |
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vlastnosti, Dykovy jazyky

Pouziti uzavrenosti priniku CFL a RL

Example 10.6

Jazyk L = {071/2%3!|i = 0V j = k = I} neni bezkontextovy.

Proof: Dikaz sporem:

@ Necht L je bezkontextovy jazyk
o Ly = {0172%3/|j k,I > 0} je regularni jazyk
e {S§—0B,B—1B|C,C — 2C|D,D — 3D|e}

e LN Ly ={01723/|i > 0} neni bezkontextovy => SPOR s uzavfenosti
na prinik s regularnim jazykem. 0

L je kontextovy jazyk

S — E|0‘OA|B1|C1|D1

B, — l|131|C1, C1 — 2|2C1|D1, D, — 3‘3D1

A = 00A|P

P — 1PCD|1CD

DC — CD prepiseme {DC — XC,XC — XY, XY — CY,CY — CD}
1C—>12 2C—>22 2D — 23, 3D — 33.
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Uzavérové vlastnosti, Dykovy jazyky

Rozdil a doplnék

Theorem 10.6 (Odecteni regularniho jazyka)

Méjme bezkontextovy jazyk L a regularni jazyk R. Pak:
o L — R je CFL.

L—-R=LNR,R je regularni. ]

Theorem 10.7 (CFL nejsou uzaviené na doplnék ani rozdil)

Trida bezkontextovych jazykii neni uzaviena na doplnék ani na rozdil.

CFL nejsou uzavrené na doplnék ani rozdil.

Méjme bezkontextové jazyky L, Ly, Ly, regularni jazyk R. Pak:
o L nemusi byt CFL. Linly,=1;UL,.
o L; — Ly nemusi byt CFL. >* — L neni vzdy CFL.
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Uzavérové vlastnosti deterministickych CFL

@ Rozumné programovaci jazyky jsou deterministické CFL.

@ Deterministické bezkontextové jazyky
@ nejsou uzavrené na prinik
e jsou uzaviené na prinik s regularnim jazykem
e jsou uzavrené na inverzni homomorfismus.

Doplnék deterministického CFL je opét deterministicky CFL.

@ idea: prohodime koncové a nekoncové stavy
o nedefinované kroky oSetfime 'podlozkou’ na zasobniku
@ cyklus odhalime pomoci Citace

@ azZ po precteni slova prochazi koncové a nekoncové stavy
stadi si pamatovat, zda prosel koncovym stavem. ]
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Uzavérové vlastnosti, Dykovy jazyky

Ne—uzavrenost deterministickych CFL

Example 10.7 (DCFL nejsou uzaviené na sjednoceni)

Jazyk L= {a'bick|i #jVj+# kVi# k} je CFL, ale neni DCFL.

Vzhledem k uzavfenosti DCFL na dopInék by byl DCFL i
Lna*b*c* = {a'bick|i = j = k}, o kterém vime, Ze neni CFL (pumping
lemma)

Example 10.8 (DCFL nejsou uzaviené na homomorfismus)

Jazyky Ly = {a'b/ck|i # j}, Lo = {a'bIck|j # k} , Lz = {a'b/cK|i # k} jsou
deterministické bezkontextové.
o Jazyk OL; U 1L, U2L3 je deterministicky bezkontextovy
o Jazyk L; U Ly U L3 neni deterministicky bezkontextovy
polozme h(0) =¢, h(1l) =¢,, h(2) =c¢
h(x) = x pro ostatni symboly
° h(0L1 Ull, U2L3) =L, ULl,U lLs, o
o doplnék L; UL U Ls Na*b*c* = {a'bick|i =j = k}.
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Uzavérové vlastnosti, Dykovy jazyky

Uzavérové vlastnosti v kostce

jazyk reguldrni (RL) | bezkontextové | deterministické CFL
sjednoceni NE

prinik NE NE

NsRL

doplnék NE

homomorfizmus NE
inverzni hom.
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Uzavérové vlastnosti v kostce

stnosti, Dykovy jazyky

jazyk regularni (RL) bezkontextové deterministické CFL
sjednocenf ANB=AUB

. _ frnqnen [ {0""2|n,i > 1}
prinik L={0"1"2 |n>1}_{ﬁ{0i1"2"|n,i21}
N's RL
doplnék ANB=AUB
homom. h(0) = h(1) =0 cca. U

topu 1 [T ]T]

inverzni hom.

Accepuieject

Accept/
reject

Marta Vom|

Automaty a gramatiky
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Uzavérové vlastnosti, Dykovy jazyky

Dyckovy jazyky

Definition 10.1 (Dyckiv jazyk)

Dyckiv jazyk D, je definovan nad abecedou Z, = {ay, a'17 ..., an, aL} nasledujici
gramatikou: S — e|55|315a|1\ . |a,,SaL.

Uvodni pozorovant:
@ jedna se zfejmé o jazyk bezkontextovy
o Dyckiv jazyk D, popisuje spravné uzavorkované vyrazy s n druhy zavorek
@ timto jazykem lze popisovat vypocty libovolného zasobnikového automatu

@ pomoci Dyckova jazyka Ize popsat libovolny bezkontextovy jazyk.

L= (lj N !)-\ regularni jazyk;
popisuje vSechny
homomorfismus; yckiiv jazyk; vy-  troky vypoctu

Cisti pomocné sym- birad pouze korektnfi
boly vypocty
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Uzavérové vlastnosti, Dykovy jazyky

Jak charakterizovat bezkontextové jazyky?

@ Pokud do zasobniku pouze
Finite pridavame

—| state i
Input control Accept/reject

¢

E Stack @ stadi kone¢ni pamét — koneény
automat.
potfebujeme ze zdsobniku také odebirat (Eteni symbolu)
takovy proces nelze zaznamenat v konecné strukture

potom si staci pamatovat
posledni symbol

@ pridavani a odebirani neni zcela libovolné
jedna se o zasobnik, tj. LIFO (last in, first out) strukturu
@ roztdhnéme si vypocet se zasobnikem do linearni struktury

X symbol pfidan do zasobniku
X~ symbol odebran do zasobniku

pridavany a odebirany symbol tvo¥i par ZZ71 BAA"L cC 1 B!
N N N

ktery se v celé posloupnosti chova jako zavorka

Marta Vomlelova Automaty a gramatiky April 10, 2024 202 /283



vlastnosti, Dykovy jazyky

Theorem 10.8 (Dyckovy jazyky)

Pro kaZdy bezkontextovy jazyk L existuje reguldrni jazyk R tak, Ze L = h(D N R) pro vhodny
Dyckiv jazyk D a homomorfismus h.

@ mame PDA pfijimajici L prazdnym zasobnikem

@ prevedeme na instrukce tvaru 6(q, a, Z) € (p, w), |w| <2

o delsSi psani na zasobnik rozdélime zavedenim novych stavi

@ necht Rl obsahuje vSechny vyrazy

o g 'aa 'Z7'BAp pro instrukci 6(q, a, Z) > (p, AB)

e podobné pro instrukce d(q, a,Z) € (p, A),d(q, a, Z) € (p,€)
o je-li a =€, potom dvojici aa~! nezafazujeme
@ definujeme R takto: Zoqo(R!)* Q1!
@ Dyckiiv jazyk je definovan nad abecedou Y UYX-'UuQuU Q-lurur-!
@ DN Zyqo(R)* Q1 popisuje korektni vypotty

~ = = =
2y qoqo_1 aa_lzo_l BApp_1 bb~tA~? gq~ ! cc Bt

@ homomorfismus h vydéli prectené slovo, tj.
h(a) = a  pro vstupni (¢tené) symboly

h(y) = €  pro ostatni. !
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