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Motiv

Matice p̌rechodu jsou významné nástroje v analýze kreditńıho rizika.
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Motiv

Matice p̌rechodu jsou významné nástroje v analýze kreditńıho rizika.

V praxi se použ́ıvaj́ı odhady v diskrétńım čase.

Ni - počet společnost́ı v kategorii i na začátku obdob́ı.
Ni,j - počet společnost́ı, které jsou na začátku obdob́ı v kategorii i
a na konci ondob́ı v kategorii j .
p̂i,j =

Ni,j

Ni
, j ̸= i .
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Ni
, j ̸= i .

Důsledek: Je-li Ni ,j = 0 pak p̂i ,j = 0, což může vést k problému u
extrémńıch pozorováńı (outlier data). Nap̌ŕıklad p̌rechod z AAA do
default.
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Ni,j - počet společnost́ı, které jsou na začátku obdob́ı v kategorii i
a na konci ondob́ı v kategorii j .
p̂i,j =

Ni,j

Ni
, j ̸= i .

Důsledek: Je-li Ni ,j = 0 pak p̂i ,j = 0, což může vést k problému u
extrémńıch pozorováńı (outlier data). Nap̌ŕıklad p̌rechod z AAA do
default.

Odhady ve spojitém čase dokážou zachytit tyto extrémńı p̌rechody[1].

[1] Skødeberg, T., 1998. Statistical analysis of rating transitions – a survival analytic approach.
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Data

Historický rating od společnosti S&P v obdob́ı
1. 1. 1981 - 31. 12. 1997 (17 let).
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Data

Historický rating od společnosti S&P v obdob́ı
1. 1. 1981 - 31. 12. 1997 (17 let).

Celkově n = 6659 r̊uzných společnost́ı.

Kategorie AAA,AA,A,BBB,BB,B,CCC ,D (default) a NR
(nehodnoceno). Kategorie CC a C jsou sjednoceny s CCC .
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Data

Historický rating od společnosti S&P v obdob́ı
1. 1. 1981 - 31. 12. 1997 (17 let).

Celkově n = 6659 r̊uzných společnost́ı.

Kategorie AAA,AA,A,BBB,BB,B,CCC ,D (default) a NR
(nehodnoceno). Kategorie CC a C jsou sjednoceny s CCC .

Celkově je zaznamenáno 7282 změn ratingu, včetně p̌rechodu do
kategorie NR.
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Homogenńı p̌ŕıpad

Označ́ıme jednotlivé ratingy od 1 do K , kde 1 je rating NR,
2 je AAA a K je default. Máme tedy matici p̌rechodů za obdob́ı
t ∈ R+, označme ji P(t). Tato matice má na pozici i , j prvek
pi ,j(t), což je pravděpodobnost p̌rechodu z kategorie i na začátku
obdob́ı do kategorie j na konci obdob́ı, tedy v čase t.
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pi ,j(t), což je pravděpodobnost p̌rechodu z kategorie i na začátku
obdob́ı do kategorie j na konci obdob́ı, tedy v čase t.

Tato matice se dá zapsat ve tvaru P(t) = exp(Λt) =
∑∞

k=1
Λk tk

k! , kde

matice Λ má na pozici i , j prvek λi ,j = limh→0+
pi,j (h)

h , což je intenzita
p̌rechodu ze stavu i do stavu j .
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k=1
Λk tk

k! , kde

matice Λ má na pozici i , j prvek λi ,j = limh→0+
pi,j (h)

h , což je intenzita
p̌rechodu ze stavu i do stavu j .

λi ,j ≥ 0, λi ,i = −
∑

j ̸=i λi ,j .

Intenzity lze maximálně věrohodně odhadnout[2] způsobem

λ̂i ,j =
Ni,j (T )∫ T

0 Yi (u) du
,

Ni ,j(T ) je celkový počet p̌rechodů z i do j , i ̸= j , a Yi (u) je počet
společnost́ı v kategorii i v čase u.
[2] Kuchler, U., Sørensen, M., 1997. Exponential Families of Stochastic Processes.
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Homogenńı p̌ŕıpad

Př́ıklad: Mějme dvě kategorie A,B a kategorii D (default) a délku
obdob́ı zvolme jeden rok. Dále uvažujme 20 společnost́ı, kde 10 je na
začátku roku v kategorii A, 10 v kategorii B. Jedna společnost z
kategorie A p̌rejde po měśıci do kategorie B a z̊ustane tam. Jedna
společnost p̌rejde z kategorie B do kategorie A po dvou měśıćıch a
z̊ustane tam a jedna společnost z kategorie B po půl roce p̌rejde do
D. Pak odhady vypadaj́ı následovně

λ̂A,B =
NA,B(1)∫ 1

0 YA(u) du
= 1

9+1/12+10/12 = 0.10084.

Odhad matice intenzit je−0.10084 −0.10084 0
0.10909 0.21818 0.10909

0 0 0

 .
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Homogenńı p̌ŕıpad

Odhad matice intenzit p̌rechodu
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Homogenńı p̌ŕıpad

Odhad matice intenzit p̌rechodu

Uvažujme nyńı obdob́ı 1988 - 1999 a v každém roce použijeme
diskrétńı metodu a poté zpr̊uměrujeme jednotlivé pozorováńı.
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Homogenńı p̌ŕıpad

Odhad matice p̌rechodů v diskrétńım vs. spojitém čase
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Nehomogenńı p̌ŕıpad

Označme matici p̌rechodu v časovém intervalu (s, t), s < t, jako
P(s, t). Tato matice lze vyjáďrit[3] jako

P(s, t) =
∏

[s,t](I + dA(t)) ≡ limmax |ti−ti−1|→0

∏
i (I +A(ti )−A(ti−1)),

kde matice A(t) má na pozici i , j prvek Ai ,j(t) =
∫ t
0 λi ,j(u) du a na

pozici i , i prvek Ai ,i (t) = −
∑

j ̸=i Ai ,j(t).
Intenzity v nehomogenńım Markovově řetězci již nejsou konstantńı a

jsou definovány jako λi ,j(t) = limh→0+
pi,j (t,t+h)

h , t ∈ R+.

[3] Gill, R., Johansen, S., 1990. A survey of product-integration with a view towards applications in survival analysis.
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∑
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Intenzity v nehomogenńım Markovově řetězci již nejsou konstantńı a

jsou definovány jako λi ,j(t) = limh→0+
pi,j (t,t+h)

h , t ∈ R+.

Pomoćı Aalen-Johansonova odhadu lze tato matice odhadnout jako

P̂(s, t) =
∏m

i=1(I +∆Â(Ti )),

kde m je počet p̌rechodů v obdob́ı (s, t), Ti je čas i-tého skoku.

[3] Gill, R., Johansen, S., 1990. A survey of product-integration with a view towards applications in survival analysis.
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Nehomogenńı p̌ŕıpad

Matice ∆Â(Ti ) má tvar

−∆N1(Ti )
Y1(Ti )

∆N1,2(Ti )
Y1(Ti )

· · · ∆N1,K (Ti )
Y1(Ti )

∆N2,1(Ti )
Y2(Ti )

−∆N2(Ti )
Y2(Ti )

· · · ∆N2,K (Ti )
Y2(Ti )

...
...

. . .
...

∆NK−1,1(Ti )
YK−1(Ti )

∆NK−1,2(Ti )
YK−1(Ti )

· · · ∆NK−1,K (Ti )
YK−1(Ti )

0 0 · · · 0


,

∆Nk,j(Ti ) je počet p̌rechodů ze stavu k do stavu j v čase Ti ,
∆Nk(Ti ) je celkový počet p̌rechodů pryč ze stavu k v čase Ti ,
Yk(Ti ) je počet společnost́ı ve stavu k těsně p̌red časem Ti .
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Nehomogenńı p̌ŕıpad

Př́ıklad: Uvažujme opět p̌ŕıpad jako v p̌redchoźım p̌ŕıkladě. Pak jsou
matice ∆Â(Ti ) pro časy T1/12,T2/12,T6/12 odhadnuty po řadě
následovně−0.1 0.1 0

0 0 0
0 0 0

 ,

 0 0 0
1/11 1/11 0
0 0 0

 ,

0 0 0
0 −0.1 0.1
0 0 0

 .
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Nehomogenńı p̌ŕıpad

Homogenńı vs nehomogenńı odhad matice p̌rechodu v roce 1977

Adam Hlas Analýza p̌rechodů mezi ratingy a driftu ratingu ve spojitém čase
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Drift ratingu

Chceme zjistit zda ratingy vykazuj́ı
”
nemarkovské“ chováńı, tedy jestli

p̌rechod mezi ratingy záviśı na p̌redešlém p̌rechodu a jak délka
setrváńı v dané kategorii ovlivňuje p̌rechod do jiné kategorie.
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Drift ratingu

Chceme zjistit zda ratingy vykazuj́ı
”
nemarkovské“ chováńı, tedy jestli

p̌rechod mezi ratingy záviśı na p̌redešlém p̌rechodu a jak délka
setrváńı v dané kategorii ovlivňuje p̌rechod do jiné kategorie.

Zavedeme semi-parametrický model[4]

αh,j ,i (t) = αh,j ,0(t)exp(βh,jZi ),

kde h, j jsou stavy a Zi je vhodně zvolený regresor.
αh,j ,0(t) je takzvaná

”
výchoźı intenzita“ (baseline intensity), která je

nespecifikovaná. Kv̊uli tomu se parametry βh,j odhaduj́ı pomoćı
maximalizace tzv.

”
parciálńı věrohodnosti“

L(βh,j) =
∏

t

∏
i

exp(βh,jZi )∑n
i=1 Yh,i (t)exp(βh,jZi )

,

Yh,i (t) je 1 když firma i je v čase t ve stavu h a 0 jinak.

[4] Andersen, P., Hansen, L.S., Keiding, N., 1991. Non- and semiparametric estimation of transition probabilities from
censored observation of a non-homogeneous Markov process
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Drift ratingu

Pro testováńı zda p̌redchoźı změna ratingu má vliv na současnou
pravděpodobnost p̌rechodu, definujeme Zi (t) = 1, když společnost i
byla upgradována do současného ratingu a 0 jinak.
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byla upgradována do současného ratingu a 0 jinak. H0 : βh,j = 0

Pro testováńı, zda doba setrváńı v současném stavu má vliv na
pravděpodobnost downgradu, definujeme Zi (t) =”

čas od posledńıho
vstupu do současného stavu“.
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Pro testováńı, zda p̌redchoźı změna ratingu má vliv na současnou
pravděpodobnost p̌rechodu, definujeme Zi (t) = 1, když společnost i
byla upgradována do současného ratingu a 0 jinak. H0 : βh,j = 0

Pro testováńı, zda doba setrváńı v současném stavu má vliv na
pravděpodobnost downgradu, definujeme Zi (t) =”

čas od posledńıho
vstupu do současného stavu“.

Pro testováńı H0 : βh,j = 0 lze použ́ıt (parciálńı) test poměrem
věrohodnosti nebot’ lze ukázat[5], že

LR = 2(logL(β̂h,j)− logL(0))

má χ2 rozdělěńı s jedńım stupněm volnosti.

[5] Andersen, P., Borgan, Ø., Gill, R., Keiding, N., 1993. Statistical Models Based on Counting Processes.
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Drift ratingu

Vliv p̌redchoźıho downgradu na intenzitu downgradu
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Drift ratingu

Vliv p̌redchoźıho upgradu na intenzitu upgradu
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Drift ratingu

Vliv setrváńı v počátečńı kategorii na intenzitu downgradu
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Drift ratingu

Vliv setrváńı v počátečńı kategorii na intenzitu upgradu
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Závěr

Pro modelováńı p̌rechodu mezi ratingy je lepš́ı pracovat ve spojitém
čase. I extrémńı události, jako p̌rechod z ratingu AAA do default, maj́ı
nenulové pravděpodobnosti p̌rechodu.
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Závěr

Pro modelováńı p̌rechodu mezi ratingy je lepš́ı pracovat ve spojitém
čase. I extrémńı události, jako p̌rechod z ratingu AAA do default, maj́ı
nenulové pravděpodobnosti p̌rechodu.

Společnosti, které se do současného stavu dostali downgradem
ratingu maj́ı vyš̌śı intenzitu downgradu. Naopak vliv na intenzitu
upgradu ratingu u společnosti, která se do současného stavu dostala
upgardem, je skoro nulový.
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Závěr

Pro modelováńı p̌rechodu mezi ratingy je lepš́ı pracovat ve spojitém
čase. I extrémńı události, jako p̌rechod z ratingu AAA do default, maj́ı
nenulové pravděpodobnosti p̌rechodu.

Společnosti, které se do současného stavu dostali downgradem
ratingu maj́ı vyš̌śı intenzitu downgradu. Naopak vliv na intenzitu
upgradu ratingu u společnosti, která se do současného stavu dostala
upgardem, je skoro nulový.

Délka setrváńı v určitém stavu má značný vliv na budoućı upgrade
nebo downgrade. Č́ım déle společnost setrvá v jednom stavu, t́ım je
menš́ı šance na změnu ratingu.
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