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Motiv

o Matice pfechodu jsou vyznamné nastroje v analyze kreditniho rizika.
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Motiv

o Matice pfechodu jsou vyznamné nastroje v analyze kreditniho rizika.
o V praxi se pouZivaji odhady v diskrétnim case.
o N; - polet spoletnosti v kategorii i na zalatku obdobi.
o N;j - polet spoletnosti, které jsou na zatdtku obdobi v kategorii /
a na konci ondobi v kategorii .
o pij=wk j#I.
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o Matice pfechodu jsou vyznamné nastroje v analyze kreditniho rizika.
o V praxi se pouZivaji odhady v diskrétnim case.
o N; - polet spoletnosti v kategorii i na zalatku obdobi.
o N;j - polet spoletnosti, které jsou na zatatku obdobi v kategorii i
ana k?Vn;i ondobi v kategorii j.
° pij=jLiFI
o Disledek: Je-li N;; =0 pak p;; = 0, coz miize vést k problému u
extrémnich pozorovani (outlier data). Nap¥iklad pfechod z AAA do
default.

Adam Hlas Analyza p¥echodii mezi ratingy a driftu ratingu ve spojitém &ase 12. btezna 2024 2 /19



o Matice pfechodu jsou vyznamné nastroje v analyze kreditniho rizika.
o V praxi se pouZivaji odhady v diskrétnim case.
o N; - polet spoletnosti v kategorii i na zalatku obdobi.
o N;j - polet spoletnosti, které jsou na zatatku obdobi v kategorii i
a na konci ondobi v kategorii j.

° pij= %7 J#FI
o Disledek: Je-li N;; =0 pak p;; = 0, coz miize vést k problému u
extrémnich pozorovani (outlier data). Nap¥iklad pfechod z AAA do
default.

o Odhady ve spojitém Zase doka¥ou zachytit tyto extrémni prechodylll.

[ Skgdeberg, T., 1998. Statistical analysis of rating transitions — a survival analytic approach.
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o Historicky rating od spole€nosti S&P v obdobi
1. 1. 1981 - 31. 12. 1997 (17 let).
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o Historicky rating od spole€nosti S&P v obdobi
1. 1. 1981 - 31. 12. 1997 (17 let).

o Celkov& n = 6659 rliznych spolenosti.
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o Historicky rating od spole€nosti S&P v obdobi
1. 1. 1981 - 31. 12. 1997 (17 let).

o Celkov& n = 6659 rliznych spolenosti.

o Kategorie AAA, AA, A, BBB, BB, B, CCC, D (default) a NR
(nehodnoceno). Kategorie CC a C jsou sjednoceny s CCC.
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o Historicky rating od spole€nosti S&P v obdobi
1. 1. 1981 - 31. 12. 1997 (17 let).

o Celkov& n = 6659 rliznych spolenosti.

o Kategorie AAA, AA, A, BBB, BB, B, CCC, D (default) a NR
(nehodnoceno). Kategorie CC a C jsou sjednoceny s CCC.

o Celkov& je zaznamendno 7282 zmén ratingu, v&etné prechodu do
kategorie NR.
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Homogenni p¥ipad

o Oznatime jednotlivé ratingy od 1 do K, kde 1 je rating NR,
2 je AAA a K je default. Mame tedy matici pfechodl za obdobf
t € R4, ozname ji P(t). Tato matice m3 na pozici i,/ prvek
pij(t), coZ je pravdépodobnost prechodu z kategorie i na zatatku
obdobi do kategorie j na konci obdobi, tedy v &ase t.
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Homogenni p¥ipad

o Oznatime jednotlivé ratingy od 1 do K, kde 1 je rating NR,
2 je AAA a K je default. Mame tedy matici pfechodl za obdobf
t € R4, ozname ji P(t). Tato matice m3 na pozici i,/ prvek
pij(t), coZ je pravdépodobnost prechodu z kategorie i na zatatku
obdobi do kategorie j na konci obdobi, tedy v &ase t.

. , k 4k
o Tato matice se d4 zapsat ve tvaru P(t) = exp(At) = > 32 | A, kde
matice A md na pozici i, prvek \;; = limy_,o+ p""h(h), cozZ je intenzita

ptechodu ze stavu i do stavu j.
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Homogenni p¥ipad

o Oznatime jednotlivé ratingy od 1 do K, kde 1 je rating NR,
2 je AAA a K je default. Mame tedy matici pfechodl za obdobf
t € R4, ozname ji P(t). Tato matice m3 na pozici i,/ prvek
pij(t), coZ je pravdépodobnost prechodu z kategorie i na zatatku
obdobi do kategorie j na konci obdobi, tedy v &ase t.

. , k 4k
o Tato matice se d4 zapsat ve tvaru P(t) = exp(At) = > 32 | A, kde
matice A md na pozici i, prvek \;; = limy_,o+ p""h(h), cozZ je intenzita
ptechodu ze stavu i do stavu j.
© Nij 20, Aii=—=3 A
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Homogenni p¥ipad

o Oznatime jednotlivé ratingy od 1 do K, kde 1 je rating NR,
2 je AAA a K je default. Mame tedy matici pfechodl za obdobf
t € R4, ozname ji P(t). Tato matice m3 na pozici i,/ prvek
pij(t), coZ je pravdépodobnost prechodu z kategorie i na zatatku

obdobi do kategorie j na konci obdobi, tedy v &ase t.
oo AKtk

o Tato matice se dd zapsat ve tvaru P(t) = exp(At) = > ;7 24— kde
matice A md na pozici i, prvek \;; = limy_,o+ p""h(h), cozZ je intenzita
ptechodu ze stavu i do stavu j.

° /\,"j >0, )\,‘7,' = _Zj;éi)‘i,j'

o Intenzity Ize maximaln& vérohodn& odhadnout[? zpiisobem

S‘iJ __Ni(T)

Jo Yilu)du’
N;j(T) je celkovy potet prechodli z i do j, i # j, a Yj(u) je potet
spole¢nosti v kategorii i v ase u.

2] Kuchler, U., Sgrensen, M., 1997. Exponential Families of Stochastic Processes.
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Homogenni p¥ipad

o P¥iklad: M&me dvé kategorie A, B a kategorii D (default) a délku
obdobi zvolme jeden rok. Dale uvazujme 20 spoleénosti, kde 10 je na
zactatku roku v kategorii A, 10 v kategorii B. Jedna spole¢nost z
kategorie A pfejde po mésici do kategorie B a zlistane tam. Jedna
spole¢nost prejde z kategorie B do kategorie A po dvou mésicich a
zlistane tam a jedna spole¢nost z kategorie B po piil roce prejde do
D. Pak odhady vypadaji nasledovné

Ap g — Nas(l) 1
AB = JTVa(u)du — 9F1/12+10/12

= 0.10084.

Odhad matice intenzit je

—0.10084 —0.10084 0
0.10909  0.21818 0.10909
0 0 0
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Homogenni p¥ipad

Odhad matice intenzit p¥echodu

NR AAA AA A BEBB BB B CCC D
NR —0.0066  0.0000 00001 00003 00006 00010 00003 00000 0.0043
AAA 0.0248 —0.1062 0.0720 00071 0.0000 00024 00000 00000  0.0000
AA 0.0322  0.0068 —0.1301 00858 0.0044 00004 0.0004 00000  0.0000
A 0.0431  0.0004 00144 —0.1136 0.0499 00045 00011 0.0002  0.0000
BBB 0.0551  0.0003 00023 00548 —0.1691 00496 00061 00006  0.0003
BB 0.1017  0.0000 00012 00078 0.1101 —0.3213 0.0866 00108 0.0030
B 01713 0.0000 00027 00020 00061 0.0904 —04052 0.1038  0.0290
cCcC 02099  0.0042 00000 00084 0.0000 00336 01301 —0.9697  0.5835
D 0.0000  0.0000 00000 00000 0.0000 00000 00000 0.0000  0.0000
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Homogenni p¥ipad

Odhad matice intenzit p¥echodu

NR AAA  AA A BEBB BB B CCC D

NR —0.0066  0.0000 00001 00003 00006 00010 00003 00000 0.0043
AAA 0.0248 —0.1062 0.0720 00071 0.0000 00024 00000 00000  0.0000
AA 0.0322  0.0068 —0.1301 00858 0.0044 00004 0.0004 00000  0.0000

A 0.0431  0.0004 00144 —0.1136  0.0499 00045 00011  0.0002  0.0000
BBB 0.0551  0.0003 00023 00548 —0.1691 00496 00061 0.0006  0.0003
BB 0.1017  0.0000 00012 00078 0.1101 —0.3213 0.0866 00108 0.0030
B 01713 0.0000 00027 00020 00061 00904 —04052 01038  0.0290
cCcC 02099  0.0042 00000 00084 0.0000 00336 01301 —0.9697  0.5835
D 0.0000  0.0000 00000 00000 0.0000 00000 00000 0.0000  0.0000

o Uvazujme nyni obdobi 1988 - 1999 a v kaZdém roce pouzijeme
diskrétni metodu a poté zpriimé&rujeme jednotlivé pozorovani.
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Homogenni p¥ipad

Odhad matice prechodi v diskrétnim vs. spojitém &ase

NR AAA AA A BBB BB B cCccC D
NR 09939 0.0001 00000 00001 0.0006 00006 00004 00000 00044
AAA 0.0266 09040 0.0607 00070 00000 00016 00000 0.0000 00000
AA 0.0302 0.0054 08786 00791 00039 0.0006 00008 00000 0.0000
A 0.0401 00004 00157 0.8903 00445 0.0068 00017 00001 0.0003
BBB 0.0583  0.0001 0.0028 0.0519 08375 0.0388 00068 00018 0.0018
BB 0.0906  0.0000 00003 00051 00795 0.7452 00587 00110 0.0095
B 0.1268  0.0000 0.0008 00015 00050 00730 07081 00326 00500
cCce 0.1658  0.0020  0.0000 00061  0.0089  0.0279 01003 04842 0.2048
D 0.0000  0.0000  0.0000 00000 00000 00000 00000 0.0000 10000
NR 09935  0.0000 00001 00003 00006 0.0009 00003  0.0000 0.0043
AAA 0.0248  0.8995  0.0640 0.0091 00005 00020 00001 00000 0.0001
AA 0.0321  0.0061  0.8788 00761 00057 00006 00004 00000 0.0001
A 0.0424  0.0004 00129 08944 0.0436 00047 00011 0.0002 0.0002
BBB 0.0545 0.0003 0.0023 00479 08479 00393 00063 00008 0.0008
BB 0.0965 0.0000 0.0012 00090 00869 07303 00612 00084 0.0065
B 01518 0.0001  0.0022 00024 00084 00643 0.6734  0.0534  0.0440
cce 0.1429  0.002% 00003 00053 00017 00215 00674 03824 0.3760
D 0.0000  0.0000 00000 00000 00000 00000 00000 0.0000  1O0OK

12. bfezna 2024
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Nehomogenni pfipad

o Ozname matici prechodu v €asovém intervalu (s, t),s < t, jako
P(s, t). Tato matice Ize vyjadFitl®! jako

P(s,t) = Iljs g (! + dA()) = liMmaxj gy 0 TT; (1 +A(E) — A(ti-1)),

kde matice A(t) ma na pozici /,j prvek A;(t) = fo ij(u)duana

pozici i, i prvek A;;(t) = —> . .; Aij(t).
Intenzity v nehomogennim Markovové Yetézci jiz nejsou konstantni a

jsou definovany jako A j(t) = limj_,o+ &M, teRy.

13] Gill, R., Johansen, S., 1990. A survey of product-integration with a view towards applications in survival analysis.
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Nehomogenni pfipad

o Oznatme matici prechodu v &asovém intervalu (s, t),s < t, jako
P(s, t). Tato matice Ize vyjad¥itl®! jako

P(s,t) = [s,q(/ + dA(t)) = limpaxj—g_y 0 [T:(/ + Ati) — A(ti-1)),

kde matice A(t) ma na pozici i, prvek A;(t) = fot Aij(u) du a na
pozici i, i prvek A;;(t) = —>_,,; Aij(t).
Intenzity v nehomogennim Markovové Fetézci jiZ nejsou konstantni a
jsou definovany jako A; j(t) = limp_,o+ w, teR,.
o Pomoci Aalen-Johansonova odhadu lze tato matice odhadnout jako
P(s,t) =TI, (1 + AA(T))),
kde m je polet ptechodd v obdobi (s, t), T; je &as i-tého skoku.

13] Gill, R., Johansen, S., 1990. A survey of product-integration with a view towards applications in survival analysis.
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Nehomogenni pfipad

o Matice AA(T;) ma tvar

CAN(T)  AN(T) . ANuk(T)
Y1(Ti) Y1(T) Y1(T))
AN 1 (T;) _AN(TH ANy «(TH)
Y2(T;) Y2(T;) Y2(T;)
ANg_11(Ti)  ANk_12(T))  ANk_1,.(T3)
Yk—1(T3) Yk—1(T?) Yk-1(T;)

AN, j(T;) je polet prechodii ze stavu k do stavu j v Case T;,
AN (T;) je celkovy potet prechodl pry€ ze stavu k v Case T;,
Y«(T;) je poet spole¢nosti ve stavu k t&né& pred &asem T;.
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Nehomogenni pfipad

o P¥iklad: Uvazujme opét pFipad jako v pfedchozim pf¥ikladé. Pak jsou
matice AA(T;) pro €asy Ty/12, T2/12, Te/12 odhadnuty po Fadé
nasledovné

~0.1 01 0 o 0 0y /0 0 0
o o of,[1/11 1/11 o),|0 —01 0.1
0 0 0 o o o/ \o o0 o0

Adam Hlas Analyza p¥echodii mezi ratingy a driftu ratingu ve spojitém &ase



Nehomogenni pfipad

Homogenni vs nehomogenni odhad matice pfechodu v roce 1977
AAA AA A BEBB BB B CCC D

AAA 095912 0.03982  0.00096  0.00010 000000 0.00000 000000  0.00000
AA 0.01249 093689  0.04519 000524 000015  0.00004 000000  0.00000

A 000011 0.0l666 093097 004906 000274 0.00042 000001  0.00003

BBB 000002 0.00253  0.03635 090603 003955 0.01398  0.00030 000125

BB 0.00000  0.00012 0.00318 007866 0.85980 0.05411 0.00317  0.00096

B 0.00000  0.00005 0.00495 000385 007029 0.87618 0.02941 0.01527

cCcc 0.00000  0.00004  0.00091 0.02523 002890 0.11823  0.52289  0.30380

D 0.00000  0.00000  0.00000  0.00000 000000 000000  0.00000  1.00000
AAA AA A BBB BB B ccc D

AAA 0.95866  0.03926  0.00184  0.00023  0.00001  0.00000  0.00000  0.00000
AA 0.01273 093714 0.04440 0.00544 000022 0.00007 000000  O.00000

A 0.00010  0.01682 093088  0.04880 0.00278  0.00061  0.00000  0.00001
BBB 0.00002  0.00252  0.03632 090736 003888 0.01353  0.00009  0.00128
BB 0.00000  0.00016  0.00347  0.07905 086016 005342 0.00294  0.00079
B 0.00000  0.00005  0.00507 000378 007066 0.87599  0.02797  0.01647
CcCcC 0.00000  0.00000 0.00045 002302 003104 0.12522 051784 030242
D 0.00000  0.00000  0.00000  0.00000 000000 0.00000 0.00000  1ODOOOD
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o Chceme zjistit zda ratingy vykazuji ,,nemarkovské" chovani, tedy jestli
pfechod mezi ratingy zavisi na predeslém prechodu a jak délka
setrvani v dané kategorii ovliviiuje pfechod do jiné kategorie.
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Chceme zjistit zda ratingy vykazuji ,nemarkovské” chovani, tedy jestli
ptechod mezi ratingy zavisi na predeslém prechodu a jak délka
setrvani v dané kategorii ovliviiuje pfechod do jiné kategorie.
Zavedeme semi-parametricky modell]

anji(t) = anjo(t)exp(BriZi),

kde h,j jsou stavy a Z; je vhodné zvoleny regresor.

apjo(t) je takzvand ,vychozi intenzita" (baseline intensity), kterd je
nespecifikovand. Kvili tomu se parametry 3, ; odhaduji pomoci
maximalizace tzv. ,parcidlni vérohodnosti*

— exp(Bh.iZi)
L(Bnj) =11 11; 2 Yhﬁ(t)h‘;xp(ﬁh,jzi)’

Yh,i(t) je 1 kdyZ firma i je v &ase t ve stavu h a 0 jinak.

[4] Andersen, P., Hansen, L.S., Keiding, N., 1991. Non- and semiparametric estimation of transition probabilities from
censored observation of a non-homogeneous Markov process
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Drift ratingu

@ Pro testovani zda pfedchozi zména ratingu ma vliv na sou¢asnou
pravdépodobnost prechodu, definujeme Z;(t) = 1, kdyZ spoletnost i
byla upgradovéna do soucasného ratingu a 0 jinak.
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@ Pro testovani, zda pfedchozi zména ratingu ma vliv na sou¢asnou
pravdépodobnost prechodu, definujeme Z;(t) = 1, kdyZ spoletnost i
byla upgradovdna do soutasného ratingu a 0 jinak. Ho : B, ; = 0

o Pro testovani, zda doba setrvani v sou¢asném stavu m3d vliv na
pravdépodobnost downgradu, definujeme Z;(t) =, &as od posledniho
vstupu do soucasného stavu”.
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Drift ratingu

@ Pro testovani, zda pfedchozi zména ratingu ma vliv na sou¢asnou
pravdépodobnost prechodu, definujeme Z;(t) = 1, kdyZ spoletnost i
byla upgradovdna do soutasného ratingu a 0 jinak. Ho : B, ; = 0

@ Pro testovani, zda doba setrvani v sou¢asném stavu ma vliv na
pravdépodobnost downgradu, definujeme Z;(t) =, &as od posledniho
vstupu do soucasného stavu”.

o Pro testovani Hp : 5 = 0 Ize pouZit (parcidlni) test pom&rem
vérohodnosti nebot Ize ukazatl®l, e

LR = 2(logL(34;) — logL(0))

ma x? rozd&l&ni s jednim stupném volnosti.

5] Andersen, P., Borgan, @., Gill, R., Keiding, N., 1993. Statistical Models Based on Counting Processes.
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Drift ratingu

Vliv pfedchoziho downgradu na intenzitu downgradu

From To B sld(ﬁ) n n P

AA+ AA 0.897 0.281 149 65 <0.01
AA AA- 0.936 0.211 314 100 <0.01
AA- A+ 0.871 0.172 490 162 <0.01
A+ A 0.582 0.147 663 198 <0.01
A A— 0.868 0.160 842 193 <0.01
A- BBB+ 1.180 0.196 780 161 <0.01
BBB+ BBB 0.714 0.168 721 180 <0.01
BEB BBB- 1180 0.222 712 140 <0.01
BBB- BB+ 1.090 0.241 641 95 <0.01
BB+ BB 0.970 0.303 513 59 <0.01
BB BB- 0.144 0.227 571 82 0.53
BB- B+ 0.858 0.253 522 74 <0.01
B+ B 1.010 0.282 575 87 <0.01
B B- 0.541 0.457 437 43 <0.01
B- CcCcc+ 2.030 1.040 271 28 <0.01
CCC+ CcCccC 6.170 23.5 194 15 0.20
ccc ccce- -0.929 0.873 150 18 0.32
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Drift ratingu

Vliv pfedchoziho upgradu na intenzitu upgradu

From To B sld(ﬁ) n ny 14
AA+ AAA —~0.106 0.525 149 15 0.84
AA AA+ —0.011 0.545 314 14 0.98
AA— AA —0.132 0.268 490 56 0.62
At AA— 0.337 0.233 663 85 0.14
A A+ 0.449 0.190 842 116 0.02
A— A 0.261 0.151 780 177 0.08
BBB+ A— 0.720 0.168 721 153 <0.01
BBB BBB+ 0.508 0.173 712 137 <0.01
BBB- BBB 0.143 0.173 641 144 0.405
BB+ BBB- 0.535 0.174 513 152 <0.01
BB BB+ —0.100 0.187 571 122 0.60
BB- BB 0.1947 0.190 522 114 0.315
B+ BB- 0.667 0.214 575 90 <0.01
B B+ 0.560 0.277 437 63 0.05
B- B 0.490 0.477 271 22 0.31
CCC+ B- —6.150 25.7 194 17 0.24
CcCcC CCC+ —7.280 451 150 6 0.25
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Drift ratingu

Vliv setrvani v po&ateéni kategorii na intenzitu downgradu

From To ﬁ sld(ﬁ) " n,y P

AAA AA+ —0.348 0.114 61 13 <0.01
AA+ AA —0.405 0.067 149 65 <0.01
AA AA— —0.282 0.037 314 100 <0.01
AA- A+ —0.380 0.041 490 162 <0.01
A+ A —0.351 0.035 663 198 <0.01
A A— —0.547 0.046 842 193 <0.01
A— BBB+ —0.628 0.064 780 161 <0.01
BBB+ BBB —0.360 0.047 721 180 <0.01
BBB BBB- —0.555 0.056 712 140 <0.01
BBB- BB+ —0.679 0.095 641 95 <0.01
BB+ BB —0.708 0.134 513 59 <0.01
BB BB- —0.453 0.099 571 82 <0.01
BB- B+ —0.621 0.110 522 74 <0.01
B+ B —0.529 0.085 575 87 <0.01
B B- —0.683 0.155 437 43 <0.01
B- CcCC+ —0.902 0.216 271 28 <0.01
CCC+ cccC —2.241 0.690 194 15 <0.01
CcCcC cCcC- —0.704 0.259 150 18 <0.01
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Drift ratingu

Vliv setrvani v po&ateéni kategorii na intenzitu upgradu

From To ﬁ std(f) " ns P

AA+ AAA —0.416 0.132 149 15 <0.01
AA AA+ —0.226 0.096 314 14 <0.01
AA— AA —0.360 0.072 490 56 <0.01
A+ AA- —0.331 0.057 663 85 <0.01
A A+ -0.329 0.049 842 116 <0.01
A— A —0.376 0.045 780 177 <0.01
BBB+ A— —0.449 0.057 721 153 <0.01
BBB BBB+ —0.266 0.043 712 137 <0.01
BBB- BBB —0.346 0.051 641 144 <0.01
BB+ BBB- —0.532 0.075 513 152 <0.01
BB BB+ —0.540 0.085 571 122 <0.01
BB- BB —0.537 0.084 522 114 <0.01
B+ BB- —0.383 0.071 575 90 <0.01
B B+ —0.359 0.100 437 63 <0.01
B- B —0.430 0.189 271 22 0.012
CCC+ B- —0.507 0.247 194 17 0.016
cCccC CcCcCc+ —0.934 0.631 150 6 0.032
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/avér

@ Pro modelovani pfechodu mezi ratingy je lepsi pracovat ve spojitém
Case. | extrémni uddlosti, jako p¥echod z ratingu AAA do default, maji
nenulové pravdépodobnosti pfechodu.
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/avér

@ Pro modelovani pfechodu mezi ratingy je lepsi pracovat ve spojitém
Case. | extrémni uddlosti, jako p¥echod z ratingu AAA do default, maji
nenulové pravdépodobnosti prechodu.

@ Spole¢nosti, které se do sou€asného stavu dostali downgradem
ratingu maji vySsi intenzitu downgradu. Naopak vliv na intenzitu
upgradu ratingu u spoleénosti, kterd se do sou¢asného stavu dostala
upgardem, je skoro nulovy.
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/avér

@ Pro modelovani pfechodu mezi ratingy je lepsi pracovat ve spojitém
Case. | extrémni uddlosti, jako p¥echod z ratingu AAA do default, maji
nenulové pravdépodobnosti pfechodu.

@ Spole¢nosti, které se do sou€asného stavu dostali downgradem
ratingu maji vySsi intenzitu downgradu. Naopak vliv na intenzitu
upgradu ratingu u spoleénosti, kterd se do sou¢asného stavu dostala
upgardem, je skoro nulovy.

o Délka setrvani v ur&itém stavu ma znaény vliv na budouci upgrade
nebo downgrade. Cim déle spole€nost setrva v jednom stavu, tim je
mensi Sance na zménu ratingu.
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