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Palindromy

Definition (palindrom) Example 5.1
Palindrom je fetézec w stejny pti Cteni zepredu (Gramatika)
: _ R

Zedadu, t_] w=w". G = ({5}’{0’ t}, P,S), P —

o Priklady: ’otto’; ’Madam, I’m Adam’. 1. S e

2.5—o0

Lemma 3.5t
Jazyk Lya = {w|w = wR, w € £*} neni 4. S — 0So
regularni. 5. S — tSt )

o Dilkaz sporem. Predpokladejme L, je regularni, necht n je konstanta
z pumping lemma, uvaZujme slovo: w = 0"to".

@ z pumping lemmatu Ize rozlozit na w = xyz, y obsahuje jednu nebo
vice z prvnich n o-Cek. Tedy xz ma byt v L, ale mad méné o-ek vlevo
od 't' nez vpravo, tedy nenfi palindrom. lteracni lemma pro jazyk Lpa
nedokaze najit n, proto Ly, neni reguldrni. 0
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Formalni (generativni) gramatiky, Bezkontextové gramatiky

Definition 5.1 (Formalni (generativni) gramatika)

Formalni (generativni) gramatika je G = (V, T, P, S) slozena z
o kone¢né mnoziny neterminala (variables) V

@ pocatecni symbol S € V.

@ neprazdné kone¢né mnoziny terminalnich symbolid (terminala) T
jazyka. Kazdé pravidlo ma tvar:

@ koneéné mnoziny pravidel (produkci) P reprezentujici rekurzivni definici
BAY 5w, A€V, B,v,we (VUT)"

tj. leva strana obsahuje aspon jeden neterminalni symbol.

pouze pravidla tvaru

Definition (Bezkontextovéd gramatika CFG)

Bezkontextova gramatika (CFG) je G = (V, T, P, S) gramatika, obsahujici

A—-w AeVwe (VUT)"
m Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost 5
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Chomského hierarchie

Definition 5.2 (Klasifikace gramatik podle tvaru prepisovacich pravidel)
e gramatiky typu 0 (rekurzivné spocetné jazyky Lo)

pravidla v obecné formé a — w, a,w € (V U T)*, @ obsahuje neterminl
e gramatiky typu 1 (kontextové gramatiky, jazyky £;)

pouze pravidla ve tvaru vASB — ywf
AeV,y,Be(VUT)",we (VUT)*H!
strané zadného pravidla

jedinou vyjimkou je pravidlo S — ¢, potom se ale S nevyskytuje na pravé
e gramatiky typu 2 (bezkontextové gramatiky, jazyky £5)
pouze pravidla ve tvaru A > w, A€ V,we (VU T)*

e gramatiky typu 3 (regulérni/pravé linearni gramatiky, regularni jazyky £3)

pouze pravidla ve tvaru A - wB,A > w,A,Be V,we T"
_ Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost 5
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Usporadanost Chomského hierarchie

@ Chomského hierarchie definuje usporadani trid jazyki
LoD L1 2L 2 Ls

@ dokonce vlastni podmnozZiny (pozdéji)
Lo 2 L4 rekurzivné spocetné jazyky zahrnuji kontextové jazyky
pravidla yAB — ywp obsahuji vlevo neterminal A
Lo O L3 bezkontextové jazyky zahrnuji regulrni jazyky
pravidla A — wB, A — w obsahuji vpravo fetézec (VU T)*
L1 D L5 kontextové jazyky zahrnuji bezkontextové jazyky
problém je s pravidly typu A — ¢, ale ta umime eliminovat.

Example 5.2 (Notace)

a,b,c,1,%,( termindly

A B, C netermindly, proménné

w,z fetézec terminali

X, Y bud terminal nebo neterminal
a, B, fetézec (T U V)*

A—alf {A— «a,A — B}, OR, kompaktni zépis vice pravidel.

Automaty a gramatiky Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost 5
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Definition 5.3 (Derivace =*)
Mé&jme gramatiku G = (V, T, P, S).
o Rikame, %e o se pfimo prepiSe na w (piSeme a = ¢ w nebo o = w) jestlize
B,y,mre(VUT) ta=nBr,w=nywa(B—~)€P.
o Rikdme, 7e a se prepiSe na w (pideme o =* w) jestlize

351,...,ﬁn€(VUT)*:a:ﬁ1:>/32:>...:>ﬂn:w.
tj. také a =™ a.

Posloupnost 31, ..., 8, nazyvdme derivaci (odvozenim).

Pokud Vi # j : B; # f3j, hovofime o minimalnim odvozeni.

Libovolny fetézec w € (T U V)* odvoditelny z pocateéniho symbolu
nazyvame sentencialni forma.

Definition 5.4 (Jazyk generovany gramatikou G)

Jazyk L(G) generovany gramatikou G = (V, T, P,S) je mnoZzina terminalnich
fetézcl, pro které existuje derivace ze startovniho symbolu

L(G)={we TS =¢ w}.

Jazyk neterminalu A € V definujeme L(A) = {w € T*|A =% w}.
m Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost 5 = March 17, 2025 111




Gramatiky typu 3 a regularni jazyky

Definition (Gramatika typu 3, prava linearn)

Gramatika G je prava linearni, tj. regularni, Typu 3, pokud obsahuje pouze
pravidla tvaru A - wB,A—- w, A, Be V,we T*.

Example 5.3 (P¥iklad derivace gramatiky typu 3)
P = {S — 0S|1Ale, A— 0A[1B, B — 0B|1S}
S = 0S = 01A = 011B = 01108 = 01101S = 01101

@ Pozorovani:

> kazda sentencialni forma derivace obsahuje pravé jeden neterminal
> tento netermindl je vzdy umistén zcela vpravo

> aplikaci pravidla A — w se derivace uzavira

> krok derivace generuje symboly a zméni neterminal

@ |dea vztahu gramatiky a konecného automatu
@ netermindl = stav kone¢ného automatu

@ pravidla = prechodova funkce.
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Priklad prevodu FA na gramatiku

Example 5.4 (G, FA binarn{ zapis Cisla délitelného 5)
L ={w|w € {0,1}*&w je binarni zapis Cisla délitelného 5}

O

A = 1B|0Ale ]

B — 0C[1D H . 0
C — OE[lA 1 1

D — 0B|IC 5 1
2 =L 1)

A=0A=0 (0

Pikiady derivae; A= 1B = 10C = 101A= 101 (5
ridady dervact A - 1B = 10C = 1014 = 1010A = 1010 (1
(1

A= 1B= 11D = 111C = 1111A = 1111

Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost 5 March 17, 2025
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Prevod konecného automatu na gramatiku typu 3

Theorem 5.1 (L € RE = L € L3)

Pro kazdy jazyk rozpoznavany konecnym automatem existuje gramatika typu 3,
ktera ho generuje.

Proof: Prevod konec¢ného automatu na gramatiku typu 3

o L = L(A) pro deterministicky kone¢ny automat A = (Q, %, , qo, F).
o definujme gramatiku G = (Q, X, P, qo), kde pravidla P maji tvar
p—aq, kdyzd(p,a)=gq
p — €, kdyz p € F
e je L(A) = L(G)?
»ecl(A)eqgpeF<e(qgp—e ePsecl(G)

> a1...ap € L(A) < Jqo, ..., 90 € Q tZ. 6(qi, ait1) = Git1,qn € F

< (o= a1q1= ...31...anqQn = 31...an) je derivace pro ai ... a,
< ay...ap € L(G) ]

m Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost 5
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Ptiprava prevodu gramatiky typu 3 na FA

@ Opaclny smér

> pravidla A — aB kdédujeme do prechodové funkce
» pravidla A — ¢ urcuji koncové stavy

> pravidla A— a;...a,B,A — ai...a, s vice neterminaly rozepiSeme
* zavedeme nové netermindly Y2,...,Yn, Z1,...,2Z,
* vytvofime pravidla A — a1Y2, Yo = a2 Y3,..., Y, — anB
* resp. Z > a1Z1,21 — axZo, ..., Zn—1 — anZn,Zn — €

v

pravidla A — B odpovidaji ¢ prechodiim

* zbavime se jich tranzitivnim uzavérem
* nebo musime tranzitivné uzaviit S — B pro hledani S — e.

Lemma

Ke kazdé gramatice typu 3 existuje gramatika typu 3, ktera generuje stejny jazyk
a obsahuje pouze pravidla ve tvaru: A — aB,A— ¢, ABe V,aeT.

Automaty a gramatik
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Standardizace gramatiky typu 3

Lemma
Ke kazdé gramatice typu 3 existuje gramatika typu 3, ktera generuje stejny jazyk
a obsahuje pouze pravidla ve tvaru: A — aB,A —¢, AABe V,ac T.
Proof.
Pro gramatiku G = (V, T, S, P) definujeme G! = (V! T, S, P!), kde pro kazdé
pravidlo zavedeme dostatecny pocet novych neterminéli Ys,...,Y,, Z1,...,Z, a
definujeme
P P!
A— aB A— aB
A—e A—e
A—ai...a,B A—>21Y2,Y2—>22Y37...Yn—>2,,8 0
Z —ay...ap Z—>8121,Zl—)32227...,2,,,1—)3,72,,,2,,—)6
odstranime i pravidla:
A—B tranzitivni uzavér U(A) = {B|B € V&A =* B}
A —  pro véechna Z € U(A) a (Z — v) € P!

March 17, 2025 116
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Pouze pravidla A — aB,A — ¢

Example 5.5

P P!

B—a | B—aHi,H — ¢
U(A) = {A, B}, proto
A— B A—)ale,H2—>e
A— a A—)32H3,H3—>€

_ Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost 5
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Prevod gramatiky typu 3 na konecny automat

Theorem 5.2 (e-NFA pro gramatiku typu 3 rozpoznavajici stejny
jazyk)

Pro kazdy jazyk L generovany gramatikou typu 3 existuje e—~NFA rozpoznavajici L.

Proof: Prevod gramatiky typu 3 na konecny automat

@ Vezmeme G = (V, T, P, S) obsahujici jen pravidla tvaru A — aB, A — ¢,
A,B € V,ae T generujici L (predchozi lemma)
o definujeme nedeterministicky e-NFA A= (V, T,4,S, F), kde:
F={A|(A—¢€) € P}
0(A,a) = {B|(A— aB) € P}
o L(G)=L(A)
»cel(G)e(S—e)ePeSeFecel(A)
> a1...an € L(G) & existuje derivace
(S=aH=...=a...apH, = a1...an)
< 3Ho,...,Ho € Vtak 3¢ Ho= S, Hy, € F
Hit1 € 6(Hi,ak) pro krok ay...ak—1Hi = a1... ak—1acHisa
& a1...a, € L(A)
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Levé (a pravé) lineani gramatiky

Definition 5.5 (Levé (a pravé) lineani gramatiky)

Gramatiky typu 3 nazyvdme také pravé linearni (netermindl je vzdy vpravo).
Gramatika G je leva lineani, jestlize ma pouze pravidla tvaru
A= Bw, A= w,ABeV weT*

Lemma

Jazyky generované levou lineani gramatikou jsou pravé regularni jazyky.

= 'otolenim’ pravidel levé linedrni gramatiky dostaneme pravou linearn{
A — Bw,A — w prevedeme na A — wRB, A — wRf

v

@ ziskana gramatika generuje jazyk LR, najdeme automat
@ vime, ze regularni jazyky jsou uzaviené na reverzi,
LR je regularni, tudiz i L = (LF)R je regularni
< takto lze ziskat vSechny regularni jazyky

> (FA=-reverze=> prava linearni gramatika=> leva linearni gramatika)
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Linedrni gramatiky (a jazyky)
@ Leva a prava linearni pravidla dohromady jsou uz silnéjsi.

Definition 5.6 (linedrni gramatika, jazyk)

Gramatika je linearni, jestlize ma pouze pravidla tvaru
A— uBw,A— w,A,Bec V uwe& T* (na pravé strané vzdy maximalné jeden
neterminal).

Linearni jazyky jsou pravé jazyky generované linednimi gramatikami.

o Zrejmé plati: regularni jazyky C linearni jazyky.

@ Jde o vlastni podmnozinu C

="

Example 5.6 (linearni, neregularni jazyk)

Jazyk L = {0717|i > 1} nenf regulérni jazyk, ale je linearni, generovany gramatikou
s pravidly S — 051|01.

Pozorovani:

@ linearni pravidla Ize rozlozit na levé a pravé lineani pravidla: S — 0A, A — S1.

Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost 5
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Bezkontextovad gramatika pro jednoduché vyrazy

Definition (Bezkontextova gramatika)

Bezkontextova gramatika je gramatika, kde
vSechna pravidla jsou tvaru
A—-wwe(VUT)*

Example 5.7 (CFG pro jednoduché
vyrazy)

Gramatika pro jednoduché vyrazy

G =({E, 1}, {+,%(,), 2,b,0,1}, P,E), P
jsou pravidla vypsana vpravo.

o Pravidla 1-4 definuji vyraz.

@ Pravidla 5-10 definuji identifikator /,
odpovidajici regularnimu vyrazu
(a+b)(a+b+0+1)~

Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost 5

CFG pro jednoduché vyrazy

1
2
3
4
5.
6
7
8
9
1

. E—
.E—-E+E
. E—ExE
. E—=(E)

| — a
.= b
.= la

.1 —Ib
]
0./1—1
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Derivacni strom

Definition 5.7 (Derivacni strom)

Méjme gramatiku G = (V, T, P,S). Derivacni strom pro G je strom, kde:

o Kofren (kreslime nahofe) je oznacen startovnim symbolem S,

@ kazdy vnitfni uzel je ohodnocen neterminalem V.

o Kazdy uzel je ohodnocen prvkem € V U T U {e}.

o Je—li uzel ohodnocen ¢, je jedinym ditétem svého rodice.

@ Je-li A ohodnoceni vrcholu a jeho déti zleva poradé jsou ohodnoceny

X1, ..., Xk, pak (A— Xi...Xx) € P je pravidlo gramatiky.

Notation 1 (Terminologie stromil)

Uzly, rodice, déti, koren, vnitini uzly, listy, naslednici, predci.

@ Stromova struktura reprezentuje zdrojovy program v prekladadi. Struktura
usnadnuje preklad do strojového kédu.

Automaty a gramatik Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost 5 March 17, 2025 122



Priklady strom(, Strom dava sentencialni formu, slovo
Derivaéni strom E =* [ + E.

Derivaéni strom P =* 0110.
+

>n

Definition 5.8 (Strom dava slovo (yield))

a (w) zfetézeni listd brano zleva doprava.

Rikdme, Ze derivanéni strom dava sentencialni formu « (slovo w), jestlize je
m Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost 5
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Leva a prava derivace

Definition 5.9 (Leva a prava derivace)

Leva derivace (leftmost) =, =}, v kazdém kroku prepisuje nejlevnéjsi
neterminal.

Prava derivace (rightmost) =, =%, v kazdém kroku pfepisuje nejpravéjsi
neterminal.

Example 5.8 (leva derivace)

E=mExE=l+«E=ma*xE=max(E)=ma*x(E+E)=max(+E)=m
=max(@a+E)=max*x(at+!)=ma*(a+I0) =, ax*(a+ I00) =, ax(a+ b00)

Prava derivace pouziva stejné prepisy, jen je provadi v jiném poradi.

Example 5.9 (rightmost derivation)
E=nExE= Ex(E)=m Ex(E+E)=mEx(E+ )=

=m E % (E + 10) =m E * (E + 100) =, E x (E + b00) =/,
=m E % (I + b00) =,m E x (a+ b00) =, [« (a+ b00) =, a (a+ b00)

Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost 5 March 17, 2025
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Derivace a derivacni stromy

Theorem 5.3

Pro danou gramatiku G = (V, T,P,S) aw € T* jsou nasledujici tvrzeni
ekvivalentni:

Q A=] w.
Q A="w.

© Existuje derivacni strom s kofenem A davajici slovo w.

Proof

1 = 2 Leva derivace je derivace, druhy bod z prvniho plyne trivialné.

2 = 3 Z derivace vytvorime strom tak, ze koren ohodnotime pocatec¢nim
netermindlem a kazdé pravidlo v derivaci 'zavésime' pod uzel odpovidajici
pfepisovanému netermindlu.

3 =1 Pro dilkaz ekvivalence zbyva pro libovolny derivaéni strom najit levou
derivaci.

Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost 5
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Od stroma k derivaci

Lemma

Méjme CFG G = (V, T, P,S) a derivaéni strom s kofenem A davajici slovo
we T*.

Pak existuje leva derivace A =) w v G.

Priprava dikazu: 'obaleni derivace’
Mé&jme nasledujici derivaci:
E= 1= Ib— ab.

Pro libovolna slova a, 8 € (V U T)* je také derivace:

aEf = alf = albf = «aabp.

m Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost 5
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Priklad levé derivace z derivacniho stromu

E
T
E *
T
I )
I
a E E
\ \
| |
\ VAN
a |
VAN
0

Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost 5

Je prijemnéjsi zachytit derivaci stromem.

Kofen: E =, ExE
Levé dité korene: E =, | =, a
Koten a levé dité: E =, ExE =, IxE =, axE

Pravé dité korene:

E =Im (E) =Im (E+ E) =Im (I+ E) =Im (a+ E)
=Im (a+l) =Im (a+/0) =Im (a+l00) =Im (a+b00)
PIna derivace:

E =, ExE =, I¥E =, a¥E =

=im a%(E) =m ax(E + E) =m ax(1 + E) =m
=m ax(a+ E) =, ax(a+ 1) =m ax(a+ 10) =
=m ax(a + 100) =, ax(a + b00).
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Proof: 3 derivacni strom pak existuje leva derivace =,
Indukci podle vysky stomu.
o Zaklad: vyska 1: Kofen A s détmi davajicimi w. Je to derivacni strom,
proto, A — w je pravidlo € P, tedy A =, w v jednom kroku.
@ Indukce: vyska n > 1. Koren A s détmi X1, X, .

ey Xk
> Je—li X;i € T, definujeme w; = X;.
> Je—li X; € V, z indukéniho predpokladu X; =, w;.
Levou derivaci konstruujeme induktivné pro i = 1, ..., k slozime
A j;km wiwsp ... W;X;+1X,'+2 oo Xk
» Pro X; € T jen zvedneme ¢&itad i 4 +.
> Pro X; € V prepiSeme derivaci: Xj =m a1 =m @2... =m W; na
wiws .. Wi—1 Xi Xip1i Xivo ... Xk =im
wiws ... W,'71041X,'+1X,'+2 Xk = im

Pro i = k dostaneme levou derivaci w z A.

= m WiWs ... Wi_1 W,'X,'+1X,'+2 oo Xk
m Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost 5
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Ekvivalence gramatik

Definition 5.10 (ekvivalence gramatik)
jazyk.

Gramatiky Gy, G, jsou ekvivalentni, jestlize L(Gy) = L(Gy), tj. generuji stejny

_ Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost 5
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Viceznacnost gramatik

Dvé derivace téhoz vyrazu:
E=E+E=E+ExE E=ExE=E+ExE

E E
/’\ /’\
E + E E * E
PN PN
E * E E + E

@ Rozdil je dillezity, vlevo 1+ (2% 3) =7, vpravo (1 +2)x3 =09.

@ Tato gramatika mize byt modifikovana na jednoznacnou.
Example 5.10

Rizné derivace mohou reprezentovat stejny derivaéni strom, pak neni problém.
l. EE4+E=sI+E=sa+E=a+/=a+b

2. E=E+E=E+I=I1+I1=1+b=a+b.

Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost 5
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Definition 5.11 (Jednoznacnost a
viceznaénost CFG)

@ Bezkontextové gramatika G = (V, T, P,S) je
viceznacna pokud existuje aspon jeden fetézec
w € T* pro ktery mizeme najit dva rlzné
derivacni stromy, oba s kofenem S davajici slovo
w.

@ V opacném pripadé nazyvame gramatiku
jednoznacnou.

@ Bezkontextovy jazyk L je jednoznacny, jestlize
existuje jednoznaénd CFG G tak, ze L = L(G).

o Bezkontextovy jazyk L je (podstatné)
nejednoznacny, jestlize kazdd CFG G takova,
ze L = L(G), je nejednoznaéna. Takovému
jazyku ¥ikdme i viceznacny.

Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost 5

Example 5.11
(nejednoznacnost
CFG)

Dva derivacni stromy
davajici a+ ax a
ukazujici viceznacnost
gramatiky.

E E
PN PN
E + E E * E
| E * EE 4+ E |
I I I
a | [ I a
| I |
a a a a
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Priklad viceznaéného jazyka

Dva derivaéni stromy pro aabbccdd.
S S
Example 5.12 (Viceznalny jazyk) T~ |
P¥iklad viceznacného jazyka: A B C

L = {a"b"c¢™d™|n>1,m>1}U U N N
U{anbmcmdn|n21,m21}_ a A b C B d a C d

/N /NN

L SHABHC a b c d a C d
2. A — aAblab
3. B cBd|cd SN
4. C — aCd|aDd b c
5. D — bDclbc.

D

Jakakoli gramatika pro dany jazyk D

bude generovat pro nékterd slova typu

a"b"c"d" dva rzné derivacni stromy. /\
b ¢

Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost 5
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Odstanéni viceznacCnosti gramatiky

o Neexistuje algoritmus, ktery ndm tekne, zda je dand gramatika viceznacéna.

o Existuji bezkontextové jazyky, pro které neexistuje jednoznacna
bezkontextovd gramatika, pouze viceznaéné CFG.

@ Existuji urcitd doporuceni pro odstranéni viceznacnosti.
Viceznacnost ma rlizné priciny:

@ Neni respektovana priorita operatord.
@ Posloupnost identickych operatori Ize shlukovat zleva i zprava.
@ S — if then S else S| if then S|e

slovo 'if then if then else’ ma dva vyznamy

'if then (if then else)’ nebo 'if then (if then) else’
Regen:
> syntaktickd chyba (Algol 60)

> else patfi k blizs&imu if (preference poradi pavidel)
» zavorky begin-end,odsazeni v Python (asi nej¢ist3i FeSeni).
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Vynuceni priority

Regenim je zavést vice riiznych proménnych, kaz- Jediny deriva&ni strom pro a+ ax*
dou pro jednu Groven 'priority’.
S a. E
Konkrétné:
o Faktor je vyraz ktery nesmi rozdélit zadny /,\
operator. E
> identifikatory \
> vyraz v zavorkach T
o Term je vyraz, ktery nemiiZze rozdélit |
operator +. F
@ Vyraz mize byt rozdélen * i +. |
I

Jednoznacéna gramatika pro vyrazy:
1. I — a|bllallb]l0|I1

2. F=I|(E)

3. T = FIT*F a3
4. E—STIE+T.
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Jed

noznacnost a kompilatory

Kompilace vyrazu (zésobnik na mezivysledky + dva registry):

(1)
2

A~ N~
— — — — —

3
4
5
6
o

E—E+T .. poprl; pop r2; add r1,r2; push r2

E—>T

T—TxF .. poprl; pop r2; mul r1,r2; push r2
T—F

F — (E)

F—a ... push a

'a+a*a’ ziskdme postupnou aplikaci pravidel 1,2,4,6,3,4,6,6
posloupnost obratime a vybereme pouze pravidla generujici kéd
6,6,3,6,1

nyni nahradime pravidla pfislusnym kédem

push a; push a; pop rl; pop r2; mul rl1,r2; push r2; push a; pop rl; pop r2;
add r1,r2; push r2
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Shrnuti

o Gramatiky

» obecné

» kontextové

> bezkontextové

> regularni, pravé linedrni
°

jazyk gramatiky, derivace, derivace dava slovo, derivalni strom (pro
bezkontextové gramatiky), ekvivalentni gramatiky

ne kazda linedrni gramatika ma ekvivalentni pravou linedrni

bezkontextové gramatiky

jednoznaéné a (podstatné) viceznacné gramatiky.
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Dnesni téma

Chomského NF, Pumping Lemma pro CFL,CYK —
nalezeni do CFL

Marta Vomlelova

MS 303
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Bezkontextové gramatiky (CFG) v Chomského normalni
formé

@ Chomského normaélni forma bezkontextové gramatiky:
> neobsahuje zbytecné symboly

> vSechna pravidla tvaru A — BC nebo A — a, A, B, C jsou neterminély, a
terminal.

> Pro kazdy bezkontextovy jazyk L, kde L\ {e} # 0 existuje gramatika
v Chomského normalnim tvaru, ktera generuje L\ {¢}.

Postupné provedeme zjednoduseni gramatiky, nejdriv:
@ Eliminace zbytecnych symbolii
@ eliminace e—pravidel A — ¢, A€ V

@ eliminace jednotkovych pravidel A— B pro A,B € V.

To vse potfebujeme k formulaci iteraéniho lemmatu pro bezkontextové jazyky.

@ A ovéreni, zda zadany fetézec patfi do jazyka gramatiky pomoci
Cocke-Younger-Kasami algoritmu.

Chomského NF, Pumping Lemma pro CFL,CYK — nélezeni do CFL 6 March 17, 2025 138



Eliminace zbytecnych symboli

Definition 6.1 (zbyteény, uzite¢ny, generujici, dosazitelny symbol)

e Symbol X je uzite¢ny v gramatice G = (V, T, P, S) pokud existuje derivace
tvaru S=*aXf=>*wkdew e T*, X e (VUT), o, (VUT)~
@ Pokud X neni uziteCny, fikame, Ze je zbytecny.

@ X je generujici pokud X =* w pro néjaké slovo w € T*. Vzdy w =* w v
nula krocich.

e X je dosazitelny pokud S =* aX pro néjakd o, 8 € (VU T)*.

Chceme eliminovat ne—generujici a ne—dosazitelné symboly.

Example 6.1

- . Eliminujeme B L
Uvazujme gramatiku: e Eliminujeme A
S — AB|a S —>ga et (nedosazitelny):
A—b

A b S —a

Chomského NF, Pumping Lemma pro CFL,CYK — nélezeni do CFL 6
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Lemma 6.1 (Eliminace zbyte¢nych symboli)
Necht G = (V, T,P,S) je CFG, predpoklidejme L(G) # (). Zkonstruujeme
Gy = (W4, T1, P1, S) nésledovné:
@ Eliminujeme ne—generujici symboly a pravidla je obsahujici
@ poté eliminujeme vsechny nedosazitelné symboly
Pak Gi nema zbyte¢né symboly a L(G;) = L(G).

Algorithm: Generujici symboly
Algorithm: Dosazitelné symbol
Zsklad Kaidy a € T je

generujici.

Indukce Pro kazdé pravidlo
A — «, kde kazdy symbol v
« je generujici. Pak i A je
generujici.
(Veetné A — ).

Zaklad S je dosazitelny.

Indukce Je-li A dosazitelny, pro
vSechna pravidla A — «
jsou vSechny symboly v «
dosazitelné.

Lemma 6.2 (generujici/dosazitelné symboly)

Vyse uvedené algoritmy najdou pravé viechny generujici / dosazitelné symboly. J
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Eliminace ¢ pravidel

Definition 6.2 (nulovatelny neterminal)
Neterminal A je nulovatelny pokud A =* e. J

Pro nulovatelné neterminaly na pravé strané pravidla B — CAD, vytvotrime dvé
verze pravidla — s a bez nulovatelného neterminélu.

Algorithm: Nalezeni nulovatelnych symboli v G

Zaklad Pokud A — € je pravidlo G, pak A je nulovatelné.

Indukce Pokud B — Ci ... Ck, kde jsou vsechna C; nulovatelnd, je i B
nulovatelné (termindly nejsou nulovatelné nikdy).

Algorithm: Konstrukce gramatiky bez e—pravidel z G

o Najdi nulovatelné symboly

@ Pro kazdé pravidlo A — X;... Xk € P,k > 1, necht mz X; je
nulovatelnych. Nova gramatika G; bude mit 2™ verzi tohoto pravidla
s/bez kazdého nulovatelného symbolu kromé ¢ v pfipadé m = k.
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Priklad eliminace e—pravidel

Example 6.2

Méjme gramatiku:

Vysledna gramatika:

S AB S — ABJA|B S — ABJA|B
A — aAAle A — aAA|aA|aAla A — aAA|aAla
B — bBBJe B — bBB|bB|bB|b B — bBB|bB|b.

Chomského NF, Pumping Lemma pro CFL,CYK — nélezeni do CFL 6
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Eliminace jednotkovych pravidel

Definition 6.3 (jednotkové pravidlo)
Jednotkové pravidlo je A — B € P kde A, B jsou oba netermindly.

Example 6.3

I — al|b|la|lb|l0]/1 Expanze Tv E — T Expanze E — |

F — I|(E) E— F|TxF E — a|b|la|lb|I0]/1
T— F|T*F Expanze E — F

E-STIE+T E — I|(E)

Dohromady: E — a|b|/a|lb|IO|/1|(E)|T « FIE+ T.

Musime se vyhnout moznym cyklim.

Definition 6.4 (jednotkovy par)

Dvojici A, B € V takovou, ze A =* B pouze jednotkovymi pravidly nazyvame
jednotkovy par (jednotkova dvojice).
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Algorithm: Nalezeni jednotkovych part

Zaklad (A, A) pro kazdy A € V je jednotkovy par.

Indukce Je-li (A, B) jednotkovy par a (B — C) € P, pak (A, C) je
jednotkovy par.

Example 6.4 (Jednotkové pary z predchozi gramatiky)
(E,E),(T,T),(F,F),(1,1),(E, T),(E,F),(E,1),(T,F),(T,1),(F,)). J

Algorithm: Eliminace jednotkovych pravidel z G

@ najdi vSechny jednotkové pary v G

@ pro kazdy jednotkovy par (A, B) ddme do nové gramatiky vSechna
pravidla A — a kde B — a € P a B — « nenf jednotkové pravidlo.

Example 6.5
I — alb|lallb| /0|1 I — a|blla|lb| 0] /1
F = I|(E) F — (E)|a|bl/a|Ib|10]/1

r T T . i\l Alklialinnl i1
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Gramatiky v normalnim tvaru

Lemma 6.3 (Gramatika v normalnim tvaru, redukovana)

Méjme bezkontextovou gramatiku G, L(G) — {e} # 0. pak existuje CFG G;

takovd ze L(Gy) = L(G) — {€e} a G; neobsahuje e—pravidla, jednotkova pravidla ani

zbyte¢né symboly. Gramatika G; se nazyva redukovana.

o

Redukce bezkontextové gramatiky.
Idea dikazu:
@ Zac¢neme eliminaci e—pravidel.

@ Eliminujeme jednotkova pravidla. Tim neptiddme e—pravidla.

@ Eliminujeme zbyte¢né symboly. Tim nepfiddme zadna pravidla.

Nejd¥ive negenerujici,
pak nedosazitelné.
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Definition 6.5 (Chomského normalni tvar)

O bezkontextové gramatice G = (V, T, P, S) bez zbyte¢nych symbolil kde jsou
vSechna pravidla v jednom ze dvou tvari

e A= BC, ABCeV,

e A—a AeV,acT,
fikdme, Ze je v Chomského normalnim tvaru (ChNF).

Potfebujeme dva dalsi kroky:
@ pravé strany délky 2 a vice predélat na samé neterminaly
@ rozdélit pravé strany délky 3 a vice neterminald na vice pravidel

Algorithm: neterminal - T .
PP ————
@ Pro kazdy terminal a
vytvofime novy neterminal,
feknéme A,

@ Pro pravidlo A — By ... Bk
zavedeme k — 2

netermindld C;

@ priddme pravidlo A — a, O Pk mevide

@ pouzijeme A misto a na A= B G,C — BG
pravé strané pravidel délky ... Cho — Br_1Bx.
2 a vice.
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G  Chomského NF, Pumping Lemma pro CFL,CYK — nale¥eni do CFL 6



Theorem 6.1 (Chomského normalni tvar bezkontextové gramatiky)

Méjme bezkontextovou gramatiku G, L(G) — {e} # 0. Pak existuje CFG G;
v Chomského normalnim tvaru takova, Ze L(G1) = L(G) — {e}.

Example 6.6
I — a|blla|lb| 0] /1 T F|T*F
F — I|(E) E-TIE4+T

I'— alb[IA[IB[IZ]IU

F — LER|a|b|IA|IB|IZ|IU

T — TMF|LER|a|b|IA|IB|IZ|IU
E — EPT|TMF|LER|a|b|lIA|IB|IZ|IU
A—a

B—b

Z—0

U—1

P— +

M —

L—(

R —)

F — LG;|a|b|IA|IB|IZ|IU

T — TG|LGs|a|b|IA|IB|1Z|IU

E — EG| TG|LGs|a|b|IA|1B|1Z|1U
G — PT

C2 — MF

C3 — ER

I,A,B,Z,U,P,M,L,R jako vlevo

Chomského NF, Pumping Lemma pro CFL,CYK — nélezeni do CFL 6
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P¥iprava na (pumping) lemma o vkladani

Lemma (Velikost derivacniho stromu gramatiky v CNF)

Mé&jme derivaéni strom podle gramatiky G = (V, T, P, S) v Chomského
normélnim tvaru, ktery dava slovo w. Jeli délka nejdel3i cesty n, pak |w| < 271,

Proof.

Indukci podle n,

Zéklad |a| =1=20

Indukce 272 4 27=2 = 2n—1,

Lemma (Ddasledek)

Méjme derivaéni strom podle gramatiky G = (V, T, P, S) v Chomského normalni
formé&, ktery dava slovo w, |w| > p = 2"~1. Pak ve stromé existuje cesta del3i nez

v
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Lemma o vkladani (pumping) pro bezkontextové jazyky

Theorem 6.2 (!ILemma o vkladanf :
(pumping) pro bezkontextové jazyky) Az)\

Méjme bezkontextovy jazyk L. Pak existuje /
prirozené Cislo n € N takové, Ze kaZzdé v
z € L,|z| > n Ize rozloZit na z = uvwxy kde:

v
v

° |vwx| <n

o vx F£e€

o Vi>0, wiwx'y € L.

Idea dikazu:

@ vezmeme derivalni strom pro z e podstromy definuji rozklad slova

@ najdeme nejdel$i cestu @ nyni mizeme vétsi podstrom

@ na ni dva stejné neterminaly posunout (i > 1)
@ tyto neterminély uréi dva @ nebo nahradit mensim
podstromy podstromem (i = 0)

B  Chomského NF, Pumping Lemma pro CFL,CYK — nalezeni do CFL 6
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Proof: |z| > n: z = uvwxy, |[vwx| < n,vx # €,Vi > Ouv/wx'y € L

vezmeme gramatiku v Chomského NF (pro L = {e} a () zvol n = 1).
Necht |V| = k. Polozime n = 2.

Pro z € L,|z| > 2%, m4 v deriva&nim stromu z cestu délky > k

vezmeme cestu maximalni délky; terminal kam vede oznadime t
Aspon dva z poslednich (k + 1) neterminéld na cesté do t jsou stejné
vezmeme dvojici Al, A% nejblize k t (uréuje podstromy T, T2)
cesta z Al do t je nejdel3i v podstromu T! a mé délku maximalng
(k+1)
tedy slovo dané stromem T neni del$i nez 2% (tedy |vwx| < n)
z Al vedou dvé cesty (ChNF), jedna do T2 druha do zbytku vx
ChNF je nevypoustéjici, tedy vx # €
derivace slova (Al =* vA%x, A2 =* w)
S =" uAly =* uvA’xy =" uvwxy

posuneme—li A% do Al @ posuneme-li Al do A% (i =2,3,...)
(i=0) S =" uAly =" wA'xy =*
S =" uA’y =" uwy uwA?xxy =* uvvwxxy. O]
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Pouziti lemma o vkladani
Example 6.8 (ne-bezkontextovy

Example 6.7 (ne—bezkontextovy R

jazyk)
, . ; i Nasledujici jazyk neni bezkontextovy
Nasledujici jazyk neni bezkontextovy . L
o {0’20 < <)<k}
e {0'12']i > 1}

o dlkaz sporem: predpokladejme

o diikaz sporem: predpokladejme bezkontextovost
bezkontextovost TV
L, z lemmatu o vkladani mame n
z lemmatu o vklddani médme n
zvolme z = [0"1"2"| > n
zvolme z = |0"1"2"| > n o ..
o L zadné déleni nespliuje PL nebot
zadné déleni nesplnuje PL nebot 3
i pumpovaci slovo |vwx| < n
pumpovaci slovo [vwx| < n

e o I o o

i ] tj. vzdy lze pumpovat maximalné
tj. vzdy Ize pumpovat maximalné dva riizné symboly

dva rizné symboly

e o k o @

> pokud 0 (nebo 1), pumpujeme

@ vx # ¢, iteraci se slovo zménf{ nahoru — SPOR i < j (nebo

@ porusi se rovnost poctu symbolid — J= k) .
SPOR > pokud 2 (nebo 1), pumpujeme

’ doli — SPOR j < k (nebo i < j)
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Pouziti lemma o vkladani

Example 6.9 (ne-bezkontextovy
jazyk)

Nasledujici jazyk neni bezkontextovy

{0'1231]i,j > 1)

Automat

diikaz sporem: predpokladejme
bezkontextovost

z lemmatu o vkladani mame n
zvolme z = |0"1"2"3"| > n
pumpovaci slovo [vwx| < n

tj. vzdy Ize pumpovat maximalné
dva rlizné sousedni symboly

porusi se rovnost poctu symboll 0
a2nebola3-SPOR.

a gramatik Chomského NF, Pumping Lemma pro CFL,CYK — nélezeni do CFL 6

Example 6.10 (ne—bezkontextovy

jazyk)

Nasledujici jazyk neni bezkontextovy
o {ww|w € {0,1}*}

o dikaz sporem: predpokladejme
bezkontextovost

z lemmatu o vkladani mame n
zvolme z = |0"1"0"1"| > n

pumpovaci slovo [vwx| < n

tj. vzdy lze pumpovat maximalné
dva rlizné sousedni symboly
@ porusi se bud rovnost nul Ci
jednicek
> rozeberete 4 ptipady, vx
obsahuje znak z prvnich nul,
prvnich jednicek, druhych nul,
druhych jednicek.

March 17, 2025
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Kdy lemma o vkladani nezabere

@ Lemma o vkladani je pouze implikace!

Example 6.11 (pumpovatelny, ne—bezkontextovy jazyk)
L={a'bickd'|i =0V j = k = I} neni bezkontextovy jazyk, presto Ize pumpovat.
i=0:bckd Ize pumpovat v libovolném pismenu
i>0:ab"c"d"

Co s tim?

Ize pumpovat v ¢asti obsahujici a

@ zobecnéni pumping lemmatu (Ogdenovo lemma)
> pumpovani vyznacenych symboli
@ uzdvérové vlastnosti.

Chomského NF, Pumping Lemma pro CFL,CYK — nélezeni do CFL 6
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Priklad gramatiky

Example 6.12 (Uzavorkovani v ChNF)

S — LR|SS|LA
. . A — SR
Méjme gramatiku G = ({S, L, R}, {(,)}, P, S), kde P = Lo
R — )

e S=LR=(R=()

0 S=S55=ILRS=(RS=(S=(OLR=(OR= 00
e S=LA= (A= (SR= (LRR= ((RR= (OR = (())
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Priklad CYK: pro slovo najit derivacni strom

@ Chceme rozhodnout, zda dané slovo w patfi do O
jazyka bezkontextové gramatiky
» Vezmeme gramatiku v Chomského normalni
formé
> exponencialni slozitost: prozkousime vSechny
derivaéni stromy do hloubky |n],
» polynomialné: Cocke-Younger-Kasami

algoritmus.
Example 6.13 (CYK algoritmus)
Tabulku vypliujeme odspodu:
Gramatika {5}
G=({S ALRL{(,)}P,S) g {A
s
S LR|SS|LA
- 0 0 0w
P=q1 - {4y {3 {sr
R — ) {ty {y {Ry {1} {R} {R}
( ( ) ( ) )

Chomského NF, Pumping Lemma pro CFL,CYK — nélezeni do CFL 6 March 17, 2025 155



Cocke-Younger-Kasami algoritmus naleZeni slova do CFL

Algorithm: CYK algoritmus, v &ase O(n®)

@ Méjme gramatiku v ChNF
G=(V,T,P,S) pro jazyk L a slovo

wW=aja...a, € T*. Xis
@ Vytvorme trojuhelnikovou tabulku X Xos
(vpravo), X1z Xoa  Xss
> horizontalni osa je w Xio  Xos  Xaa  Xus
> Xjj jsou mnoziny netermindlt A
X X X: X X
takovych, ze A =" ajaiy1. .. a;. U 2 > “ >
Zaklad: Xij = {A;A— a; € P} a 2 3 & a5
Indukce: Xjj = {A— BC;B € Xy, C €
Xet1,7}

@ Vyplnujeme tabulku zdola nahoru.

Theorem 6.3 (CYK)
Slovo w patii do jazyka gramatiky G pravé kdyz je v CYK algoritmu S € Xq p. J
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Obecny priklad CYK

Example 6.14 (CYK algoritmus)

Uvazujme gramatiku
G=({S,AB,C} {ab},P,S):
S — AB|BC

A — BA|a

B — CClb

C — ABla

Pravidla pozpatku:

P=

v

Tabulku vypliujeme odspodu:

AB — {S,C} {S,A,C}
BA — {A} - {$,AC}
BC — {S} - 8y {8}

{s, A} {B} {s.¢r {S A}
cC — {B}

{B} {Ac {Ac {B} {AC
b — {B} b a a b a
a - {AC}
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