Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaéno:

Palindromy

Definition (palindrom) Example 6.1 (Bezkontextova

Palindrom je Yetézec w stejny pi teni zepredu i | [FAGIUEILCHIN-EILIEINID
C o — R
EERIT ) 77 =7 G =({s}.{0,1},P.5), P=
o Priklady: ’otto’; ’Madam, I’m Adam’. 1. S > ¢
2.5—=o0
3. St
Jazyk Lpa = {w|w = wR w € £*} neni 4. S — oSo
regularni. 5.5 — tSt )

@ Dilkaz sporem. Ptedpokladejme L, je reguldrni, necht n je konstanta
z pumping lemma, uvazujme slovo: w = 0"to".

@ z pumping lemmatu lze rozloZit na w = xyz, y obsahuje jednu nebo
vice z prvnich n o-Cek. Tedy xz ma byt v L, ale ma méné o-Cek vlevo
od 't' nez vpravo, tedy neni palindrom. lteracni lemma pro jazyk Ly

nedokaze naiit i Proto L neni regularni. T
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Formalni (generativni) gramatiky, Bezkontextové gramatiky

Definition 6.1 (Formalni (generativni) gramatika)

Formalni (generativni) gramatika je G = (V, T, P, S) slozena z
@ kone¢né mnoziny neterminala (variables) V
@ neprazdné kone¢né mnoziny terminalnich symbolid (terminala) T
@ pocatecni symbol S € V.
@ koneéné mnoziny pravidel (produkci) P reprezentujici rekurzivni definici
jazyka. Kazdé pravidlo ma tvar:
o fAY s w, A€ V,B,y,we (VUT)*

tj. leva strana obsahuje aspon jeden neterminalni symbol.

Definition (Bezkontextova gramatika CFG)

Bezkontextova gramatika (CFG) je G = (V, T, P, S) gramatika, obsahujici
pouze pravidla tvaru

A= w A€ V,we (VUT)
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Chomského hierarchie

Definition 6.2 (Klasifikace gramatik podle tvaru prepisovacich pravidel)

o gramatiky typu 0 (rekurzivné spocetné jazyky Lo)
pravidla v obecné formé o« — w, a,w € (V U T)*, a obsahuje neterminal
o gramatiky typu 1 (kontextové gramatiky, jazyky £;)
e pouze pravidla ve tvaru yAB — ywp
AeV,y,BE(VUT) ,we(VUT)H!
e jedinou vyjimkou je pravidlo S — ¢, potom se ale S nevyskytuje na pravé
strané Zzadného pravidla

e gramatiky typu 2 (bezkontextové gramatiky, jazyky £;)
pouze pravidla ve tvaru A > w, A€ V,w e (VU T)*
o gramatiky typu 3 (reguldrni/pravé linearni gramatiky, regularni jazyky £3)

pouze pravidla ve tvaru A -+ wB,A — w,A,Be V,we T".
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Usporadanost Chomského hierarchie

@ Chomského hierarchie definuje usporadani trid jazyki
LoD L12D LD L3

@ dokonce vlastni podmnoZiny (pozdéji)
Lo D L1 rekurzivné spocetné jazyky zahrnuji kontextové jazyky
pravidla YAB — ywp obsahuji vlevo neterminal A
Lo D L3 bezkontextové jazyky zahrnuji regulrni jazyky
pravidla A — wB, A — w obsahuji vpravo fetézec (VU T)*
L1 D L5 kontextové jazyky zahrnuji bezkontextové jazyky
problém je s pravidly typu A — ¢, ale ta umime eliminovat.

Example 6.2 (Notace)

a,b,c,1,%,( terminaly

A B, C neterminaly, proménné

w, Z fetézec terminali

X, Y bud terminal nebo neterminal

a, B, fetézec (T U V)*

A—alp {A — a,A — B}, OR, kompaktni zépis vice pravidel.
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Definition 6.3 (Derivace =*)
Méjme gramatiku G = (V, T, P,S).
o Rikdme, e « se pfimo prepiSe na w (piSeme o = w nebo a = w) jestlize
B, v,mv € (VUT) :a=nbv, w=nyva(B8— )€ P.
o Rikame, Ze a se prepiSe na w (pieme o =* w) jestlize

B, B €(VUT) ta=51= o= ... = B =w,
tj. také a =" a.

Posloupnost 1, .. ., 8, nazyvame derivaci (odvozenim).

Pokud Vi # j : Bi # f3j, hovotime o minimalnim odvozeni.

Libovolny Fetézec w € (T U V)* odvoditelny z poéateéniho symbolu
nazyvame sentencialni forma.

Definition 6.4 (Jazyk generovany gramatikou G)

Jazyk L(G) generovany gramatikou G = (V, T, P, S) je mnozina terminélnich
fetézcll, pro které existuje derivace ze startovniho symbolu

L(G)={w e T*|S =¢ w}.

Jazyk neterminalu A € V definujeme L(A) = {w € T*|A=¢ w}.

Marta Vomlelova Automaty a gramatiky March 20, 2024 112 /283



Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost

Gramatiky typu 3 a regularni jazyky

Definition (Gramatika typu 3, prava linedrni)

Gramatika G je prava linearni, tj. regularni, Typu 3, pokud obsahuje pouze
pravidla tvaru A - wB,A — w,A,Be V,w e T*.

Example 6.3 (Ptiklad derivace gramatiky typu 3)

P ={S — 0S|1Ale, A— 0A|1B, B — 0B|1S}
S = 05 = 01A = 011B = 01108 = 011015 = 01101

Pozorovani:

o kazda sentencialni forma derivace obsahuje pravé jeden neterminal
e tento netermindl je vzdy umistén zcela vpravo

o aplikaci pravidla A — w se derivace uzavira

o krok derivace generuje symboly a zméni neterminal

Idea vztahu gramatiky a konecného automatu

neterminal = stav kone¢ného automatu

pravidla = prechodova funkce.
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Priklad prevodu FA na gramatiku

Example 6.4 (G, FA binarni zapis ¢isla délitelného 5)

L= {w|w € {0,1}*&w je binarni zapis ¢isla délitelného 5}

0 @ .
1BJ|0A|e 1
0C|1D H q .
0E[1A 1 1
0B|1C 5 1
AR SO

0

moOo®w>»
bl

A=0A=0 (0)
Piklady derivaci A~ 1B~ 10C = 101A = 101 (5)

A= 1B = 10C = 101A = 1010A = 1010 (10)

A= 1B = 11D = 111C = 1111A = 1111 (15)
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Prevod konecného automatu na gramatiku typu 3

Theorem 6.1 (L € RE = L € L3)

Pro kazdy jazyk rozpoznavany konecnym automatem existuje gramatika typu 3,
ktera ho generuje.

Proof: Prevod konecného automatu na gramatiku typu 3

o L = L(A) pro deterministicky kone¢ny automat A= (Q,X,J, qo, F).
e definujme gramatiku G = (Q, X, P, qo), kde pravidla P maji tvar
p—aq, kdyzd(p,a)=gq
p — €, kdyz p € F
e je L(A) = L(G)?
scel(A)eqpeF<(q—e ePsecel(G)
@ a1...ap € L(A) = qu, ...,qn € Q tz. 6(q,-,a,-+1) = qit+1,9n € F

< (go= a1q1 = ...a1...anqn = a1...an) je derivace pro ai ... an

S ap...an € L(G) ]
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Priprava prevodu gramatiky typu 3 na FA

@ Opaclny smér
e pravidla A — aB kédujeme do prechodové funkce
e pravidla A — € urcuji koncové stavy
e pravidla A — a1...anB,A — a1...an s vice neterminaly rozepiSeme

o zavedeme nové netermindly Ya,...,Yn, Z1,..., 2,
@ vytvorime pravidla A — a1 Y2, Yo — a2 Y3,...,Ys — anB
o resp. Z = a1, 21 — a2, ..., Zn—1 — anZn,Zn — €

e pravidla A — B odpovidaji ¢ prechodiim

@ zbavime se jich tranzitivnim uzavérem
@ nebo musime tranzitivné uzaviit S — B pro hledani S — e.

Ke kazdé gramatice typu 3 existuje gramatika typu 3, ktera generuje stejny jazyk
a obsahuje pouze pravidla ve tvaru: A — aB,A —¢, AABe V,aecT.
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Standardizace gramatiky typu 3

Ke kazdé gramatice typu 3 existuje gramatika typu 3, ktera generuje stejny jazyk
a obsahuje pouze pravidla ve tvaru: A— aB,A —¢, AABe V,acT.

Pro gramatiku G = (V, T, S, P) definujeme G! = (V!, T, S, P!), kde pro kazdé

pravidlo zavedeme dostatecny pocet novych neterminalt Ys,...,Y,, Z1,...,Z, a
definujeme

P P!

A— aB A— aB

A—e A—e

A%al...anB A*>21Y2,Y2—)22Y3,...Yn*>2,,8 0

Z —aj...a, Z—>8121,21—)3222,...,2,,,1—)3”2,,,2,,—)6

odstranime i pravidla:

A— B tranzitivni uzavér U(A) = {B|B € V&A =* B}

A —  pro véechna Z € U(A) a (Z — v) € P!
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Pouze pravidla A — aB, A — ¢

Example 6.5
P P!
B — a; B—>alH1,H1—>e
U(A) = {A, B}, proto
A— B A—>31H27H2—>6
A— a A—>32H3,H3—>6

Automaty a gramatiky

March 20, 2024

118 /283



Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost

Prevod gramatiky typu 3 na konecny automat

Theorem 6.2 (e-NFA pro gramatiku typu 3 rozpoznavajici stejny jazyk)

Pro kazdy jazyk L generovany gramatikou typu 3 existuje e~NFA rozpoznavajici L.

Proof: Prevod gramatiky typu 3 na konecny automat

@ Vezmeme G = (V, T, P, S) obsahujici jen pravidla tvaru A — aB, A — ¢,
A,B € V ,ae T generujici L (pfedchozi lemma)
e definujeme nedeterministicky e-NFA A= (V, T,4,S, F), kde:
F={A|(A—¢) e P}
5(A,a) = {B|(A— aB) € P}
e L(G)=L(A)
ecel(G)e(S—eePeSeFsecl(A)
e aj...an € L(G) & existuje derivace
(S=aH =...=a...apH, = a1...a,)
& 3Ho,...,Ho€ V tak 3¢ Ho= S, Hy € F

Hiv1 € 6(Hi,ak) pro krok ay...ak—1Hi = a1 ... ak—1akHiq1
& oar...ap € L(A)

O

Marta Vomlelova
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Levé (a pravé) lineani gramatiky

Definition 6.5 (Levé (a pravé) linedni gramatiky)

Gramatiky typu 3 nazyvame také pravé linearni (netermindl je vzdy vpravo).
Gramatika G je leva lineani, jestlize ma pouze pravidla tvaru
A— Bw,A—-w, A BeV,weT"

Jazyky generované levou lineani gramatikou jsou praveé regularni jazyky.

= 'otolenim’ pravidel levé linedrni gramatiky dostaneme pravou linearn{
A — Bw, A — w prevedeme na A — wfB, A — wf
e ziskana gramatika generuje jazyk LR, najdeme automat
@ vime, ze regularni jazyky jsou uzaviené na reverzi,
LR je regularni, tudiz i L = (LF)R je regularni
< takto lze ziskat vSechny regularni jazyky

o (FA=reverze=> prava linearni gramatika=> leva linearni gramatika)
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Linedrni gramatiky (a jazyky)

@ Leva a prava linearni pravidla dohromady jsou uz silnéjsi.

Definition 6.6 (linedrni gramatika, jazyk)

Gramatika je linearni, jestlize ma pouze pravidla tvaru

A— uBw,A— w,A,Be V u,we& T* (na pravé strané vzdy maximalné jeden
netermindl).

Linearni jazyky jsou pravé jazyky generované linednimi gramatikami.

@ Zrejmé plati: regularni jazyky C linearni jazyky.

@ Jde o vlastni podmnozinu C.

=

Example 6.6 (linedrni, neregularni jazyk)

Jazyk L = {071'|i > 1} nenf regularni jazyk, ale je linearni, generovany gramatikou
s pravidly S — 051]01.

Pozorovani:

@ linearni pravidla Ize rozlozit na levé a pravé linedni pravidla: S — 0A, A — S1.
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Bezkontextova gramatika pro jednoduché vyrazy

Definition (Bezkontextova gramatika)

Bezkontextova gramatika je gramatika, kde

. . F j hé vy
vsechna pravidla jsou tvaru CFG pro jednoduché vyrazy

A= wwe (VUT)*. o E L E4E
3. EExE
Example 6.7 (CFG pro jednoduché vyrazy) 4. E = (E)
Gramatika pro jednoduché vyrazy 51— a
G=({E I}, {+,%.(,) ab,0,1},P,E), P 6. 1 — b
jsou pravidla vypsana vpravo. 7. 1—la
8. I—1Ib
o Pravidla 1-4 definuji vyraz. 9. 1 =10
10. I =11

@ Pravidla 5-10 definuji identifikator /,
odpovidajici regularnimu vyrazu
(a+b)(a+b+0+1)
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Derivacni strom

Definition 6.7 (Derivaéni strom)
Méjme gramatiku G = (V, T, P, S). Derivaéni strom pro G je strom, kde:
@ Koren (kreslime nahofe) je oznacen startovnim symbolem S,
@ kazdy vnitfni uzel je ohodnocen neterminalem V.
o Kazdy uzel je ohodnocen prvkem € VU T U {¢}.
o Je-li uzel ohodnocen ¢, je jedinym ditétem svého rodice.

@ Je-li A ohodnoceni vrcholu a jeho déti zleva poradé jsou ohodnoceny
X1,y Xk, pak (A — Xi...Xk) € P je pravidlo gramatiky.

Notation 1 (Terminologie stromil)

Uzly, rodice, déti, koren, vnitfni uzly, listy, naslednici, predci.

@ Stromova struktura reprezentuje zdrojovy program v prekladadi. Struktura
usnadnuje preklad do strojového kédu.
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Priklady strom(, Strom dava sentencialni formu, slovo

Derivac¢ni strom E =* | + E. Derivaéni strom P =* 0110.

E P
/[\ /’\
E + E 0 P 0
| PN
| 1 P 1
|
€

Definition 6.8 (Strom dava slovo (yield))

Rikame, e derivanéni strom dava sentencialni formu o (slovo w), jestlize je
a (w) zretézenf listd brano zleva doprava.
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Leva a prava derivace

Definition 6.9 (Leva a prava derivace)

Leva derivace (leftmost) =, =, v kazdém kroku prepisuje nejlevnéjsi
neterminal.

Prava derivace (rightmost) =, = v kazdém kroku pfepisuje nejpravé;jsi
neterminal.

Example 6.8 (leva derivace)

E=mE*E=m|+E=ya*xE=max(E)=>max(E+E)=max(l+E)=m
=max*(a+E)=max(a+l)=max(a+I0) =, a*(a+/00)=m ax*(a+ b00)

Prava derivace pouziva stejné prepisy, jen je provadi v jiném poradi.

Example 6.9 (rightmost derivation)

E=m ExE =pm Ex(E) =ym Ex(E+E) =m E*(E+1)=>m
= rm E % (E + 10) = E % (E + 100) =m E * (E + b00) =
= rm E % (I + b00) = E % (2 + b00) =, I % (a+ b00) =,m a* (a+ b0O)
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Derivace a derivacni stromy

Theorem 6.3

Pro danou gramatiku G = (V, T,P,S) aw € T* jsou nasledujici tvrzeni
ekvivalentni:

Q A=) w.
Q A="w.

© Existuje derivacni strom s kofenem A davajici slovo w.

1 = 2 Leva derivace je derivace, druhy bod z prvniho plyne trivialné.

2 = 3 Z derivace vytvorime strom tak, ze koren ohodnotime pocatec¢nim

netermindlem a kazdé pravidlo v derivaci 'zavésime' pod uzel odpovidajici
prepisovanému netermindlu.

3 = 1 Pro diikaz ekvivalence zbyva pro libovolny derivaéni strom najit levou
derivaci.

Marta Voml
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Od stroma k derivaci

Méime CFG G = (V, T, P,S) a derivaéni strom s kofenem A davajici slovo
we T
Pak existuje leva derivace A=} w v G.

Ptiprava diikazu: 'obaleni derivace’

Mé&jme nasledujici derivaci:
E= 1= Ib— ab.

Pro libovolna slova a, 8 € (V U T)* je také derivace:

aEfB = alf = albf = «abp.
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Priklad levé derivace z derivaéniho stromu

v — — — m
*
m

Marta Vomlelova

Je prijemnéjsi zachytit derivaci stromem.

Kofen: E =, ExE

Levé dité korene: E =, | =, a

Koren a levé dité: E =, ExE =, IxE =, axE
Pravé dité kofene:

E =, (E) =Im (E—|— E) =Im (I—|— E) =Im (a—|— E)
=im (a+1) =m (a+10) =, (a+100) =, (a+ b00)
PIna derivace:

E =Im ExE =Im IxE =Im axE =Im

=im a%(E) =m ax(E + E) =m ax(1 + E) =m
=m ax(@a+ E) =m ax(a+ 1) =m ax(a+ 10) =
=m ax(a+ 100) =, ax(a + b00).
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Proof: 3 derivacni strom pak existuje leva derivace =,

Indukci podle vysky stomu.
o Zaklad: vyska 1: Koren A s détmi davajicimi w. Je to derivaéni strom,
proto, A — w je pravidlo € P, tedy A =, w v jednom kroku.
o Indukce: vyska n > 1. Kofen A s détmi X1, X, ..., Xk.
o Je-li Xi € T, definujeme w; = X;.
o Je-li X; € V, z indukéniho predpokladu X; =, w;.
Levou derivaci konstruujeme induktivné pro i =1, ..., k sloZzime
A :>;km Wwiws ... W,'X;+1X,'+2 . Xk.
o Pro X; € T jen zvedneme ¢&itad i 4+ +.
o Pro X; € V prepiseme derivaci: Xi =m a1 =m Q2... =m W; na

wiws ... W,'_1X,'X,'+1X,'+2 o Xk =im

wiws ... W,'_1CE1X,'+1X,'+2 . Xk =Im

= m WiWa ... Wi_1 W,'X,'+1X,‘+2 . Xk.

Pro i = k dostaneme levou derivaci w z A. 0
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Ekvivalence gramatik

Definition 6.10 (ekvivalence gramatik)

Gramatiky Gy, G jsou ekvivalentni, jestlize L(G;) = L(Gp), tj. generuji stejny
jazyk.
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Viceznaénost gramatik

Dvé derivace téhoz vyrazu:
E=E+E=E+ExE E=ExE=E+ExE

E E

/[\ /’\

E + E E * E
PN PN
E * E E + E

@ Rozdil je diilezZity, vlevo 14+ (2% 3) =7, vpravo (1 4+2) «3=0.

@ Tato gramatika mize byt modifikovana na jednoznacnou.

Example 6.10

Riizné derivace mohou reprezentovat stejny derivacni strom, pak neni problém.
l. EsE+E=I+E=a+E=a+l=a+b
22 E=E+E=E+I=I+I=I1+b=a+b.
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Definition 6.11 (Jednoznadnost a viceznatnost CFG) Example 6.11

(nejednoznaénost CFG)

o Bezkontextovéd gramatika G = (V, T, P,S) je

viceznaéna pokud existuje aspori jeden Fetézec Dva derivacni stromy
w € T* pro ktery mGzeme najit dva rdzné davajici a+ ax a
deriva&ni stromy, oba s kofenem S davajici slovo | ukazujici viceznacnost
w. gramatiky.

@ V opacném pripadé nazyvame gramatiku

jednoznacnou. P P

@ Bezkontextovy jazyk L je jednoznacny, jestlize E + E E * E
existuje jednoznaénd CFG G tak, ze L = L(G). T T

o Bezkontextovy jazyk L je (podstatné) BT EE S B
nejednoznacny, jestlize kazda CFG G takov3, l l l l l i
ze L = L(G), je nejednoznaéna. Takovému ‘ | ‘
jazyku fikdme i viceznacny. a 2 a a
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Priklad viceznacného jazyka

Dva derivaéni stromy pro aabbccdd.

S S
Example 6.12 (Viceznaény jazyk) T~ |

Ptiklad vicezna¢ného jazyka: A B C

L = {a"cmdn>1,m>13u |~ I TN

U{anbmcmdn|n21,m21}_ a A b C B d a C d

S — AB|C
A — aAb|ab
B —s cBd|cd SN
C — aCd|aDd b D
5. D — bDclbc. |
Jakakoli gramatika pro dany jazyk D
bude generovat pro nékterd slova typu

a"b"c"d" dva rizné derivacni stromy. /\

mwh e
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Odstanéni viceznacCnosti gramatiky

o Neexistuje algoritmus, ktery ndm tekne, zda je dana gramatika viceznacéna.

@ Existuji bezkontextové jazyky, pro které neexistuje jednoznacna
bezkontextovd gramatika, pouze viceznaéné CFG.

@ Existuji urcitd doporuceni pro odstranéni viceznacCnosti.
Viceznacnost ma rlizné priciny:

@ Neni respektovana priorita operator(.

@ Posloupnost identickych operatori Ize shlukovat zleva i zprava.

@ S — if then S else S| if then S|e

slovo 'if then if then else’ ma dva vyznamy
'if then (if then else)’ nebo 'if then (if then) else’
Resent:
e syntaktickd chyba (Algol 60)
o else patfi k blizs§imu if (preference poradi pavidel)
e zavorky begin-end,odsazeni v Python (asi nejCist3i Feseni).
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Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaéno:

Vynuceni priority

Regenim je zavést vice riiznych proménnych, kaz- Jediny deriva&ni strom pro a+ a*

dou pro jednu Groven 'priority’.
S a. E
Konkrétné:

o Faktor je vyraz ktery nesmi rozdélit zadny /’\

operator. E

o identifikatory \

e vyraz v zavorkach T

o Term je vyraz, ktery nemiize rozdélit |

operator +. F

@ Vyraz mize byt rozdélen * i +. |

I

Jednoznacéna gramatika pro vyrazy:
1. I — a|bl|/allb]l0|/1

2. F=I|(E)

3. T = F|IT*F 2 a
4. E—STIE+T.
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Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost

Jednoznacnost a kompilatory

Kompilace vyrazu (zésobnik na mezivysledky + dva registry):
(1) E—E+T .. poprl; pop r2; add rl,r2; push r2

(2) E—>T

(3) T—TxF .. poprl;popr2; mul r1,r2; push r2
() T—F

(5) F—(E)

(6) F—a ... push a

@ 'ata*a’ ziskdme postupnou aplikaci pravidel 1,2,4,6,3,4,6,6
@ posloupnost obratime a vybereme pouze pravidla generujici kbd
6,6,3,6,1

@ nyni nahradime pravidla prislusnym kédem

push a; push a; pop rl; pop r2; mul rl1,r2; push r2; push a; pop rl; pop r2;
add rl1,r2; push r2
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Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost

Shrnuti

Gramatiky
o obecné
o kontextové
o bezkontextové
e regularni, pravé linearni

@ jazyk gramatiky, derivace, derivace dava slovo, derivalni strom (pro
bezkontextové gramatiky), ekvivalentni gramatiky

ne kazda linedrni gramatika ma ekvivalentni pravou linearni

bezkontextové gramatiky

jednoznaéné a (podstatné) viceznacné gramatiky.
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Shrnuti na

Prehled kapitol

@ Uvod, lteraéni lemma pro reg. jazyky

9 Redukovany DFA a ekvivalence automat, stavi

© Nedeterministické e~NFA, Operace zachovavajici regularitu
e Regularni vyrazy, Kleeneova véta, Substituce, Homomorfizmus
© Dvousmémé FA, Mealy a Moore stroje

@ Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost

e Chomského NF, Pumping Lemma pro CFL

@ CYK - nélezeni do CFL

© Zisobnikové automaty, Deterministické PDA

@ Uzavérové vlastnosti, Dykovy jazyky

@ Turingilv stroj, rozsiteni

@ Linedrn& omezené automaty, Univerzalni TM, Diagonalni jazyk

@ Nerozhodnutelné problémy, Postiiv korespondencni p.
@ Casovi slozitost
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