Regularni vyrazy, Klee véta, Substituce, Homomorfizmus

Shrnuti minulé pfednasky (-+dva fadky a sloupce navic)

@ Podmnozinova konstrukce DFA z eNFA
@ Regularni vyrazy
o Kleeneho véta
e Jazyk je prijimany koneénym automatem pravé kdyz lze napsat jako regularni
vyraz,
oti. z0a{a}proaeX
o a konecného poctu aplikaci iterace, zfetézeni a sjednoceni.
o Uzavérové vlastnosti
o dnes jen 'regularni’ sloupec.
jazyk regularni (RL) | bezkontextové | deterministické CFL
sjednocenf NE
pranik NE NE
NsRL
doplnék NE
homomorfizmus NE
inverzni hom.
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Regularni vyrazy, Kleeneova véta, Substituce, Homomorfizmus

Substituce jazykd

Definition 4.1 (Substituce jazyki)

Méjme konecnou abecedu ¥. Pro kazdé x € ¥ budiz o(x) jazyk v néjaké abecedé
Y. Dale polozme

o(€) = {e}
o(u.v) =o(u).o(v)

@ Zobrazeni o : X* — P(Y*), kde Y =

«ex Yx se nazyva substituce.
® Pro jazyk L definujeme: o(L) = {J,,c, o(w), podobné sjednoceni.

nevypoustéjici substituce je substituce, kde zddné o(x) neobstahuje e.

Example 4.1 (substituce)

1) £ ={k,p,m,c,t}, L= (kmp)(ckmp)*t,

k slovnik kfestnich jmen, p slovnik pfijmeni, m mezera, c carka, t tecka.
2) Pokud o(0) = {a'b/,i,j > 0},0(1) = {cd}

tak 0(010) = {a'b/cdakb’, i, j, k,1 > 0}.
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Regularni vyrazy, Kleeneova véta, Substituce, Homomorfizmus

Homomorfizmus a inverzni homomorfizmus jazykd{

Definition 4.2 (homomorfizmus (jazyki), inverzni homomorfizmus)

Homomorfizmus h je specialni pripad substituce, kde obraz je vzdy jen
jednoslovny jazyk (vynechdvame u néj zavorky), tj. (Vx € X) h(x) = wy.
Pokud Vx : w, # €, jde o nevypoustéjici homomorfizmus.

Inverzni homomorfizmus h=1(L) = {w|h(w) € L}.

Example 4.2 (homomorfizmus)

@ Znaky nahradime TpXzapisem, h(u) = \mu a podobné.

e Homomorfizmus h definujeme: h(0) = ab, a h(1) = e¢. Pak h(0011) = abab.
Pro L =101 je h(L) = (ab)*.

Theorem 4.1 (uzavienost na homomorfizmus)

Je—li jazyk L i Vx € X jazyk o(x), h(x) reguldrni, pak je regularni i o(L), h(L).
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Regularni vyrazy, Kleeneova véta, Substituce, Homomorfizmus

Uzavfenost na substituci, homomorfizmus.

Strukturalni indukci 'probublavanim’ algebraickym popisem jazyka zakladnich,
sjednoceni, zfetézeni a iterace. Pro sjednoceni a zfetézeni z definice substituce a
uzavrenosti regularnich jazykl na sjednoceni a zfetézeni.

a(a+p) o(L(a)) Ua(L(B))
a(aB) = {w|ue L(a)Iv e L(B) : o(u)o(v) = w}

Pro iteraci rozlozime na nekonecné sjednoceni, pro kazdy konkrétni pocet iteraci o
aplikované na konecné zretézeni.
o(L(a)*) = o(L(a)®)Uo(L(a))U...Ua(L(a))U...
= o(a)Ug(a)'u...Ug(a)"uU...

= L(a(a)?).
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Regularni vyrazy, Kleeneova véta, Substituce, Homomorfizmus

Inverzni homomorfizmus

Definition ((4.2) Inverzn{
homomorfizmus) O - =

Necht h je homomorfizmus abecedy
T do slov nad abecedou X. Pak
h=Y(L) 'h inverze L' je mnoZina
fetézcl

h=Y(L) = {w|lw € T*; h(w) € L}.

Example 4.3 ‘e
Necht L = ({00} U {1})*, h(a) =01 @’g

a h(b) = 10.
Pak h=1(L) = ({ba})*.

Diikaz: h(({ba})") € L snadno. Homomorfizmus aplikovany
Ostatni w generuji izolované 0 (roz- dopfedné a zpétné.
bor pfipadu).
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Theorem 4.2 Input f(W) to A
Je—li h homomorfizmus abecedy T do _
abecedy ¥ a L je regularni jazyk abecedy ¥, |=1 A Accept / reject
pak h=Y(L) je také regularni jazyk.

@ pro L méme DFA A= (Q, X, 0, qo, F)
e h: T —=Xx*
o definujeme e-NFA B = (Q', T,d',[qo, €], F x {€}) kde
Q' =A{lg,v]|lg e Q,uex*F(ae T)I(veX*)h(a) =vu} uje buffer
([g,€e]l,a) =g, h(a)] napliiuje buffer
8 ([q,bv],€) =[p,v] kde 6(q,b) =p Cte buffer.

O

Automaty a gramatiky March 14, 2024 77/283



Reguldmi vyrazy, Kleeneova véta, Substituce, Homomorfizmus

Priklad: Navstiv vSechny stavy

Example 4.4

Necht A= (Q,X,d, qo, F) je DFA. Definujme jazyk L = {w € X*; §*(qo, w) € F
a pro kazdy stav q € Q existuje prefix x; slova w tak, Ze 6*(qo,xq) = q}-
Tento jazyk L je regulani.

M Oznaéme M = L(A).

T Definujeme novou abecedu T trojic {[paq]; p,q € Q,a € ¥,d(p, a) = g}.

h Definujeme homomorfizmus (V p, g, a) h([paq]) = a.

Ly Jazyk Ly = h—1(M) je regularni, protoze M je regularni (DFA inverzni
homomorfizmus).

e h71(101) obsahuje 23 = 8 Fetézcii, napt.
[p1p][q0q][p1p] € {[p1p], [q1q]}{[POq], [q0q]}{[p1P], [g1q]}.

@ Dale zkonstruujeme L z Ly (dalsi slide).
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Ly

L3

La

Regularni vyrazy, Kleeneova véta, Substituce, Homomorfizmus

Vynutime zacatek qqg. Definujeme

Er = U,es qeqilqoag]}t =

Er = {[qoa1q0]; [qoa2q1], - - - [q0aman]}-  P¥ehled:

Vynutime stejné sousedici stavy. Inverzni homom.
Definujeme ne—odpovidajici dvojice \ hL(M) € {[gap]}*

£, = Uq#rp q,r,s€Q,a bez{[paq][rbs]}_ o
Definujeme Lz = Ly — L(T*.E,. T*), prinik RJ

~

Kondi v prijimajicim stavu, protoze jsme L :;z?:l(}l RJ
zacali z jazyku M prijimaném DFA A. )
V8echny stavy. V q € Q definujeme E, Ls :;Zs(?ﬂusgjlm stavy rovny
jako regularni vyraz sjednoceni vSech y
symbolil T takovych, Ze g nenfi ani na Ly + vsechny_ stavy
prvni, ani na posledni pozici. Odecteme homomorfismus
L(E;) od L3. Ly = L3 — UqEQ{E;}. L h([gap]) = a
Odstranime stavy, nechdme symboly.
L = h(Ly). Tedy L je regularni.
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Regularni vyrazy, Kleeneova véta, Substituce, Homomorfizmus

Rozhodovaci problémy pro regularni jazyky!

Lemma (Test ne—prazdnosti reguldrniho jazyka)

Lze algoritmicky rozhodnout, zda jazyk prijimany DFA, NFA, e-NFA je prazdny.

Jazyk je prazdny pravé kdyz zadny z koncovych stavil neni dosazitelny.
Dosazitelnost Ize testovat O(|Q|?).

Lemma (Test nélezeni do regularniho jazyka)

Pro dany retézec w;
zda jew € L.

w| = n a reguldrni jazyk L. Lze algoritmicky rozhodnout,

o DFA: Spust automat; pokud |w| = n, pfi dobré reprezentaci a konstatnim
Case prechodu O(n).

e NFA o s stavech: ¢as O(ns?). Kazdy vstupni symbol aplikujeme na viechny
stavy predchoziho kroku, kterych je nejvys s.

o ¢—NFA - nejdfive uréime e—uzavér. Pak aplikujeme pfechodovou funkci a
e—uzavér na vysledek.
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Dvousmérné FA, Mealy a Moore stroje

Dvousmérné (dvoucestné) konecné automaty

@ Konecny automat provadi nasledujici

éinnosti:

o precte pismeno a |
e zméni stav vnitfni jednotky Reject :
e posune Cteci hlavu doprava X | Accept/Reject

@ Cteci hlava se nesmi vracet.

Definition 5.1 (Deterministické Dvousmérné kone¢né automaty)

Deterministickym dvousmérnym konecnym automatem nazyvame pétici
A=(Q,X,9,qo, F), kde

@ @ je konecnd mnozina stavi,

@ X je kone¢nd mnozina vstupnich symboli

@ prechodové funkce § je zobrazeni @ x ¥ — Q x {—1,1} rozsitené o pohyb

hlavy

Q go € Q poclatelni stav

@ mnozina prijimajicich stavi F C Q.
Pozn.: Je deterministicky, nedeterministicky oy : @ X ¥ — P(Q x {—1,1}).
Pozn.2: Nulovy pohyb hlavy lze, jen trochu zkomplikuje ditkaz dale.

PPN ISP [P IPRG S | PR
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Dvousmérné FA, Mealy a Moore stroje

Vypocet dvousmérného automatu

Definition 5.2 (Vypocet dvousmérného automatu)

Slovo w je pfijato dvousmérnym konecnym automatem, pokud:
@ vypocet zacal na prvnim pismenu slova w vlevo v pocatecnim stavu
@ Cteci hlava poprvé opustila slovo w vpravo v nékterém prijimajicim stavu

@ mimo ¢tené slovo neni vypocet definovan (vypoéet zde konéi a slovo neni
pFijato).

@ Ke sloviim si mizeme

pridat specialni

q ! koncové znaky # ¢ ¥
ReJeC’f ' Accept/Reject o funkce 04 odstrani #

: zleva, 8; zprava.

Je—li L(A) = {#w#|w € L C X*} regularni,
potom je regularni’ i L = 8#8§(L(A) N #HZ*H).
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Dvousmérné FA, Mealy a Moore stroje

Priklad dvousmérného automatu

Example 5.1 (P¥iklad dvousmérného automatu)

Necht A= (Q,X, 9, g1, F). Dvousmérny kone¢ny automat

B = (Q ) QI U QH U {q07 an, qY}7 )N U’{#},é‘a qo, {qY}) pFUl'manchazyk

L(B) = {#u#|uu € L(A)} (toto NENI levy ani pravy kvocient!) definujeme

nasledovné:
| xXeYX | # poznamka

do | gn,—1 | qi,+1 | q1 je polatek A

g | p4+1 | g,—1 | p=6(q,x)

g | 4,-1]4l,+1 |

gl | pll,+1 | qy,+1 | g€ F,p=0(q,x) e

gl | pll,+1 | gn,+1 | ¢ F,p=6(q,x) o

an | an,+1 | aqn, +1 AN 1

qN7+1

an, +1 Co Cay
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Dvousmérné FA, Mealy a Moore stroje

Dvousmérné a jednosmérné konecné automaty

Jazyky prijimané dvousmérnymi koneCnymi automaty jsou praveé regularni jazyky.

Proof: kone¢ny automat — dvousmérny automat

@ Konecny automat predeveme na dvousmérny pfidanim posunu hlavy

vpravo
° A:(Qaz767quF)_>2A:(Q’Z76|7q07F)' kde
5|(q,x) = (6(g,x), +1). O

@ Moznost pohybovat Cteci hlavou po péasce nezvétsila silu kone¢ného
automatu (dokud na pasku nic nepiseme!).

@ Pro diikaz potfebujeme pFipravu.
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Dvousmérné FA, Mealy a Moore stroje

Funkce f, popisujici vypocet 2DFA nad slovem u

Algorithm: Funkce f, popisujici vypocet 2DFA nad slovem u

Definujeme funkci f, : QU {qg} — QuU{0} | v

° fu(q(l)) popisuje v jakém stavu poprvé @ |
odejdeme vpravo, pokud zacneme vypocet I q
vlevo v pocatecnim stavu qo, ! !

u

v

<

@ symbol 0 znadi, ze dana situace nenastane

| |

(odejdeme vlevo nebo cyklus), | P |

o f,(p);p € Q v jakém stavu opét odejdeme :é i :
vpravo, pokud zacneme vypocet vpravo v p ! il :

o Definujeme ekvivalenci slov nasledovné: u ~ w &g f, = £,
o tj. slova jsou ekvivalentni pokud maji stejné 'vypoctové' funkce.

Reguladrnost 2DFA

Ekvivalence ~ je ekvivalence, ma konecny index, je to prava kongruence, jazyk

2DFA odpovida sjednoceni t¥id £,,(ql) € F.
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Dvousmérné FA, Mealy a Moore stroje

Konstruktivni dikaz véty o 2DFA

o Potfebujeme prevést navraty na linearni
vypocet. ! ! ! ! ! !
I

|

@ Zajimaji nas jen prijimajici vypocty SRR
e Divame se na fezy mezi symboly (v jakém D '

stavu pfechazi na dal3i poli¢ko)

P - Algorithm: 2DFA — NFA
ozorovani:

@ stavy se v prechodu fezu stfidaji @ Najdeme vSechny mozné
(doprava, doleva) fezy — posloupnosti stavil (je

@ prvni stav jde doprava, posledni jich koneéné mnoho).
také doprava o Mezi fezy definujeme

@ v deterministickych ptijimajicich nedetevrminlistické prechody
vypoctech nejsou cykly podle ¢teného symbolu.

@ prvni a posledni Fez obsahuji jediny @ Rekonstruujeme vypocet
stav. skladanim tezli jako puzzle.
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Dvousmérné FA, Mealy a Moore stroje

Algorithm: Formalni prevod 2DFA na NFA

Necht A = (Q,X,d,q0,F) je dvousmérny (deterministicky) konecny
automat. Definujeme ekvivalentni nedeterministicky automat B =
(Q,%,8,(q0), F) kde:
o Q! jsou vechny korektni prechodové posloupnosti :E:
o posloupnosti stavil (ql, ey qk): qdecQ _IL'_?'_
o délka posloupnosti je lichd (k =2m+ 1) T
o Zadny stav se neopakuje na liché ani na sudé pozici :
(Vi #j) (@ # q7) & (Vi # )@ # ¢7™) % .

o Fl ={(q)|q € F} posloupnosti délky 1 |
o 6l(c,a) = {d|d € Q&c > d je lokalné konzistentni prechod pro a} : EIC

existuje bijekce: h : Codd U deven — Ceven U dodd, tak, ze: c
zachovava usporadani

pro h(q) € Ceven je (h(q), —1) = d(q, a)

pro h(q) € dods je (h(q),+1) = é(q, a).

Trajektorie 2DFA A odpovida Feziim v FA B, odtud L(A) = L(B).
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Dvousmérné FA, Mealy a Moore stroje

Priklad prevodu 2DFA na NKA

Mozné Yezy a jejich prechody

o Méjme nasledujici @ Doleva jediné r — vSechny sudé pozice r, tj. jedina
dvousmérny suda
konecny automat: o mogné Fezy: (p),(q),(p,r.q),(a,r.p).
a b a b
B L I (OB I (O N C)
o patl ol w(g) | (a).(arp)
r p.+1 r-1 (p.r,q)

(a.r.p) (a)

Ukazka (zacykleného, nepfijimajiciho)

vypoctu:
a abaabaab b \yednyNFA:
P PP Addqq a a
r
a
P d4 q q b
f ~(e)
P q
r r b
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Dvousmérné FA, y ore stroje

Automaty s vystupem (motivace)

@ Dosud jedina zprava z automatu: 'Jsme v pFijimajicim stavu’.
@ Mizeme z FA ziskat vice informaci? Mizeme zaznamenat trasu vypoctu?
Moore: indikace stavl (vSech, nejen koncovych)
o v kazdé chvili vime, kde se automat nachazi
o Ptiklad: rizné (regularni) ¢itace
Mealy: indikace prechodii

e po precteni kazdého symbolu vime, co automat délal
o Priklad: regularni preklad slov

Automat uz neni tak docela ¢erna skrinka.
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Dvousmérné FA, Mealy a Moore stroje

Mooreliv stroj

Definition 5.3 (Mooreiiv stroj)
Mooreovym (sekvenénim) strojem nazyvame Sestici A= (Q,X, Y, d, 1, qo)
resp. pétici A= (Q,X,Y,d, ), kde

Q je konecnd neprazdna mnozina stavi

Y je konednd neprazdnd mnozina symboll (vstupni abeceda)

Y je kone¢nd neprazdnd mnozina symboli (vystupni abeceda)

0 je zobrazeni Q x ¥ — @ (prechodovéa funkce)

 je zobrazeni Q@ — Y (znackovaci funkce)

qo € Q (pocatedni stav)

@ Nékdy nas nezajima pocatecni stav, ale jen prace automatu
@ znackovaci funkce umozniuje suplovat roli koncovych stavi
e F C Q nahradime zna&kovaci funkei p: @ — {0, 1} takto:

p(q) =0 pokud q ¢ F,
u(gq) =1 pokud g € F.
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Dvousmérné FA, Mealy a Moore stroje

Priklad Mooreova stroje

Example 5.2 (Mooreilv stroj pro tenis)

Mooreliv stroj pro pocitani tenisového
skore.

@ Vstupni abeceda: ID hrace, ktery
uhral bod

@ Vystupni abeceda & stavy: skére
(ti- @=Y apu(q)=aq)

Stav/vystup A B

00:00 15:00 00:15
15:00 30:00 15:15
15:15 30:15 15:30
00:15 15:15  00:30
30:00 40:00 30:15
30:15 40:15  30:30
30:30 40:30 30:40
15:30 30:30 15:40
00:30 15:30  00:40
40:00 A 40:15
40:15 A 40:30
40:30 A shoda
30:40 shoda B

15:40 30:40 B

00:40 15:00 B

shoda A:40 40:B
A:40 A shoda
40:B shoda B

A 15:00 00:15
B 15:00 00:15
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Dvousmérné FA, Mealy a Moore stroje

Mealyho stroj

Definition 5.4 (Mealyho stroj)
Mealyho (sekvenénim) strojem nazyvame Sestici A = (Q, X, Y,d, Am, qo) resp.
pétici A= (Q, X, Y,d, \y), kde

Q je kone¢na neprazdnd mnozina stavii

Y je konecnd neprazdnd mnozina symboll (vstupni abeceda)

Y je kone¢nd neprazdnd mnoZina symbolli (vystupni abeceda)

0 je zobrazeni Q X ¥ — @ (prechodovéa funkce)

A je zobrazeni Q x ¥ — Y (vystupni funkce)

qo € Q (pocateéni stav)

@ Vystup je uren stavem a vstupnim symbolem
e Mealyho stroj je obecnéjsSim prostfedkem nez stroj Moorelv
e Znackovaci funkci i : Q@ — Y lze nahradit vystupni funkci Ay : Q X X — Y
napriklad takto:

Vx € ¥ Am(g,x) = p(q)
nebo Vx € ¥ Ay(q,x) = u(d(q, x))
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Dvousmérné FA, Mealy a Moore stroje

Priklad Mealyho stroje

Example 5.3 (Mealyho stroj)

Automat, ktery déli vstupni slovo v bindnim tvaru &islem 8 (celodiselné).

@ Posun o tri bity doprava

@ potfebujeme si pamatovat posledni trojici bitt

@ vlastné tribitova dynamickd pamét

Stav\symbol 0 1

000 000/0 001/0
001 010/0  011/0
010 100/0  101/0
011 110/0  111/0
100 000/1 001/1
101 010/1 011/1
110 100/1 101/1
111 110/1 111/1

0/0 1/1

1/0 1/0 1/0
000 (o01) (o) 111

Twm) 0/1
ZOWOS>O

0/1
/ 0/0 0/1

0/1

o | kdyz nevime, kde automat startuje, po tfech symbolech zacne pocitat
spravné.
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Dvousmérné FA, Mealy a Moore stroje

Vystup sekvencnich stroji

slovo ve vstupni abecedé — slovo ve vystupni abecedé

Moorelv stroj
znackovau funkce p: Q = Y
QXX =Y

u*(q7 €) = e (nékdy p"( q)

w(q, wx) = p* (g, w). u(é (q7 wx))
P¥iklad: p*(00:00,AABA)=(00:00 .) 15:00 . 30:00 . 30:15 . 40:15

Mealyho stroj
vystupnl funkce Ay : @ X ¥ — Y a

TRXY =Y
/\X/I(Ch €) =¢
(g, wx) = Ayu(q, w).Am (0" (g, w), x

Priklad: A},(000,1101010)=0001101
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Dvousmérné FA, Mealy a Moore stroje

Lemma (PFfevod Mooreova stroje na Mealyho)

Pro kazdy Mooriv stroj existuje Mealyho stroj prevadéjici kazdé vstupni slovo na
stejné vystupni slovo.
Example 5.4
Mooretiv stro He o)

@ Necht stav | 0 1 | vystup esf:\eljnyg] vystijpem
A:(sza Y,(S,HJ,QO) Je a a b 0 3 a/O b/l
Mooreliv stroj. b b c 1 b b/l /2

o Definujeme Mealyho stroj € € & 2 . c/2 a0
B: (Q,Z, Y,(s,Am,qo), 3 b
kde Am(g,x) = u(é(q,x)) O O O

tj. Am vraci znacku '
stavu, do kterého .
prejdeme. 4
X
O
a/x b/x
O O O
Marta Vomlelova Automaty a gramatiky March 14, 2024 95 /283




Dvousmérné FA, Mealy a Moore

Prevod Mealyho stroje na Mooreliv

Lemma (P¥evod Mealyho stroje na Moorev)

Pro kazdy Mealyho stroj existuje Mooreliv stroj prevadéjici kazdé vstupni slovo na

stejné vystupni slovo.

Necht A= (Q,X,Y,d, Ay, qo) je Mealyho stroj.
Sestrojme Mooreliv stroj B tak, aby Vg, w Aj,(q, w) = u*(q, w).

I Rozdélime stav na vice stavi, podle poétu vystupnich symbold.
B=(Qx(YU{_}),%, Y, (q0,_)), kde
(5‘((q,y),X) = (6(q7 X)7 /\M(q7 X)) a

w(q:¥) =y a/x
stav | 0 1 O—/’@‘LO
P¥iklad: | a a/0 b/0 R .
b | a/l b/l .
stav 0 1 vystup
@0) | @0) (bo0)| 0
(31) | (20) (50)| 1 o—~(w) (w0
(b0) | (a1) (b1)| 0
(b1) | (a1) (b,1) 1 R
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Dvousmérné FA, Mealy a Moore stroje

Koneéné automaty — shrnuti

Koneény automat

o redukovany deterministicky automat (Ize definovat i jednoznaény)
o nedeterminismus e-NFA, 2", (dvousmérny FA n")

Regularni vyrazy

Automaty a jazyky

regularni jazyky

uzavfenost na mnozinové operace
uzavrenost na fetézcové operace

uzavrenost na substituci, homomorfizmus a inverzni homomorfizmus,
automaty vyse i regularni vyrazy popisuji stejnou tridu jazykd.

Charakteristika regularnich jazyk
o Mihyll-Nerodova véta (kongruence)
o Kleeneova véta (elementérni jazyky a operace)
o lIteralni (pumping) lemma (iterace podslov, jen nutnd podminka).

(Automaty s vystupem)

e (Mooreiiv stroj)
o (Mealyho stroj)
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Shrnuti na

Prehled kapitol

@ Uvod, lteraéni lemma pro reg. jazyky

9 Redukovany DFA a ekvivalence automat, stavi

© Nedeterministické e~NFA, Operace zachovavajici regularitu
e Regularni vyrazy, Kleeneova véta, Substituce, Homomorfizmus
© Dvousmémé FA, Mealy a Moore stroje

@ Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost

e Chomského NF, Pumping Lemma pro CFL

@ CYK - nélezeni do CFL

© Zisobnikové automaty, Deterministické PDA

@ Uzavérové vlastnosti, Dykovy jazyky

@ Turingilv stroj, rozsiteni

@ Linedrn& omezené automaty, Univerzalni TM, Diagonalni jazyk

@ Nerozhodnutelné problémy, Postiiv korespondencni p.
@ Casovi slozitost
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