Katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky

MATEMATICKO-FYZIKALNI
FAKULTA

Tomas Krupa

Ekonometricky seminar 1
Referat

6. marca 2024



Sampson, M. (1990).

A Markov chain model for unskilled workers and the highly mobile.
Journal of the American Statistical Association,85,177-180.
https://www.jstor.org/stable/2289541

2/17 Tomas Krupa


https://www.jstor.org/stable/2289541

Motivacia

Chceli by sme $tatistickym modelom popisat zmeny zamestnania
mladych (resp. nekvalifikovanych) muzov v uréitych odvetviach.
Konkrétne:

@ polnohospodarstvo, lesnictvo, rybolov a bansky priemysel
@ stavebnictvo

@ vyrobny priemysel

@ doprava, sprava ciest a inZinierskych sieti

@ velkoobchod a maloobchod

@ finanCny sektor, zabavny a rekreaény priemysel

@ odborné sluzby a verejna sprava

Teda nas zaujima, kolko fudi prejde z jedného obdobia do druhého za
jeden rok.
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Nazrime na tento problém ako na nahodny proces s konecnou
mnozinou stavov (budu to zmienené odvetvia). Predstavime a
porovname tieto 3 modely:

@ Markovov retazec
@ novy model navrhnuty v zmienenom ¢lanku
@ Mover-Stayer model

Mover-Stayer model sa pouziva (resp. pouzival v dobe publikacie, t.j.
1990) na popis viacerych spolo¢enskych javov, napr. migracia,
vernost zakaznika nejakej znacke, zmena miezd.
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Markovov retazec
opakovanie

Majme diskrétnu, koneénl stavovd mnozinu S = {1,...,7}.
Markovov retazec na nej je charakterizovany maticou
pravdepodobnostnych prechodov Q, typu 7x7.

Q = {py}j_

Prvky pj; su pravdepodobnosti prechodu (pocas jedného kroku) zo
stavu / do stavu j, teda plati:

7
Y pj=1
j=1
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Markovov retazec
odvodenie

Odhad parametrov odvodime metédou maximalnej vierohodnosti.

n
PO = x) = P(X; = x0)+ T] PO = XD = xt=)
n
P(Xgn) (n)) = X1 * H P Xt = X[|X1_1 = X[_1)
t=2

n
L(p) = Pr(X1 = x1) prl—ﬂ(t

t=2
L(p) = H Hp"”

Kde nj; je pocet prechodov zo stavu / do stavu ;.
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Markovov retazec
pokracovanie odvodenia

I(p) = log L(p) = log Pr(X1 = x1) + Z njj log pj
i7j
Tento vyraz chceme maximalizovat a pritom dodrzat podmienku:

Y pj=1
]

Pouzijeme metédu Lagrangeovych multiplikatorov, teda
maximalizujeme vyraz:

1p) -3 N (pr,—1)
i )

Toto postupne zderivujeme podia pj a postavime rovné 0.
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Markovov retazec
pokracovanie odvodenia

My
0=— -\, Vi,
Pij : /
njj ..
P = /\—'f Vi, j
Podia podmienky plati:
Z =
Teda:
Z nj =X, Vi
Ako MLE dostavame: -
P i
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"novy model”

Tento model ziskame pouzitim pomerne silného predpokladu,

Ze odvetvie, ktoré pracovnici opustaju, nema vplyv na ich dal$ie
uplatnenie (resp. st nekvalifikovani). Pripustame, Ze relativne
mnozstvo opustajucich pracovnikov sa méze pre rozne odvetvia ligit.
Matica prechodu bude mat tvar:

Q=0+(Z-60)1p"

qj = 0i = 1{i = j} + (1 — 0;)p;

Kde 0 je diagonalna matica s prvkami 6; € (0, 1), ktoré reprezentuju
pravdepodobnosti, s akou pracovnici v jednotlivych odvetviach
zostanl vo svojom momentalnom zamestnani. p je vektor

s pravdepodobnostami ziskania nového zamestnania v danom
odvetvi (pre vSetkych pracovnikov nezavisle na ich predchadzajucom
zamestnani). Odvodenie MLE je zlozitej$ie ako pre Markovov retazec,
dokonca nema explicitny vysledok. Odhad ziskame Newtonovou
iteracnou metodou.
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Mover-Stayer model

Predpokladajme, Ze v kazdom odvetvi st od zadiatku fudia, ktori
menit zamestnanie nebudu (stayers). V takom pripade by sme chceli
pouzit model, ktory bude "hybat” iba ¢astou pracovnikov. Pohybliv(i
¢ast pracovnikov popiSeme nejakou maticou prechodu M. Matica
k-tého prechodu bude vyzerat takto:

QW =S +(Z - S)MK

qii(k) = i+ 1{i = j} + (1 — s;)mj(k)

Kde S je diagonalna matica s prvkami s; € (0, 1), ktoré predstavuju
mnozstvo “stayers” v danom odvetvi. Maticu prechodu M mézeme
uvazovat ako maticu Markovovho retazca, alebo ju mézeme
skonstruovat podfa "nového modelu” (podia vysledkov
prezentovanych v ¢lanku tato volba neovplyvni MLE pre relativne
mnozstvo “stayers” v jednotlivych odvetviach). Na MLE opét
potrebujeme Newtonovu metédu (ak sme pouzili maticu prechodu
"nového modelu”).
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Testovanie na mensom mnozstve dat

V ramci testovania na datach z rokov 1966 a 1967 porovhame
Markovov retazec a novy model, nebudeme uvazovat Mover-Stayer.
Nase data vyzeraju takto:

110 10 12 3 13 5 3
269 17 6 71 2 6
11 14 369 9 29 13 11
ml=] 0 5 75 5 1 1},
2 8 33 10 198 23 17
1 6 14 4 21 59 12
1 4 9 2 6 5 119
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Testovanie na mensom mnozstve dat

MLE matice prechodov Markovovho retazca:
705 .064 .077 .019 .083 .032 .019
.018 .633 .156 .055 .064 .018 .055
.024 .031 .809 .020 .064 .029 .024

¢ =1.000 .073 .101 .725 .073 .015 .015

007 .028 .113 .034 .680 .079 .058

.009 .051 .120 .034 .180 .504 .103

.007 .027 .062 .014 .041 .034 .815d

MLE matice 6 a vektoru p.
p =[.042 .115 275 .078 .245 .126 .118]

0 = diag[.692 .585 .737 .701 .577 .433 .790],
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Testovanie na mensom mnozstve dat

Samotny test bude Likelihood-ratio typu s takouto nulovou hypotézou:

Ho: Q=0+ (Z—-0)1p"

Hi : (Q € R™)&(~Hp)

Rozdiel v pocte parametrov je 7(7 — 1) — (7 + 6) = 29. Teda kriticka
hodnota je ¢ = 42.56. Hodnota testovej Statistiky je Ir = 42.54.
Nulovl hypotézu sice zamietnut nemézeme, ale nie je to velmi
presvedcivy vysledok.
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Testovanie na vacSom mnozste dat

V ramci testovania na datach z rokov 1966 az 1971 porovname
Markovov retazec, a obe spomenuté varianty modelu Mover-Stayer.
Nase data vyzerajl takto:

435 33 53 10 33 12 10
26 456 59 19 24 14 22
41 73 1,989 37 127 50 45
[ny] = 9 23 28 343 17 7 91,
16 33 139 40 979 79 59
8 15 52 12 79 344 37
| 7 15 45 11 30 31 685 ]

[r] =[50 44 250 34 91 26 77,
[n(0)] = [156 109 456 69 291 117 146],

Kde r je poCet pracovnikov v danych odvetviach, ktory nezmenili
zamestnanie ani raz a n(0) je pociatoéné mnoZzstvo pracovnikov v
danych odvetviach.
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Testovanie na vacsom mnozste dat

MLE odhady budu vyzerat takto:

.606 .086 .138 .026 .086 .031 .026
.060 .621 .136 .044 .055 .032 .051
.030 .053 .730 .027 .092 .036 .033
Q0 =1.030 .077 .094 .688 .057 .024 .030
016 .033 .138 .040 .636 .079 .059
.018 .034 .119 .027 .180 .537 .084
013 .028 .083 .020 .056 .058 .742

diag[.579 571 .621 .663 .529 .473 .711],
[§] = [260 .343 .430 .401 .233 .186 .390],

p =[064 .117 287 075 228 .121 .109]

S
I

Kde [8] je odhad poétu pracovnikov so stabilnym zamestnanim
(stayers).
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Testovanie na vacSom mnozste dat

Boli vykonané 2 testy Likelihood-ratio typu, prvy testoval ¢i ma zmysel
pouzit Mover-Stayer model, druhy testoval 2 varianty Mover-Stayer
modelov proti sebe. Nulové hypotézy boli v danom poradi:

Hy:s =0, Vi

Hi - (QW = 8 + (T — S)M¥)&(~Hy)
Hy: Q=0+ (Z—-6)1p"

Hy : (QW = 8§ + (T — S)MN)&(—Hy)

Rozdiel v poéte parametrov v prvom teste je 7, v druhom teste to je
29. Hodnoty testovych Statistik boli Ir = 267.39; 137.97 s prisluSnymi
kritickymi hodnotami ¢ = 14.07; 42.56. Oba testy zamietali, na
zaklade ¢oho sudime, ze najvhodnesi model v tejto situacii je
Mover-Stayer (pévodny, nie novy).
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Dakujem za pozornost!
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