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Motivácia

Chceli by sme štatistickým modelom popı́sat’ zmeny zamestnania
mladých (resp. nekvalifikovaných) mužov v určitých odvetviach.
Konkrétne:

pol’nohospodárstvo, lesnı́ctvo, rybolov a banský priemysel
stavebnı́ctvo
výrobný priemysel
doprava, správa ciest a inžinierskych sietı́
vel’koobchod a maloobchod
finančný sektor, zábavný a rekreačný priemysel
odborné služby a verejná správa

Teda nás zaujı́ma, kol’ko l’udı́ prejde z jedného obdobia do druhého za
jeden rok.
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Model

Nazrime na tento problém ako na náhodný proces s konečnou
množinou stavov (budú to zmienené odvetvia). Predstavı́me a
porovnáme tieto 3 modely:

Markovov ret’azec
nový model navrhnutý v zmienenom článku
Mover-Stayer model

Mover-Stayer model sa použı́va (resp. použı́val v dobe publikácie, t.j.
1990) na popis viacerých spoločenských javov, napr. migrácia,
vernost’ zákaznı́ka nejakej značke, zmena miezd.
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Markovov ret’azec
opakovanie

Majme diskrétnu, konečnú stavovú množinu S = {1, . . . ,7}.
Markovov ret’azec na nej je charakterizovaný maticou
pravdepodobnostných prechodov Q, typu 7x7.

Q = {pij}7
i,j=1

Prvky pij sú pravdepodobnosti prechodu (počas jedného kroku) zo
stavu i do stavu j , teda platı́:

7∑
j=1

pij = 1
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Markovov ret’azec
odvodenie

Odhad parametrov odvodı́me metódou maximálnej vierohodnosti.

P(X(n)
1 = x(n)

1 ) = P(X1 = x1) ∗
n∏

t=2

P(Xt = xt |X(t−1)
1 = x(t−1)

1 )

P(X(n)
1 = x(n)

1 ) = P(X1 = x1) ∗
n∏

t=2

P(Xt = xt |Xt−1 = xt−1)

L(p) = Pr(X1 = x1)
n∏

t=2

pxt−1xt

L(p) = Pr(X1 = x1)
∏

i

∏
j

pnij
ij

Kde nij je počet prechodov zo stavu i do stavu j .
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Markovov ret’azec
pokračovanie odvodenia

l(p) = log L(p) = log Pr(X1 = x1) +
∑
i,j

nij log pij

Tento výraz chceme maximalizovat’ a pritom dodržat’ podmienku:∑
j

pij = 1

Použijeme metódu Lagrangeových multiplikátorov, teda
maximalizujeme výraz:

l(p)−
∑

i

λi

∑
j

pij − 1


Toto postupne zderivujeme podl’a pij a postavı́me rovné 0.
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Markovov ret’azec
pokračovanie odvodenia

0 =
nij

pij
− λi , ∀i , j

pij =
nij

λi
, ∀i , j

Podl’a podmienky platı́: ∑
j

nij

λi
= 1, ∀i

Teda: ∑
j

nij = λi , ∀i

Ako MLE dostávame:
p̂ij =

nij∑
j nij
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”nový model”
Tento model zı́skame použitı́m pomerne silného predpokladu,
že odvetvie, ktoré pracovnı́ci opúšt’ajú, nemá vplyv na ich d’alšie
uplatnenie (resp. sú nekvalifikovanı́). Pripúšt’ame, že relatı́vne
množstvo opúšt’ajúcich pracovnı́kov sa môže pre rôzne odvetvia lı́šit’.
Matica prechodu bude mat’ tvar:

Q = θ + (I − θ)1p⊤

qij = θi ∗ 1{i = j}+ (1 − θi)pj

Kde θ je diagonálna matica s prvkami θi ∈ (0,1), ktoré reprezentujú
pravdepodobnosti, s akou pracovnı́ci v jednotlivých odvetviach
zostanú vo svojom momentálnom zamestnanı́. p je vektor
s pravdepodobnost’ami zı́skania nového zamestnania v danom
odvetvı́ (pre všetkých pracovnı́kov nezávisle na ich predchádzajúcom
zamestnanı́). Odvodenie MLE je zložitejšie ako pre Markovov ret’azec,
dokonca nemá explicitný výsledok. Odhad zı́skame Newtonovou
iteračnou metódou.
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Mover-Stayer model
Predpokladajme, že v každom odvetvı́ sú od začiatku l’udia, ktorı́
menit’ zamestnanie nebudú (stayers). V takom prı́pade by sme chceli
použit’ model, ktorý bude ”hýbat’” iba čast’ou pracovnı́kov. Pohyblivú
čast’ pracovnı́kov popı́šeme nejakou maticou prechodu M. Matica
k-tého prechodu bude vyzerat’ takto:

Q(k) = S + (I − S)Mk

qij(k) = si ∗ 1{i = j}+ (1 − si)mij(k)

Kde S je diagonálna matica s prvkami si ∈ (0,1), ktoré predstavujú
množstvo ”stayers” v danom odvetvı́. Maticu prechodu M môžeme
uvažovat’ ako maticu Markovovho ret’azca, alebo ju môžeme
skonštruovat’ podl’a ”nového modelu” (podl’a výsledkov
prezentovaných v článku táto vol’ba neovplyvnı́ MLE pre relatı́vne
množstvo ”stayers” v jednotlivých odvetviach). Na MLE opät’
potrebujeme Newtonovu metódu (ak sme použili maticu prechodu
”nového modelu”).
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Testovanie na menšom množstve dát

V rámci testovania na dátach z rokov 1966 a 1967 porovnáme
Markovov ret’azec a nový model, nebudeme uvažovat’ Mover-Stayer.
Naše dáta vyzerajú takto:
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Testovanie na menšom množstve dát

MLE matice prechodov Markovovho ret’azca:

MLE matice θ a vektoru p.
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Testovanie na menšom množstve dát

Samotný test bude Likelihood-ratio typu s takouto nulovou hypotézou:

H0 : Q = θ + (I − θ)1p⊤

H1 : (Q ∈ R7x7)&(¬H0)

Rozdiel v počte parametrov je 7(7 − 1)− (7 + 6) = 29. Teda kritická
hodnota je c = 42.56. Hodnota testovej štatistiky je lr = 42.54.
Nulovú hypotézu sı́ce zamietnut’ nemôžeme, ale nie je to vel’mi
presvedčivý výsledok.
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Testovanie na väčšom množste dát

V rámci testovania na dátach z rokov 1966 až 1971 porovnáme
Markovov ret’azec, a obe spomenuté varianty modelu Mover-Stayer.
Naše dáta vyzerajú takto:

Kde r je počet pracovnı́kov v daných odvetviach, ktorý nezmenili
zamestnanie ani raz a n(0) je počiatočné množstvo pracovnı́kov v
daných odvetviach.
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Testovanie na väčšom množste dát

MLE odhady budú vyzerat’ takto:

Kde [ŝ] je odhad počtu pracovnı́kov so stabilným zamestnanı́m
(stayers).
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Testovanie na väčšom množste dát
Boli vykonané 2 testy Likelihood-ratio typu, prvý testoval či má zmysel
použit’ Mover-Stayer model, druhý testoval 2 varianty Mover-Stayer
modelov proti sebe. Nulové hypotézy boli v danom poradı́:

H0 : si = 0, ∀i

H1 : (Q(k) = S + (I − S)Mk )&(¬H0)

H0 : Q = θ + (I − θ)1p⊤

H1 : (Q(k) = S + (I − S)Mk )&(¬H0)

Rozdiel v počte parametrov v prvom teste je 7, v druhom teste to je
29. Hodnoty testových štatistı́k boli lr = 267.39;137.97 s prı́slušnými
kritickými hodnotami c = 14.07;42.56. Oba testy zamietali, na
základe čoho súdime, že najvhodnešı́ model v tejto situácii je
Mover-Stayer (pôvodný, nie nový).
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Ďakujem za pozornost’!
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