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uhodnout’' néco o vstupu

Nedeterministické konecné automaty s e prechody (e-NFA)

Nedeterministicky automat mize byt ve vice stavech paralelné. Ma schopnost

NFA prijimajici vSechna slova koncici 01
0,1

—

do 0

1
q2
N Q
do

NFA zpracovava vstup 00101

\\ \

q0
(stuck)

q1 —» G2 (stuck)

g
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m Nedeterministické e-NFA, Operace zachovévajici regularitu 2

Definition 2.1 (Nedeterministicky kone¢ny automat s e prechody
(e-NFA))

Nedeterministicky kone¢ny automat s ¢ prechody (e-NFA)
A=(Q,%,9, qo, F) sestava z:

kone¢né mnoziny stavii, zpravidla znacime @

konecné mnoziny vstupnich symboli, zna¢ime ¥

prechodové funkce, zobrazeni § : Q x (X U {e}) — P(Q) vracejici
podmnozinu Q.

pocateéni ho stavu? gy € Q,

a mnoziny koncovych (pfijimajicich) stava F C Q.

00 00O

Zalternativa: mnoziny pocateénich stavi Sop C Q

Example 2.1
Tabulka pro e-NFA z pfedchoziho slajdu A = ({qo, 91,92}, {0,1}, 8, g0, {g2}) je:
6 || €| 0 | 1
—qo || 0 | {90, a1} | {q0} .
q || 0 0 {92}
xqp || 0 0 0

March 3, 2025
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Koneéné automaty s € prechody

@ e-prechod znamena prechod bez precteni vstupniho symbolu.

Example 2.2 (e-NFA, silné nedeterministicka o)

(1) Volitelné znaménko + nebo -,

(2) Yetézec é&islic,

(3) desetinn4 tecka a

(4) dalsi fetézec ¢islic. Nejméné jeden z Fetézci (2) a (4) musi byt neprazdny.

01,...,9
®
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Example 2.3 (PFechodova funkce v tabulce)

Predesly e-NFA je: E = ({qo0,q1,---,95},{.,+,—,0,1,...,9},9,90,{gs}) s 9:
6 Jle |+-1]. ]01...9
q | {a} | {a} |0 0
q1 0 0 {a2} | {q,qa}
Q2 1] 1] 0 {q3}
g3 {gs} | 0 0 {as}
a || 0 0 {as} | 0
*qs || 0 ) ) )
0,1,...,9

Nedeterministické e-NFA, Operace zachovévajici regularitu 2
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e—uzaver

Definition 2.2 (e—uzavér)
Pro g € Q definujeme e—uzavér eclosure(q) rekurzivné:
e Stav g je v eclosure(q).

o Je-li p € eclosure(q) a r € §(p, €) pak i r € eclosure(q).

Pro mnoZinu stavii S C Q definujeme eclosure(S) = |J s eclosure(q).
Example 2.4 (e uzavér)
o ceclosure(qo) = {q0,qn} A" Ol
e eclosure(qi) = {q1} e +5 a
o cclosure(qs) = {qs, g5, g6 } Wl
C ec/osure({q3,q4}) {q3’¢74aC75aQ6} )

> %,

Nedeterministické e-NFA, Operace zachovévajici regularitu 2

March 3, 2025 54



Rozsitena prechodova funkce a jazyk prijimany e-NFA

Definition 2.3 (6* pro eNFA )

Necht E = (Q, X, 4, qo, F) je e~NFA. Rozsifenou prechodovou funkci §*
definujeme néasledovné:

@ 5*(q,€) = eclosure(q).
@ Indukéni krok: v = wa, kde w € £*, a2 € L.

0*(q, wa) = eclosure U o(p, a)

pES*(q,w)
Example 2.5
5 () = eclosure(qo) - {d0 )
6"(qo, 5) =eclosure(lJ ¢4+ (4 ) (a:5)) =€closure(5(qo,5) U d(q1,5))= {q1,qa}
0*(qo,5.) = eclosure(d(qz,.) U d(qa, -)) ={qz,q3,q5,q6
5*(q0a56): 6CIOSUI’€(($(C]27 )U(s(q3a )U(S(Q57 )) - {q3aCI57Q6}

~0L&&
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Jazyk prijimany eNFA

Definition 2.4 (Jazyk pfijimany eNFA )
Méjme nedeterministicky kone¢ny automat eNFA A = (Q, X, , qo, F), pak

L(A) = {w| 6"(qo, w) N F # 0}

je jazyk prijimany automatem A.
Tedy L(A) je mnoZina slov w € X* takovych,

Ze 0*(qo, w) obsahuje alespon jeden
prijimajici stav.

Example 2.6

Automat z predchoziho slajdu pfijima jazyk L

= {w|w kon&i na 01,w € {0,1}*}.
Dikaz indukci konjunkce tvrzeni:

@ 0*(qo, w) obsahuje go pro kazdé slovo w.
@ 9*(qo, w) obsahuje gy iff w konéf 0. 03

@ 5*(qo, w) obsahuje gs iff w kon&i 01. H&_L@_l_,@

Nedeterministické e-NFA, Operace zachovévajici regularitu 2
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Konfigurace automatu, Vypocetni graf

Definition 2.5 (Konfigurace DFA, eNFA)

Méjme eNFA A = (Q,X,4,qo, F), g € Q, v € T*, pak dvojice (g, v) oznaluje
konfiguraci kone¢ného automatu, nachézejiciho se ve stavu g s nepfectenym
vstupem v.

Definition 2.6 (Vypocetni strom, graf e NFA)

Méjme NFA A = (Q,X,d, qo, F) a vstupni slovo w € £*. Uzly vypocetniho
grafu jsou konfigurace A nad slovem w, orientované hrany znaéi mozny prechod
mezi konfiguracemi, tj. z (p, au) vede hrana do (g, u) pravé kdyz q € 6(p, a).

0 0 1 0 1
(9o,00101)  (qo,0101) > (qo,101) — (qo,01) — (go,1) — (qo,¢€)
0 0
lo X N\
1
(@:.101) _ 1 (q1,1) — (qg2,¢)
(g1,0101) (stuck) (g2,01) (stuck)

Nedeterministické e-NFA, Operace zachovévajici regularitu 2
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Podmnozinova konstrukce (s e—pfechody)

Theorem 2.1 (Podmnozinova konstrukce (s e-prechody))
Jazyk L je rozpoznatelny e-NFA pravé kdyz je L regularni. J

Algorithm: Podmnozinova konstrukce (s e—prechody)

Pro libovolny e-NFA N = (Qn,X,dn, go, Fn) zkonstruujeme DFA D =
(@b, X, 0p, gp,, Fp) prijimajici stejny jazyk jako N.
@ Nové stavy jsou e-uzaviené podmnoziny Q.
Qp C P(Qn), VS C Qu : eclosure(S) € Qp. V Qp mize byt i (.
@ Poclatelni stav je e-uzavér qo.
gp = eclosure(qo).
@ Prtijimaci stavy jsou vSechny mnoziny obsahujici néjaky prijimajici stav.
Fp={S5|S€Qp & SNFy#0}.

@ Prechodova funkce sjednoti predchody z jednotlivych stavi a uzavre
eclosure.

Pro S € Qp, a € T definujeme dp(S, a) = eclosure({J s on(p, ).

Nedeterministické e-NFA, Operace zachovévajici regularitu 2
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Ptiklad podmnozinové konstrukce pro {w.01|w € {0,1}}

0.1 | 0 |1
/) 0

{qo} || {90, a1} | {qo}

ﬁ& O e

{q0, a1} || {g0, a1} | {90, a2}
#{qo, g2} || {q0,q1} | {90}
w{q1, g2} || 0 {g2}

*{qo,CI17Q2} {CIo,Ch} {Clo,CI2}
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Theorem 2.2 (Pfevod e-NFA na DFA)

Pro DFA D = (Qp, X, dp, qp,, Fp) vytvofeny podmnoZinovou konstrukci z NFA
N = (Qn, X, N, go, Fn) plati L(N) = L(D).

Proof.

Indukci dokazeme: 65(qo, w) = 05 (qp,, w).

Example 2.7 ('Tézky' pfipad pro podmnozinovou konstrukci)

Jazyk L(N) slov 0's a 1's takovych, Ze n—ty symbol od konce je 1. Intuitivné si
DFA musi pamatovat n poslednich prec¢tenych symbold.

0,1
1 0,1 0,1 0,1 0,1

@ Aplikace hledani v textu

Nedeterministické e-NFA, Operace zachovévajici regularitu 2
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Mnozinové operace nad jazyky

Definition 2.7 (Mnozinové operace nad jazyky)
Méjme dva jazyky L, M. Definujme nasledujici operace:
(1) binarni sjednoceni LUM ={w|w € LV w € M}
P¥iklad: jazyk obsahuje slova za¢inajici a’' nebo tvaru b/c’.
(2) prinik LNnM={wlw e L & w € M}
Ptiklad: jazyk obsahuje slova sudé délky kondici na 'baa’
(3) rozdil L-—M={w|lwe L& w¢ M}
Ptiklad: jazyk obsahuje slova sudé délky nekondcici na 'baa’.
(4) doplnék (komplement) L= —L={w|w ¢ L} =¥* — L
Ptiklad: jazyk obsahuje slova nekondici na 'a’.

Dikaz ze vztahi
Theorem (de Morganova pravidla) &,V, .

LNM=LUM
Plati: UM =LNnM
L—-M=LNnM.

Nedeterministické e-NFA, Operace zachovévajici regularitu 2
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Uzavérové vlastnosti regularnich jazyki

Theorem 2.3 (Uzavienost na mnozinové operace)

Meéjme regularni jazyky L, M. Pak jsou nasledujici jazyky také regularni:
(1) sjednoceni LU M,

(2) pranik L0 M,

(3) rozdil L — M,

(4) doplnék L =¥* — L.

Proof: Uzavienost RJ na doplnék Example 2.8

@ Pokud § neni pro nékteré dvojice q, a Jazyk .
definovand, ptidéme novy nepfijimajici stav {W;l we {Od 13701}
grir @ do néj prechod pro vse dfive
nedefinované plus Va € ¥: §(qfir, ) = Gfail- = g e (1)

@ Pak staci prohodit koncové a nekoncové
stavy prijimajiciho deterministického FA, tj.

1 01
Fcomp/ement = QA — Fa. O 4’8 0 8 (1) e
1

m Nedeterministické e-NFA, Operace zachovévajici regularitu 2
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Konstrukce soucinu automatu

Proof: Prinik, sjednoceni, rozdil

@ Pro sjednoceni a rozdil doplnime funkci § na totalni.

@ Zkonstruujeme soucinovy automat,

Q= (@1 x Q. %.6([pr. pal, x) = [81(p1. %), 62(p2, X)]. [0, q0s], F)
@ prinik: F=F xR,
@ sjednoceni: F = (F1 x Q) U (Q1 x Fp)
o rozdil: F=F; x(Q— F). 0

P¥iklad sou¢inu automati (pranik jazyk(l). Slova obsahujici 0,1, oboje.

Input

w

HQP o1 HF T
H& 01 01 % B

4

0
m Nedeterministické e-NFA, Operace zachovévajici regularitu 2
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Priklady na uzavérové vlastnosti

Example 2.9
Konstruujeme konecny automat pfijimajici slova, kterd obsahuji 3k + 2 symboli 1
a neobsahuji posloupnost 11.

@ P¥ima konstrukce je komplikovana.

o L1 ={w|w e {0,1}*&|w|; =3k +2}

o L, ={wlu,ve{0,1}*&w = ullv}

o L=1L;— L.

Example 2.10
Jazyk M slov s riznym poctem 0 a 1 neni regularni.
o Je-li M regularni, M = ¥* — M je také regularni.

@ O M vime, ze regularni neni (pumping lemma).

Nedeterministické e-NFA, Operace zachovévajici regularitu 2
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Jesté jeden priklad

Example 2.11
Jazyk Loy = {0V : i # j,i,j € No} nenf regulrni.

Lop — Lo;ﬂ = {Oi].i s NO}
Z uzavérovych vlastnosti vime, Ze rozdil regularnich jazykd je regularni.
Jazyk Lo; regularni je.

Ptedpoklddejme, Ze Loz je reguldrni. Pak by i {0717 : i € No} musel byt
regularni, coz neni - SPOR.

Jazyk Loy = {0'1;i,j € No} je regularni, umime sestrojit kone¢ny automat.

Automaty a gramatik Nedeterministické e—NFA, Operace zachovavajici regularitu 2 March 3, 2025
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Retézcové operace nad jazyky

Definition 2.8 (Ret&zcové operace nad jazyky)

Nad jazyky L, M definujeme nasledujici operace:

zietézeni jazyki LM=A{uw|uel &veM}
Lx=L{x}axL={x}.LproxeX
mocniny jazyka L0 = {e}
L+ =101
pozitivni iterace Lr=1'ul?... =, L
obecna iterace L*= 10U UL2.. =y L
tedy L* = L+ U {¢} B
otoéeni jazyka LR = {uR|u e L}

(=zrcadlovy obraz,reverze) (x1xz...%,)% = xpox ... %0
levy kvocient L podle M M\ L={vjuve L& ue M}
leva derivace L podle w  9,L={w}\ L (pozn. derivace bude i v jiném vyznan
pravy kvocient L podle M L/M = {uluv e L & v € M}
prava derivace L podle w ORL=L/{w}.

v

m Nedeterministické e-NFA, Operace zachovévajici regularitu 2
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Theorem 2.4 (Uzavienost reg. jazykl na fetézcové operace)
Jsou-li L, M regularni jazyky, je reguldrni i L.M, L* L*, LR, M\ L a L/M. J

Lemma (L.M)
Jsou—li L, M regularni jazyky, je regularni i L.M. J

Vezmeme DFA A; = (Q1, X, 81,41, F1), pak Ay = (@2, X, 2, g, F2) tak Ze
L=L(A)aM=L(A).
Definujeme nedeterministicky automat B = (Q U {qo}, X, d, qo, F2) kde:
Q=@ UQ predpoklddame riizna jména stavi, jinak prejmenujeme
konc¢ime az po precteni slova z L,

6(qo,€)  ={q1, 9} pro g1 € F tj. e € L(Ay)
6(qo,€)  ={aq} pro q1 ¢ F1 tj. e ¢ L(A1)
5(qo,x) =10 pro x € X
3(g,x) ={0(q,x)} pro g € Q1 & 61(g,x) ¢ F1 politdme v Ay
= {01(q,x), g2} proge Q1 & d1(g,x) € F1  nedet. prechod z A;
= {d2(g,x)} pro g € @ poditdme v A,.

Pak L(B) = L(A;).L(A,). O

March 3, 2025 67
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Uzavrenost iterace

Lemma (L*, L)

Je—li L regularni jazyk, je regularni i L*, LT

@ ldea: opakovany vypoclet automatu A = (Q, X, 4, qo, F)

@ realizace: nedeterministické rozhodnuti, zda pokracovat nebo restart
@ speciélni stav pro prijem € € L% (pro L vynechame & ¢ F).
Proof: Dikaz pro L*
Vezmeme DFA A= (Q, %, 0, qo, F), tak Ze L = L(A).
Definujeme NFA automat B = (QU {gs}, %, ds, g5, F U{gs}) kde:
0g(gs,€) = {qo} novy stav gg pro pfijem ¢, prejdeme do gy
de(ge,x) =10 pro x € ¥
5B(q7X) = {(S(Q,X)}

={0(q,x),q0}

pokud g € Q & (g, x) ¢ F uvniti A
Pak L(B) = L(A)* (gs € Fg), L(B) = L(A)" (g8 ¢ FB).

Nedeterministické e-NFA, Operace zachovévajici regularitu 2
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Uzavrenost reverze
Lemma (LF)

Je-li L regularni jazyk, je regularni i LR.

o Zrejmé (LR)R = L a tedy sta&i ukazat jeden smér.
@ idea: obratime Sipky ve stavovém diagramu; nederministicky FA
Vezmeme DFA A= (Q, L, J, qo, F), tak ze L = L(A).
Definujeme nedeterministicky automat B = (QU{gs}, X, d5, 95, {qo}) kde:
e dg(q,x) = {plé(p,x) =q} pro g € Q
(] 5B(q3,e) = F, 5B(q5,x) = @

@ Pro libovolné slovo w = x1x5 ... x,

> Qo, q1, q2,
=

, Gn je prijimajici vypocet pro w v A

. e s v R
> 348,4n,9n—1,---,,42,q1, o J€ pPrijimajici VypOCet pro w v B.
Nedeterministické e-NFA, Operace zachovévajici regularitu 2
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Uzavrenost kvocientu

Lemma (M \ L a L/M)
Jsou—li L, M regularni jazyky, je reguldrnii M\ L a L/M.

@ ldea: A;, budeme startovat ve stavech, do kterych se |ze dostat slovem z M.

o Vezmeme DFA A= (Q, %L, J, qo, F), tak ze L = L(A).
Definujeme nedeterministicky NFA B = (QU {¢g.}, X, , g, F) kde:

@ a pridame prechod 6(qe,€) = {glg € Q & (u € M) g = 6*(qo, u)} do
stavli, kam Ize dojit slovem z M.
> |ze nalézt algoritmicky
({q; L(Aq) nM # 0 kde Ag = (072757 qo, {q})})
eveM\L
& (ueMyuwel
< (Bue M,3g € Q) é(qo,u) =q & o(q,v) € F
< 39 € 6(ge,€) & 6(q,v) € F
& veLB).
L/M = (MR\ LRYR, O
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Regularni vyrazy

Regularni vyrazy (RV) jsou
@ algebraickym popisem jazyki
o deklarativnim zplsobem, jak vyjadrit slova, kterd chceme pfijimat.
@ Schopné definovat vSechny a pouze regularni jazyky.
@ Mizeme je brat jako programovaci jazyk, uzivatelsky privétivy popis
konecného automatu.
Example 3.1
o Zakladni UNIX grep prikaz.

o Lexikalni analyzatory jako Lex a Flex (popis pomoci 'token'd je vzésadé
regularni vyraz).

Python knihovna re .

Syntakticka analyza pottebuje silnéjsi nastroj, bezkontextové gramatiky,
budou nasledovat.

Automaty a gramatik Regularni vyrazy, Kleeneova véta, Substituce, Homomorfizmus 3 March 3, 2025



Definition 3.1 (Regularni vyrazy (Regular Expression) (RegE),
hodnota RegE L(«))

Regularni vyrazy «, 8 € RegE(X) nad koneénou neprizdnou abecedou

Y ={a1,a,...,an} a jejich hodnota L(«) jsou definovany induktivné:
vyraz o pro hodnota L(«) = [¢]
. € prazdny fetézec L(e) = {e}
° Zaklad: 0 prazdny vyraz  L(0)={} =0
a aex L(a) = {a}.

o Indukce:

vyraz  hodnota poznamka
a+f Lla+pB)=Lla)ULB) v grep,re]
af L(aB) = L(a)L(B) mizeme znadit ., ale plete se s UNIX grep
a* L(a*) = L(a)*
(a) L((«)) = L) zavorky neméni hodnotu.

Kazdy regulédrni vyraz dostaneme indukci vyse, tj. tfida RegE(X) je nejmensi

tfida uzavfena na uvedené operace.

Lemma 3.1

Jazyk L(€) = {e} = 0*, v definici jen pro vyznam symbolu L(e).

v

Regulérni vyrazy, Kleeneova véta, Substituce, Homomorfizmus 3
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Priklady regulanich vyrazii, priorita

Definition 3.2 (priorita)

Nejvyssi prioritu ma iterace *, nizsi konkatenace (zfetézeni), nejnizsi sjednoceni +.

Example 3.2 (Regularni vyrazy)
Jazyk stridajicich se nul a jednicek lze zapsat:
e (01)* +(10)* +1(01)* +0(10)*
o (e+1)(01)*(e +0).
Jazyk L((071071071)*0") = {w|w € {0,1}*, |w|, = 3k, k > 0}.

Theorem 3.1 (!varianta Kleeneho véty)

Q@ Kazdy jazyk reprezentovany konecnym automatem lze zapsat jako regularni
vyraz.

Q@ KaZdy jazyk popsany reguldrnim vyrazem miZeme zapsat jako e-NFA (a tedy
i DFA).

Regulérni vyrazy, Kleeneova véta, Substituce, Homomorfizmus 3
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Prevod RegE vyrazu na e~NFA automat

Prevod RegE vyrazu na e-NFA automat.

Ddkaz indukci dle struktury R. Z3klad:
V kazdém kroku zkonstruujeme e-
NFA E rozpozndvajici stejny jazyk c A4y
L(R) = L(E) se tfemi dalsimi vlastnos- 00| Prazdny fetézec ¢
tmi:

@ Pravé jeden prijimajici stav.

@ Zadné hrany do podateéniho stavu.
@ Z4dné hrany z koncového stavu.

Soucet R+ S:— ~—0

@) O | Prazdnd mnozina 0

O—>—0|a€X: vyraz a

m ;UIII

INDUKCE: O

€
Regulérni vyrazy, Kleeneova véta, Substituce, Homomorfizmus 3
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Alternativni (neefektivni) dikaz Kleeneovy véty

Proof: Rozpoznatelny FA = RJ

Méame automat DFA A = (Q, X, 4, qo, F) ktery pFijima jazyk L(A). Indukei
podle poétu hran A dokadzeme L(A) € RJ(X).

@ zadnd hrana — pouze jazyky 0 a {¢}, z definice a 0*.

@ (n+1) hran

> vybereme jednu hranu p —7 g, tj. g € §(p, a)
> sestrojime Ctyfi automaty bez tého hrany (6' =9, jen
3'(p, a) = (p,a) — {a})
* A1 = (Q,%,d!,q0, F)
* Ay =(Q,%,6!,q0,{p})
* Az = (Q’ X, 5'7 q, {P})

* Ay =(Q,%,4l,q,F) o :WO
» Potom L(A) = L(A1) U (L(A2).a).(L(As).a)* L(As),

> jazyky L(A1), L(A2), L(As), L(As) € RJ(X) z indukéniho predpokladu
(n hran).

O

m Regulérni vyrazy, Kleeneova véta, Substituce, Homomorfizmus 3
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Od

DFA k regularnim vyraziim

Regularni vyraz z DFA

Méjme DFA A, Qa = {1,...,n} o n stavech, stavy oéislujeme od 1.

Necht R,-(jk) je regularni vyraz, L(R,-(jk)) = {w|dZ(i,w) = j} mnoZina slov
prevadéjicich stav i do stavu j v A cestou, kterd neobsahuje stav s vy3sim
indexem nez k.

Budeme rekruzivné konstruovat Ré.k) pro k=0,...,n.

k=0,i#j: R,-(jo):a1+a2+...+am kde a1, as, ..., am jsou symboly
)

oznadujici hrany i do j (nebo R,-(jo) = () nebo R,-(jo =aprom=0,1).

k=0, i =j: smycky, R,.(I.O) =e¢+ay+ar+...+ay, kde ag,a,...,an jsou
symboly na smyckach v i.
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Priklad: Od konecného automatu k RegE

1
1 0. RR) — 1°0(0 + 1)°

0 (k+1) _ p(k) | pk) (k) (K)
@ R R + R(k+l)(R(k+1)(k+1)) R(k+1)_/

R{(l)) e+1 =

RY |0 -

Ry | 0 -

RO | (e+0+1) —

Rﬂ) (e+1)+(e+1)(e+1)*(e+1) =1*

RY | 0+ (e+1)(e+1)0 =170
RO | 0+ 0(e+1)*(e+1) =0

Rg) (e+0+4+1)+0(e+1) 0 =e+0+1
RP | 15 4+ 1°0(c + 0 + 1)*0 =1*

RZ | 190+ 170(e + 0 + 1)*(e + 0 + 1) =170(0 + 1)*
R | 0+ (e+0+1)(c+0+1)*0 =0

(e+0+1)+ (e+0+1)(e+0+1)*(e+0+1)=(0+1)*

March 3, 2025
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Proof.

INDUKCE. Mgjme Vi,j € Q R

(k)
R(k+1), k+1)

Konstruujeme R(kﬂ)

0,

R.(’f

(k+1) _ () « p(k)
O Ry =Ky + R k+1)(R(k+1)(k+1)) Rik+))

Cesty z i do j neprochézejici uzlem (k + 1) jsou jiz v Rg.k).
Cesty z i doj pres (k 4+ 1) s pfipadnymi smyckami mizeme zapsat
(k) « (k)
Ritks1) (Rk+1 k1)) Ry
regularm vyrazy jsou uzaviené na s&itani (sjednoceni), zFetézeni i iteraci, tj
Ri™ € RegE(X)

@ Nakonec, RegE = EBjeFAR('.’) sjednceni pres ptijimajici stavy j.

O

v
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Zjednoduseni regularnich vyrazl (netfeba znat)

Lemma (Dalsi vlastnosti bez diikazu)

@ Zjednoduseni navrhu automat(

LO=0.L = 0
{et.L=L{e} = L
Ly = 1
(LUL)" = Li(L.L])" = L(L.L5)"
(Li.L)F = LX.LF
Ow(LiULy) = 8w(L1)Udw(Ln)
ow(T*—L) = T*—0,L
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Shrnuti prevodli mezi reprezentacemi regularnich jazyki

Pfevod NFA na DFA
e € uzavérv O(n®) - @
prohledava n stavii
nasobeno n? hran pro e
prechody.

O(n)
O(n32m)
@ Podmnozinova konstrukce,
DFA s az 2" stavy. Pro
kazdy stav, O(n®) €asu na
vypocet prechodové funkce.
Prevod DFA na NFA

@ Pridat mnoZinové zavorky k prechodové funkci a pfechody pro € u e—NFA.
Pfevod automatu DFA an RegE reguléarni vyraz

e O(n%4")
RegE vyraz na automat

e V cCase O(n) vytvofime e—NFA.

O(n34")
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Substituce jazykd

Definition 3.3 (Substituce jazyki)

Mé&jme konecnou abecedu ¥. Pro kazdé x € ¥ budiz o(x) jazyk v néjaké abecedé
Y. Dale polozme

o(e) = {e}

o(u.v) =o(u).o(v)

@ Zobrazeni o : X* — P(Y*), kde Y =

Lex Yx se nazyva substituce.
@ Pro jazyk L definujeme: o(L) = J,,c, o(w), podobné sjednoceni.

@ nevypoustéjici substituce je substituce, kde zadné o(x) neobstahuje e.

Example 3.3 (substituce)

1) ¥ ={k,p,m,c,t}, L= (kmp)(ckmp)*t,

k slovnik krestnich jmen, p slovnik pfijmeni, m mezera, ¢ Carka, t tecka.
2) Pokud o(0) = {a't/,i,j > 0},0(1) = {cd}

tak 0(010) = {a'b/cda*b’, i, j, k,1 > 0}.
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Homomorfizmus a inverzni homomorfizmus jazykd

Definition 3.4 (homomorfizmus (jazyku), inverzni homomorfizmus)
Homomorfizmus h je specialni ptipad substituce, kde obraz je vzdy jen
jednoslovny jazyk (vynechdvdme u néj zavorky), tj. (Vx € X) h(x) = w;.
Pokud Vx : w, # €, jde o nevypoustéjici homomorfizmus.
Inverzni homomorfizmus h=(L) = {w|h(w) € L}.
Example 3.4 (homomorfizmus)

@ Znaky nahradime TpXzapisem, h(u) = \mu a podobné.
Pro L =101 je h(L) = (ab)*.

@ Homomorfizmus h definujeme: h(0) = ab, a h(1) = e. Pak h(0011) = abab.
Theorem 3.2 (uzavienost na homomorfizmus)

Regulérni vyrazy, Kleeneova véta, Substituce, Homomorfizmus 3
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Uzavrenost na substituci, homomorfizmus.

Strukturalni indukci 'probublavanim’ algebraickym popisem jazyka zakladnich,
sjednoceni, zfetézeni a iterace. Pro sjednoceni a zietézeni z definice substituce a
uzavrenosti regularnich jazyk( na sjednoceni a zfetézeni.

a(a+pB) = o(L(a))Ua(L(B))
alap) = {w|Fue L(a)Ive L(B):o(u)o(v)=w}

Pro iteraci rozlozime na nekonecné sjednoceni, pro kazdy konkrétni pocet iteraci o
aplikované na konecné zretézeni.

o(L(a)*) = o(L())Uo(L(a))U...Uo(L(a)")U...
= o(a)Ug(a)'U...Ug(a)"U...
= L(a(a)").
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Inverzni homomorfizmus

Definition _((3-4) Inverzni Homomorfizmus aplikovany dopredné
homomorfizmus) a zpétné.

Necht h je homomorfizmus abecedy
T do slov nad abecedou . Pak 0 =
h=(L) 'h inverze L' je mnoZ%ina

fetézci
h=1(L) = {w|lw € T*; h(w) € L}.

Example 3.5

Necht L = ({00} U {1})*, h(a) = 01 ‘e
a h(b) = 10.
Pak h=1(L) = ({ba})". @g

Dakaz: h(({ba})*) € L snadno.
Ostatni w generuji izolované 0 (roz-
bor pfipadd).
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Inverzni homomorfizmus DFA i

Theorem 3.3 Input A(w)|to A
Je—li h homomorfizmus abecedy T do tart

abecedy ¥ a L je regularni jazyk abecedy ¥, |=T1_. A Accept/reject
pak h=Y(L) je také regularni jazyk.

@ pro L mame DFA A= (Q,X, 6, qo, F)

o h: T =Y

o definujeme e-NFA B = (Q', T,4',[qo, €] , F x {€}) kde

Q' ={lg,v]|lg e Q,uex*F(ae T)I(veX*)h(a) =vu} uje buffer

6'([g,¢€], a) = [q, h(a)] napliuje buffer
8 ([q,bv],€) =][p,v] kde 6(q,b) =p Cte buffer.

=)
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Priklad: Navstiv vSechny stavy

Example 3.6

Necht A= (Q,X, 4, qo, F) je DFA. Definujme jazyk L = {w € £*; 6*(qo,w) € F
a pro kazdy stav q € Q existuje prefix x; slova w tak, Zze 6*(qo,xq) = q}-
Tento jazyk L je regulani.

M Oznaéme M = L(A).

T Definujeme novou abecedu T trojic {[paq];p,q € Q,a € X,d(p, a) = g}.

h Definujeme homomorfizmus (V p, g, a) h([paq]) = a.

Ly Jazyk Ly = h=1(M) je regularni, protoze M je regularni (DFA inverzni
homomorfizmus).

o h~1(101) obsahuje 2% = 8 Fetézcii, napt.

[p1p][q0q][p1p] € {[p1p], [91q]}{[POq]; [q0q]}{[p1p], [q1q]}-
o Dale zkonstruujeme L z L; (dalsi slide).

March 3, 2025
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Ly

La

Vynutime zacatek qo. Definujeme

Er = Us,es qeqilaoag)} =

Er ={lgoa1q0]. [qoa2q1], - - -, [qoaman]}-  Ptehled:

Vynutime stejné sousedici stavy. Inverzni homom.
Definujeme ne—odpovidajici dvojice L hL(M) € {[gap]}*

£, = Uq#rp q,r,s€Q,a bez{[paq][rbs]}_ .
Definujeme L3 = Ly — L(T*.E>. T*), priinik RJ

~

Kondi v prijimajicim stavu, protoze jsme L :;ZC(I:I?'I RJ

zacali z jazyku M prijimaném DFA A. )

V8echny stavy. V g € Q definujeme E, Ls ;i(—)zsdc?lusgjlm stavy rovny
jako regularni vyraz sjednoceni vSech y

symbolil T takovych, Ze g neni ani na Lo + vsechny. stavy

prvni, ani na posledni pozici. Odeteme homomorfismus

L(E7) od Ls. Ly = Ly — U,c ol E2}- L h([gap]) = a

Odstranime stavy, nechdme symboly.
L = h(Ly). Tedy L je regularni.
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Rozhodovaci problémy pro regularni jazyky!

Lemma (Test ne—prazdnosti regularniho jazyka)
Lze algoritmicky rozhodnout, zda jazyk prijimany DFA, NFA, e-NFA je prazdny. J

Jazyk je prazdny pravé kdyz zadny z koncovych stavii neni dosazitelny.
Dosazitelnost Ize testovat O(|Q|?).
Lemma (Test nalezeni do regularniho jazyka)

Pro dany Fetézec w; |w| = n a regularni jazyk L. Lze algoritmicky rozhodnout,
zda je w € L.

o DFA: Spust automat; pokud |w| = n, pfi dobré reprezentaci a konstatnim
Case prechodu O(n).

@ NFA o s stavech: &as O(ns?). Kazdy vstupni symbol aplikujeme na viechny
stavy predchoziho kroku, kterych je nejvys s.

@ ¢—NFA - nejdfive uréime e—uzavér. Pak aplikujeme pfechodovou funkci a
e—uzavér na vysledek.
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Shrnuti minulé prednasky (+dva fadky a sloupce navic)

@ Podmnozinova konstrukce DFA z eNFA
@ Regularni vyrazy
o Kleeneho véta
» Jazyk je pfijimany koneénym automatem pravé kdyz lze napsat jako regularni
vyraz,
»tiz0a{a}proace X
> a konec¢ného poctu aplikaci iterace, zfetézeni a sjednoceni.
o Uzavérové vlastnosti

> dnes jen 'regularni’ sloupec.

jazyk reguldrni (RL) | bezkontextové | deterministické CFL
sjednoceni ANO ANO NE
prinik ANO NE NE
NsRL ANO ANO ANO
doplnék ANO NE ANO
homomorfizmus ANO ANO NE
inverzni hom. ANO ANO ANO
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