Redukovany DFA a ekvivalence automati, stavil

Konecné automaty, Regularni jazyky

Deterministicky kone¢ny automat (DFA)
A= (072357 qo, F)

Jazykem rozpoznavanym (akceptovanym,
pfijimanym) kone¢nym automatem
A=(Q,%,J, qo, F) nazveme jazyk 0

L(A) = {w|w € X*&*(qo, w) € F}.
Jazyk L je rozpoznatelny konecnym

automatem, jestlize existuje konecny automat A !
takovy, ze L = L(A).

T¥idu jazyk( rozpoznatelnych deterministickymi
konecnymi automaty ozna¢ime F, nazveme
regularni jazyky.

Typicka otazka na cvicenich, obcas i u zkousky:
Je dany jazyk regularni (pozdéji i CFL, ...)?

ANO Setrojite automat (deterministicky ¢i nedeterministicky).
NE

Najdete spor s Myhill-Nerodovou vétou nebo s Pumping lemmatem.
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Kongruence, Myhill-Nerodova véta

Definition 2.1 (kongruence)

Méjme konecnou abecedu ¥ a relaci ekvivalence ~ na ¥*
(reflexivni, symetricka, tranzitivni). Potom:
@ ~ je prava kongruence, jestlize /X_i ]
(Vu,v,w € Z¥)u ~ v = uw ~ vw.

@ je kone€ného indexu, jestlize rozklad */ ~ m4 konecny o
pocet tfid.

(e
L/

e T¥idu kongruence ~ obsahujici slovo u znacime [u]., resp.

[u].

@ Relace ~¢ng 'kondi stejnym pismenem’ je prava kongruence,
o pokud ux ~epg vX, pak i UXW ~end VXW.

@ Relace ~g 'kondfi stejné jako zacind’ je ekvivalence, aa ~¢ bb, ale
aaa o4 bba, tedy neni prava kongruence.

@ Relace ~| 'maji stejny pocet znakii’ neni konecného indexu.
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Redukovany DFA a ekvivalence automati, stavii

Myhill-Nerodova véta

Theorem 2.1 (Myhill-Nerodova véta)

Necht L je jazyk nad konecnou abecedou Y. Potom nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

k
a) L je rozpoznatelny konecnym automatem, =
b) existuje pravd kongruence ~ konecného indexu nad X* tak,

Ze L je sjednocenim jistych tfid rozkladu X*/ ~.

iilipAn
1/
L/

Proof: Dikaz Myhill-Nerodovy véty =

a)=-b); tj. automat = prava kongruence kone¢ného indexu
o definujeme u ~ v = §*(qo, u) = 6*(qo, v).
@ je to ekvivalence (reflexivni, symetricka, transitivni)
@ je to prava kongruence (z definice §*)
@ mi konedny index (kone¢né mnoho stavi)

L= {w|o*(go,w) € F} = [ J{w5" (q0, w) = q} = | [W15" (0, w) = g

qeF qeF
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Redukovany DFA a ekvivalence automatii, stavil

Theorem (Myhill-Nerodova véta - 'kopie')

Necht L je jazyk nad konecnou abecedou ¥. Potom nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

a) L je rozpoznatelny koneénym automatem,

b) existuje prava kongruence ~ konec¢ného indexu nad L* tak, Ze L je
sjednocenim jistych t¥id rozkladu ¥*/ ~.

Proof: Ditkaz Myhill-Nerodovy véty <

b)=-a); tj. prava kongruence kone¢ného indexu = automat

@ abeceda automatu vezmeme ¥
° ; v/ * /L Y 7
za stavy @ volime tfidy rozkladu ¥*/ e ~
@ pocateéni stav qg = [€] : -
@ koncové stavy F = {c1,..., ¢}, kde L=J,_; , ¢ I
e prechodova funkce d([u], x) = [ux] (je korektni z def. pravé kongruence).
o L(A) =1L
WEL@-WEUl_:L‘“,"c,-<:>WEc1\/...w€cn<:>[W]:clv...[w]:c,,<:>[w]€F<:>WEL(A)
5% (lel, w) = [w] ]
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Redukovany DFA a ekvivalence automati, stavii

Pouziti Myhill-Nerodovy véty: Konstrukce automati

Sestrojte automat prijimajici jazyk
L={w|w € {a,b}*& |w|, = 3k + 2}, tj. obsahuje 3k 4 2 symboli a.

|ulx znaéi pocet symboli x ve slové u
definujme u ~ v = (|u|,mod 3 = |v|;mod 3)
t¥idy ekvivalence 0,1,2

L odpovida tridé 2

a — prechody do nasledujici t¥idy

b — prechody zachovavaji tridu.
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Redukovany DFA a ekvivalence automati, stavii

'Pumpovatelny’ ne-regularni jazyk

Example 2.3 (Ne-regularni jazyk, ktery lze pumpovat)

Jazyk L = {ulu = a"b'c'Vu=b'c/+ € Nxg,i,j € N} neni regularni
(Myhill-Nerodova véta), ale vzdy lze pumpovat prvni pismeno.

@ Predpokladejme, ze L je regularni
= pak existuje prava kongruence ~; konecného indexu m, L je sjednocenf{
nékterych t¥d X*/ ~
@ vezmeme mnozinu fetézcii S = {ab, abb, abbb, . ..,ab™ 1}

@ existuji dvé slova i # j, kterd padnou do stejné tfidy
i#j ab’ ~ ab/
priddme ¢/ abic’ ~ abic ~ je kongruence
spor abic' € L & ablc’ ¢ L s 'L je sjednoceni nékterych t¥id ¥*/ ~,
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Redukovany DFA a ekvivalence automati, stavii

Nejednoznacnost

Automat prijimajici dany jazyk neni urcen jednoznacéné.

o Jazyk L ={w|w € {1}*&|w| = 3k}.

Definition 2.2 (automatovy homomorfismus)

Necht A1, A jsou DFA. Rekneme, e zobrazeni h: Q; — Q@ Q1 na Q, je
(automatovym) homomorfismem, jestlize:

h(qo,) = qo, 'stejné’ pocatedni stavy
h(d1(q,x)) = 92(h(q),x) 'stejné’ prechodové funkce
ge F < h(g) e R 'stejné’ koncové stavy.

Homomorfismus prosty a na nazyvame isomorfismus.
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Redukovany DFA a ekvivalence automati, stavii

Ekvivalence automatt a homomorfismus

Definition 2.3 (Ekvivalence automati )

Dva konecné automaty A, B nad stejnou abecedou ¥ jsou ekvivalentni, jestli ze

rozpoznavaji stejny jazyk, tj. L(A) = L(B).

Theorem 2.2 (Véta o ekvivalenci automatt)

Existuje-li homomorfismus konecnych automati Ay do Ay, pak jsou A; a A,

ekvivalentni.

@ Pro libovolny fetézec w € ¥* konecnou

iteraci

o h(é1(q, w)) = d5(h(q), w)
o dale:w € L(A)

-
=
54
-

07 (go,, w) € F4
h(1(qo,, w)) € F>
62(h(qo,), w) € F2
03(qo,, w) € Fy

VIVAV
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Redukovany DFA a ekvivalence automati, stavil

Redukce a ekvivalence automatd, Tranzitivita

Definition 2.4 (Ekvivalence stavil)

Rikame, Ze stavy p, q € Q kone¢ného automatu A jsou ekvivalentni pokud:
@ Pro viechny fetézce w € X*; §*(p, w) € F iff 6*(q,w) € F.
Pokud dva stavy nejsou ekvivalentni, fikdme, ze jsou rozliSitelné.

Example 2.4

Automat na obrazku:

1
0
m
o C a G nejsou ekvivalentni, 6*(C,e) € Fa | (A O @ o \P
0*(G,e) ¢ F. 1
A,G: 6*(A,01) = C je prijimajici,
° ( ) je prijimajici X O
E F G
\\_//\d 0

0*(G,01) = E nen. H
@ A,E jsou ekvivalentni — ¢, 1x zfejmé, 0

vede do ne—prijimajicich stavi, 01 a 00 se ! 0

sejdou ve stejném stavu.

Ekvivalence na stavech je tranzitivni.
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Algorithm: Algoritmus hledani rozlisitelnych stavi v DFA

Nasledujici algoritmus nalezne rozliSitelné stavy:
e Ziklad: Pokud p € F (pfijimajici) a g ¢ F, pak je dvojice {p, g}
rozlisitelna.
@ Indukce: Necht p,g € Q, a € ¥ a o dvojici r,s; r = §(p, a) a
s = d(q, a) vime, Ze jsou rozliSitelné. Pak i {p, g} jsou rozliSitelné.
o opakuj dokud existuje nova trojice p,g € Q, a € .

1
0
1

K¥izek znadi rozlisitelné dvojice. C je rozlisitelné hned, ostatni kromé
{A, G}, {E, G} také. Vidime tfi ekvivalentni dvojice stavi.

x| X[ X

X[ X |X|[X|X

I OomMmmON®

> x| x| x
AOf x [ x| x| x]|x

x | %
m|x |x|x

x

x
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valence automati, stavil

Algoritmus hledani rozlisitelnych stavii

PHjimajici  vs. nephijimajici  stavy
B
¢ [ x [~
D X
E X
F X D
G X l
H X ]
A ¢ D E F G
lkrokl: 8(q,1) € F pro g € {B,C,H}
B [ x H
¢ [ x [~
D x | x
E x| x
F x | x
G X X B a G jsou rozliditelné, 5(A, 0) = B, §(G,0) = G, tj. A,G jsou rozlisitelné.
H [x X | x | x | x | x Qbdobné pro E.G vedouci 5(x, 0) do rozliitelnych stavii H,G.
A B C D E F G B [x
1krok0: 8(q,0) € F pro g € {D,F} C x x
B s D x X X
C s X E x X X
D [ x [ x | x F x| x x x
E x X x G x X x x X X 1
F X x X X H X X x X x | x ]
G x X x x| A B C D E F G
Wl Tl 1T x1xVastavaji tfi ekvivalentni dvojice stavil.
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Theorem 2.3
Pokud dva stavy nejsou odliSeny predchozim algoritmem, pak jsou tyto stavy
ekvivalentni.
Proof: Koreknost algoritmu

@ UvaZujme Spatné pary stavil, které jsou rozlisitelné a algoritmus je
nerozlisil.

@ Vezméme z nich par p, g rozlisitelny nejkratSim slovem w = a; ... a,.

e Stavy r = d(p,a1) a s = (q, a1) jsou rozlisitelné kratsim slovem
as...ap takze par neni mezi Spatnymi.
Tedy jsou 'vykFizkované' algoritmem.

o Tedy v pristim kroku algoritmus rozlisi i p, q. ]

Cas vypoctu je polynomialni vzhledem k poétu stavii.
@ V jednom kole uvazujeme viechny pary, tj. O(n?).
@ Kol je maximalné O(n2), protoze pokud nepfidame k¥izek, kon¢ime.
@ Dohromady O(n*).
Algoritmus Ize zrychlit na O(n?) pamatovanim stavi, které zavisi na paru {r,s} a

nasledovanim téchto seznami 'zpatky’.
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Redukovany DFA a ekvivalence automatii, stavil

Testovani ekvivalence regularnich jazyki

Algorithm: Testovani ekvivalence regularnich jazyki

Ekvivalenci regularnich jazykd L, M testujeme nasledovné:

o Najdeme DFA A;, Ay rozpoznavajici L(AL) = L, L(Am) = M,

QLN Qu = 0.

@ Vytvorime DFA sjednocenim stavil a prechodi
(QLU Qm, X, Udm, qr, Fi U Fu); zvolime jeden z pocéateénich stavi.

@ Jazyky jsou ekvivalentni pravé kdyz pocatecni stavy pivodnich DFA

jsou ekvivalentni.

Uvazujme jazyk

{e} U{0,1}*0 prijimajici
prazdné slovo a slova koncici
0. Vpravo obrazek dvou

DFA a tabulku rozlisitelnych
stavi. )

= 1
Automaty a gramatiky

mO N

X
X
X
X x| x
A B C D

February 29, 2024
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ence automatii, stavii

Minimalizace DFA

Definition 2.5 (redukovany DFA, redukt)
Deterministicky konecny automat je redukovany, pokud
@ nema nedosazitelné stavy a
@ zadné dva stavy nejsou ekvivalentn{
@ 0 je totalni.
Konecény automat B je reduktem automatu A, jestlize:
@ B je redukovany a

1
@ A a B jsou ekvivalentni.

G

OO
0 1 /@
1
A (=)
) %

T
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Algorithm: Algoritmus nalezeni reduktu DFA A

@ Ze vstupniho DFA A eliminujeme stavy nedosazitelné z pocatecniho
stavu.

@ Najdeme rozklad zbylych stavii na tfidy ekvivalence.

o Konstruujeme DFA B na ttidach ekvivalence jakoZto stavech.
Pfechodovou funkci B oznaéime v, méjme S € Qg. Pro libovolné
g € S, ozna¢ime T t¥idu ekvivalence 6(q, a) a definujeme
~v(S,a) = T. Tato tfida musf byt stejnd pro vSechny g € S.

@ Pocatecni stav B je tfida obsahujici pocatecni stav A.

@ Mnozina prijimajicich stavil B jsou bloky odpovidajici pfijimajicim
staviim A.
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Redukovany DFA a ekvivalence automati, stavil

Ptiklad redukovaného DFA

0

H
1 Q0

1 1

IoOmTmOw®

1

0 0 0 1
x | x Tridy ekvivalence:
] {AE},{B,H},{C}, {F}. {6}
A B C E G

Marta Vomlelova
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Redukovany DFA a ekvivalence automati, stavil

Redukty a jejich ekvivalence

Kazdé dva ekvivalentni redukované automaty jsou izomorfni.

o Kazdy stav g € @, je dosazitelny. Najdeme pro n&j slovo g = 65 (qo,, w)
o a definujeme h(q) = 95(qo,, w).

@ Lze dokazat, ze je h korektné definovana funkce, zachovava vlastnosti
homomorfizmu (g, F,d) a jde o bijekci, tj. je to isomorfizmus.

\D

Pro kazdy deterministicky konecny automat A, ktery prijima alespori jedno slovo,
existuje redukovany DFA, ktery je s nim ekvivalentni.

Definition 2.6 (Redukt)

Reduktem DFA A nazyvame redukovany automat s A ekvivalentni.
Z predchozi véty plyne, Zze vSechny redukty automatu A jsou izomorfni.
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Redukovany DFA a ekvivalence automati, stavii

Pro nedeterministické FA to tak snadné neni

Example 2.6

Nedeterministicky FA na obrazku mdzeme redukovat vypusténim stavu C.

Stavy {A, C} jsou rozliSitelné vstupem 0, takze algoritmus pro DFA redukci
nenajde.

Mohli bychom hledat exhauzivnim vypoctem.

0,1
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Nedeterministické e~NFA, Operace zachovévajici regularitu

Nedeterministické konecné automaty s e prechody (e-NFA)

Nedeterministicky automat muze byt ve vice stavech paralelné. Ma schopnost
'uhodnout’ néco o vstupu.

NFA prijimajici vSechna slova kon¢ici O1.

0,1

(o))
—( Go a1 a2
N

NFA zpracovava vstup 00101.

\\ \

(stuck) q1 *» G2 (stuck) q2

90
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Nedeterministické e~NFA, Operace zachovévajici regularitu

Definition 3.1 (Nedeterministicky koneény automat s e pfechody (e-NFA))

Nedeterministicky kone¢ny automat s ¢ prechody (e-NFA)
A=(Q,X,9, qo, F) sestava z:

kone¢né mnoziny stava, zpravidla znacime @

kone¢né mnoziny vstupnich symboli, znaéime &

prechodové funkce, zobrazeni § : Q x (X U {e}) — P(Q) vracejici
podmnozinu Q.

pocdatecni ho stavu? gy € Q,

a mnoziny koncovych (pfijimajicich) stava F C Q.

00 00O

Zalternativa: mnoziny pocateénich stavi So C Q

Tabulka pro e-NFA z predchoziho slajdu A = ({qo, g1, ¢2},{0,1},0, go, {g2}) je:

sl lel 0 | 1
— a0 || 0| {q0.q1} | {q0} _
q || 0 0 {2}
*Ga || 0 0 0
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Nedeterministické e~NFA, Operace zachovévajici regularitu

Koneéné automaty s € prechody

@ Nové dovolime prechody na €, prazdné slovo, tj. bez pfecteni vstupniho
symbolu.

Example 3.2 (NFA s e pfechody)

(1) Volitelné znaménko + nebo -,

(2) Fetézec islic,

(3) desetinna tecka a

(4) dalsi fetézec ¢islic. Nejméné jeden z Fetézcli (2) a (4) musi byt neprazdny.

01,..., 9
€, +7 -
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Nedeterministické e-NFA, Operace zac jici regularitu

Example 3.3 (Pfechodova funkce v tabulce)

PFedeél}I/ e-NFA je: E= ({q07 qis-- - q5}a {'7 +, = 0, 17 s 79}7 57 qo0, {q5}) s 0

§ le | +-1- ]01...9

qgo | {a1} | {au} | 0 1]

a1 0 0 {Clz} {Cll, CI4}

g | 0 ) 0 {a3}

g || {gs} | 0 0 {a3}

a | 0 0 {as} | 0

xqs || 0 ) ) 0

0,1,....,9
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Nedeterministické e-NFA, Operace zachovévajici regularitu

e—uzavér

Definition 3.2 (e-uzavér)

Pro g € Q definujeme e—uzavér eclosure(q) rekurzivné:
@ Stav g je v eclosure(q).
@ Je-li p € eclosure(q) a r € 6(p, €) pak i r € eclosure(q).
Pro mnoZinu stavi S C Q definujeme eclosure(S) = |J s eclosure(q).

Example 3.4 (e uzavér)
o eclosure(qo) ={qo,q»} T "
o eclosure(q;) = {q1} H.EL'
° ec/osure(qg) = {CI3,CI57q6} 01,...9
o eclosure({qgs, qs}) = {g3, qs, G5, G6 }

= ®
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Nedeterministické e~NFA, Operace zachovévajici regularitu

Rozsitenad prechodova funkce a jazyk prijimany e-NFA

Definition 3.3

Necht E = (Q, X, 9, qo, F) je e-NFA. Rozsifenou prechodovou funkci §*
definujeme nasledovné:

e 0*(q,€) = eclosure(q).
@ Indukéni krok: v =wa, kde w € £*, 3 € ¥.

0*(q, wa) = eclosure U d(p, a)

pEs*(q,w)
6*(qo, €) = eclosure(qo) = {qo0,q1}
(q07 ) Clos”re(U q€6* (qg,€) 4(q,5)) _ec/osure(é(qo,S) U 5(57175)): {qlv q4}
6*(qo,5.) = eclosure(0(qy,.) U d(qa, -)) ={92,93,G5, 6 }
5*(q0,5.6)= eclosure(d(q, )Ud(q3, )U5(q5,6)) = {93,095, G6}
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Nedeterministické e~NFA, Operace zachovévajici regularitu

Jazyk prijimany eNFA

Definition 3.4 (Jazyk pfijimany nedeterministickym kone¢nym automatem s

prechody)
Méjme NFA A= (Q, X, J, qo, F), pak

L(A) = {w| 6"(qo0, w) N F # (0}
je jazyk prijimany automatem A.

Tedy L(A) je mnozina slov w € ¥* takovych, ze 0*(qo, w) obsahuje alespori jeden
prijimajici stav.

Example 3.6

Automat z pfedchoziho slajdu pFijima jazyk L = {w|w koné&i na 01, w € {0,1}*}.
Dikaz indukei konjunkce tvrzeni:

@ 0*(qo, w) obsahuje go pro kazdé slovo w.
0.1

@ 0*(qo, w) obsahuje gy iff w konéi 0.
@ 0*(qo, w) obsahuje g, iff w kon&i 01. —( a @—1—~@

Marta Vomlelova
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Nedeterministické e-NFA, Operace zachovévajici regularitu

Konfigurace automatu, Vypocetni graf

Definition 3.5 (Konfigurace DFA, eNFA)

Méjme eNFA A= (Q,X,4,q0, F), g € Q, v € L*, pak dvojice (g, v) oznaluje
konfiguraci konecného automatu, nachazejiciho se ve stavu g s nepre¢tenym
vstupem v.

Definition 3.6 (Vypocetni strom, graf eNFA)

Méjme NFA A = (Q, X, 4, go, F) a vstupni slovo w € ¥*. Uzly vypoéetniho
grafu jsou konfigurace A nad slovem w, orientované hrany znaéi mozny prechod
mezi konfiguracemi, tj. z (p, au) vede hrana do (q, u) pravé kdyz g € o(p, a).

0 0 1 0 1
(quOO]-Ol)) (quO]-O]-) > (q0>101) g (q0701) - (q071) - (que)
0 0
lo X N
1
(qlalol) \} (CI1>1) I (CI27€)
(g1,0101) (stuck) (g2,01) (stuck)
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Nedeterministické e-NFA, Operace zachovévajici regularitu

PodmnoZzinova konstrukce (s e—prechody)

Theorem 3.1 (Podmnozinova konstrukce (s e—prechody))

Jazyk L je rozpoznatelny e-NFA pravé kdyz je L regularni.

Algorithm: Podmnozinova konstrukce (s e—prechody)

Pro libovolny e-NFA N = (Qu,X,dn, qo, Fn) zkonstruujeme DFA D =
(Qp, X, dp, gp, Fp) prijimajici stejny jazyk jako N.

@ Nové stavy jsou euzaviené podmnoziny Qp.
Qp C P(Qn), VS C Qe : eclosure(S) € Qp. V Qp muze byt i ().

@ Pocatelni stav je euzavér qq.
gp = eclosure(qo).

@ Prtijimaci stavy jsou vSechny mnoZziny obsahujici néjaky prijimajici stav.
FD:{5|SE QD&SQFN#@}.

@ Prechodova funkce sjednoti predchody z jednotlivych stavi a uzavre
eclosure.

Pro S e QD, a € X definujeme 6p(S, a) = eclosure(| ¢ 6(p, a))-
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Ptiklad podmnozinové konstrukce pro {w.01|w € {0,1}}
Lo | 1
(N 0

0,1
0 1 —{qo} || {qo,a1} | {qo}
SORNOSS e
{CI07<71} {q07q1} {Clo,Q2}
*{qo, g2} {90, a1} | {qo0}
*{q1, g2} 0 {92}
#{qo, q1, 92} || {90, q1} | {qo, 92}
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Theorem 3.2 (Pfevod NFA na DFA)

Pro DFA D = (Qp, X, 0p, gp,, Fp) vytvofeny podmnoZinovou konstrukci z NFA
N = (QszaéNv do, FN) p/atl/L(N) = L(D)

Indukci dokazeme: 65(qo, w) = dp(qp,, W). O

Example 3.7 ('Tézky' p¥ipad pro podmnoZzinovou konstrukci)

Jazyk L(N) slov 0's a 1's takovych, Ze n—ty symbol od konce je 1. Intuitivné si
DFA musi pamatovat n poslednich prec¢tenych symbold.

0,1
1 0.1 0.1 0.1 0.1

@ Aplikace hledani v textu
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Regularni jazyky

o Iteracni (pumping) lemma pro regulérni jazyky,

@ Mihyll-Nerodova véta,

e uziti pro diilkaz ne—regularnosti jazyka
o priklad ne—regularniho jazyka, ktery lze pumpovat

dosazitelné stavy, algoritmus nalezeni,

ekvivalentni automaty, stavy,

rozliSitelné stavy, algoritmus nalezenti,

redukovany DFA, redukt, algoritmus nalezeni reduktu.
Nedeterministicky FA, podmnozinova konstrukce.

€ nedeterministicky FA, ¢ uzavér.
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Mnozinové operace nad jazyky

Definition 3.7 (MnoZinové operace nad jazyky)

Méjme dva jazyky L, M. Definujme nasledujici operace:
(1) binarni sjednoceni LUM = {w|lw e LV w € M}

o Ptiklad: jazyk obsahuje slova za&inajici a’ nebo tvaru b/ c’.
(2) pranik LN M ={w|w € L & w € M}

e Priklad: jazyk obsahuje slova sudé délky koncici na 'baa’.
(3) rozdil L — M ={w|w e L & w ¢ M}

o Priklad: jazyk obsahuje slova sudé délky nekoncici na 'baa’.
(4) doplnék (komplement) [ = —L ={w|w ¢ L} =%*—L

o Priklad: jazyk obsahuje slova nekoncici na 'a’.

Dikaz ze vztahi &,V, —.

Theorem (de Morganova pravidla)

=
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Uzavérové vlastnosti regularnich jazyki

Theorem 3.3 (Uzavfenost na mnozinové operace)

Méjme regularni jazyky L, M. Pak jsou nasledujici jazyky také regularni:
(1) sjednoceni LU M

(2) pranik L0 M

(3) rozdil L — M

(4) doplnék L =X* — L.

Proof: Uzavrenost RJ na doplnék

@ Pokud 4 neni pro nékteré dvojice g, a definovana, pfiddme novy
neprijimajici stav grj a do néj prechod pro vse dfive nedefinované plus
Va € X: §(qpi, a) = Grir-

@ Pak stadi prohodit koncové a nekoncové stavy prijimajiciho
deterministického FA F = Q4 — Fa. 0

(2

>k

Example 3.8

|
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Konstrukce soucinu automata

Proof: Prinik, sjednoceni, rozdil

@ Pro sjednoceni a rozdil doplnime funkci § na totalni.
@ Zkonstruujeme soucinovy automat,
Q= (@1 x @, %,5((p1, p2), x) = (d1(p1, ), 52(p2, X)), (q0,, 90, ) F)
e prinik: F=F xR,
@ sjednoceni: F = (F; x @)U (Q1 x F)
o rozdil: F=F x (Q— Fp). 0

Prlklad soucinu automatd (pranik jazyki). Slova obsahujici 0,1, oboje.

Input

w

4670 01 ’—* T

0 Start ' Accept
AN

— 1 B
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Priklady na uzavérové vlastnosti

Example 3.9

Konstruujeme koneény automat prijimajici slova, ktera obsahuji 3k + 2 symboll 1
a neobsahuji posloupnost 11.

@ Prima konstrukce je komplikovana.

o Ly ={wlw e {0,1}*&|w|; =3k +2}
o L, ={wlu,v e {0,1}*&w = ullv}

o L=1L;— L,

Example 3.10

Jazyk M slov s riznym poctem 0 a 1 neni regularni.
o Je—li M reguldrni, M = ¥* — M je také regularni.

e O M vime, Ze regularni neni (pumping lemma).
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Jesté jeden priklad

Jazyk Loz = {0'V ;i #j,i,j € No} neni regularni.
e Jazyk Loy = {0'V;i,j € Ng} je reguldrni, umime sestrojit koneény automat.
o Loi — Lon = {01 : j € No}
@ Z uzavérovych vlastnosti vime, Ze rozdil regularnich jazyki je regulérni.
o Jazyk Lo; regularnf je.
o Predpokladejme, Ze Lo, je reguldrni. Pak by i {0'1": i € No} musel byt
regularni, coz neni - SPOR.
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Retézcové operace nad jazyky

Definition 3.8 (Retézcové operace nad jazyky)

Nad jazyky L, M definujeme nasledujici operace:

zietézeni jazykl
mocniny jazyka

pozitivni iterace
obecna iterace

otoceni jazyka
(=zrcadlovy obraz,reverze)
levy kvocient L podle M
leva derivace L podle w
pravy kvocient L podle M
prava derivace L podle w

LM={uw|uel & veM}
Lx=L{x}ax.L={x}.LproxeX
L= {e

L+t =7

LF =102 =, U

L*= 10Ut U L2, =g L

tedy L* = L+ U {¢} B

LR = {uRlu e L}

(axa- .. xn)F = xox .. x0xq

M\ L={vjuve L & ue M}

OwlL = {w} \ L (pozn. derivace bude i v jiném vyznan
L/M={uluvel & veM}
ORL = L/{w}.
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Theorem 3.4 (Uzavfenost reg. jazykil na fetézcové operace)

Jsou—li L, M regularni jazyky, je regularni i L.M, L*, L+, LR, M\ L aL/M.

Jsou—li L, M regularni jazyky, je regularni i L.M.

Vezmeme DFA A; = (Q1,%,01, g1, F1), pak Ay = (@2, X, 02, g2, F) tak Ze
L=1L(A1) a M=L(A).
Definujeme nedeterministicky automat B = (Q U {qo}, X, d,{qo}, F2) kde:
Q= Q1UQ, predpokladame riiznd jména stavd, jinak pfejmenujeme
koncime az po precteni slova z L,

6(qo,€)  ={q1,q2} pro g1 € Fy tj. e € L(Ay)
o(qo,€) = {a} pro q1 ¢ F1 tj. e ¢ L(A)
5(qo,x) =10 pro x € ¥
3g,x) ={0(g,x)} pro g € Q1 & d1(q,x) ¢ 1 pocitdme v Ay
={01(g,x), g2} proge @ & d1(g,x) € F1  nedet. prechod z A;
={02(q, %)} pro g € @ poditame v A,.
) O
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Uzavrenost iterace

Je—li L regularni jazyk, je regularni i L* L T.

o Idea: opakovany vypolet automatu A= (Q, %, 4, qo, F)
@ realizace: nedeterministické rozhodnuti, zda pokracovat nebo restart

e specialni stav pro prijem € € L% (pro L vynechame & ¢ F).

Proof: Diikaz pro L*

Vezmeme DFA A= (Q, L, J, qo, F), tak ze L = L(A).

Definujeme NFA automat B = (QU {gs}, X, ds,{qs}, F U {qgg}) kde:
ds(gs,€) = {qo} novy stav gp pro pfijem e, prejdeme do qo
ds(qs,x) =0 pro x € X

8(q,x) ={6
{6

q,x)} pokud g € Q & (g, x) ¢ F uvnitt A
q,x),qgot pokud g € Q & (g, x) € F mozny restart
(g8 € Fg), L(B) = L(A)" (g5 ¢ F5). U

%~~~
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Uzavrenost reverze

Je—li L regularni jazyk, je regularni i LK.

e Zrejmé (LR)R = L a tedy sta&i ukazat jeden smér.
@ idea: obratime Sipky ve stavovém diagramu; nederministicky FA

Vezmeme DFA A= (Q, %, 0, qo, F), tak ze L = L(A).
Definujeme nedeterministicky automat B = (Q U {gs}, X, d5, {q8},{q0})
kde:

° d5(q,x) ={plé(p,x) =q} proge Q

("] 5B(q376) = F, 5B(qB,X) = (Z)

@ Pro libovolné slovo w = x1x> . .. x,

® qo,q1,q2,---,qn j& prijimajici vypocet pro w v A
-
® g8, Gn, Gn_1,---,,q2, q1, Go je prijimajici vypolet pro wR v B. m
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Uzavrenost kvocientu

Lemma (M\ L a L/M)

Jsou—Ii L, M reguldrni jazyky, je reguldrni i M\ L a L/M.

o ldea: A;, budeme startovat ve stavech, do kterych se |ze dostat slovem z M

eveM\L
< (ueM)uwel
< (BueM,3q€ Q) i(qo,u) =q & d(q,v) € F
< dg€ Sy & d(q,v) € F
< velLB)
Vezmeme DFA A= (Q, X%, J, qo, F), tak ze L = L(A).
Definujeme nedeterministicky NFA B = (Q, X, 6, So, F) kde:
o definujeme Sp = {qlg € Q & (u € M) g = (qo, u)}
o lze nalézt algoritmicky
({a: L(Ag) N M # 0 kde Ag = (Q, X, 0,90, {q})})
L/M = (MR\ LR)R O
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Shrnuti na

Prehled kapitol

@ Uvod, lteraéni lemma pro reg. jazyky

9 Redukovany DFA a ekvivalence automat, stavi

© Nedeterministické e~NFA, Operace zachovavajici regularitu
e Regularni vyrazy, Kleeneova véta, Substituce, Homomorfizmus
© Dvousmémé FA, Mealy a Moore stroje

@ Gramatiky, Chomského hierarchie, viceznaénost

e Chomského NF, Pumping Lemma pro CFL

@ CYK - nélezeni do CFL

© Zisobnikové automaty, Deterministické PDA

@ Uzavérové vlastnosti, Dykovy jazyky

@ Turingilv stroj, rozsiteni

@ Linedrn& omezené automaty, Univerzalni TM, Diagonalni jazyk

@ Nerozhodnutelné problémy, Postiiv korespondencni p.
@ Casovi slozitost
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