DVOJI POJETI PERMUTACI

FiLip BERAN

V prispévku predstavime rozdil mezi stfedoskolskym a vysokoskolskym poje-
tim permutaci. Permutacemi se ve stfedoskolské matematice obvykle rozuméji
usporadané n-tice z danych prvkl; mizeme je vSak také chapat jako zobra-
zeni na mnoziné téchto prvku, a tak je vzajemné skladat nebo urcovat jejich
samodruzné neboli pevné body. Na praktickych tlohach — tzv. problému Sat-
narky a popisu symetrii — ukazeme, Ze i toto pokrocilejsi pojeti miize uz na
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matice.

1 Co je to permutace?

Ve stiedoskolskych ucebnicich obvykle narazime definici permutace coby uspo-
radané n-tice prvku: ,Permutace z n prvkil je usporadand n-tice se-
stavend z téchto prvkia tak, ze kazdy se v ni vyskytuje pravé jednou.”
(napt. [5, str. 17]). Tato definice pfitom navazuje na predchozi vyklad variaci:
,Permutace z n prvku je kazda n-Clenna variace z téchto prvku.“ Napriklad
v8emi permutacemi ze t¥{ prvki a, b, ¢ jsou usporddané trojice (a, b, ¢), (a, ¢, b),
(b,a,0), (b,¢,a), (c,a,b), (¢,b, ).

Oproti tomu ve vysokoskolskych ucebnicich, typicky algebry nebo diskrétni
matematiky, se spiSe setkame s pojetim permutace coby zobrazeni: ,,Permutaci
na mnoziné X rozumime bijekci (vzajemné jednoznacné zobrazeni) X — X.“
(Napt. [10, str. 95], [7, str. 72] ¢i [3, str. 341].)*

Na prvni pohled neni tézké mezi sebou tyto dvé definice propojit. Po-
kud zvolime za X kone¢nou mnozinu o n prvcich, jeji prvky oznac¢ime napi.
a1, az az a, a prislusné bijektivni zobrazeni f, pak usporadanou n-tici
z prvni definice dostaneme coby usporadanou n-tici obrazt téchto prvki,
tj. (f(a1), f(a2),..., f(a,)). Kazdému zobrazeni f pfitom odpovidd pravé jedna
usporadand n-tice, a naopak, pro kazdou uspofaddanou n-tici nalezneme praveé
jedno takové zobrazeni.

Ve stfedoskolskych tlohach vsak obvykle nevypisujeme vSechny mozné per-
mutace néjaké n-prvkové mnoziny, nybrz predevsim urcujeme jejich pocet. Ten
je n!; to bychom si ale jesté moc nezapocitali, takze ¢asto pridavame omezu-
jici podminky, kterymi nékteré n-tice vyloucime. Typickd je napf. tato tloha
[5, str. 20]:

1 Historickou zajimavosti mize byt, Ze zatimco Otakar Bortivka v Uvodu do teorie grup
definuje permutace jiz timto ,vysokoskolskym® zpusobem [4, str. 15-23], Vaclav Vodicka
v prakticky zaméfené ,prirucce pro inzenyry a fysiky“ Determinanty a matice v theorii
a prazi zavadi permutaci jako uspofadanou radu éisel, potazmo prvku [12, str. 6-8].



Nastup. Uréete, kolika zptisoby mtze n tdbornik pfi nastupu na ranni
rozcvicku nastoupit

(a) do fady;

(b) do fady v niZ je tdbornik A na kraji;

(¢) do fady, v niz tdbornici A, B nestoji vedle sebe;
)

(d) do kruhu, v némz zaleZi jen na vzéjemném rozmisténi, nikoli na umisténi
vzhledem k okolnim predméttim.

Vysledky jsou po fadé n!, 2(n—1)!, (n —1)!(n —2) a (n — 1)!. K poslednimu
bodu poznamenejme, ze vysledek muze byt také polovicni, tj. ("%1)!, pokud za
stejnd budeme povazovat nejen umisténi lisici se pouze otocenim kruhu, nybrz
pocet feSeni az na néjaké predem dané symetrie, vedou pozdéji az k pouziti
tzv. Burnsideovy véty, kterd byva soucasti vysokoskolskych kurzt algebry — viz
napf. [10, str. 102-107] ¢&i [3, str. 382-385].

Zda se, ze pro podobné tlohy plné dostacuje prvni uvedené pojeti permu-
tace coby uspotfadané n-tice; mohli bychom se sice nap¥. ptat, kolika zptisoby
miZzeme premistit n tabornikt, ale to by na feSeni nic moc nezménilo, pouze
bychom mohli odecist vychozi postaveni coby tzv. identickou permutaci. V na-
sledujicich odstavcich vSak rozebereme stfedoskolsky resitelné tlohy, kde se na-
opak pojeti permutaci coby zobrazeni ukazuje jako elegantni nastroj pro jejich
uchopeni. Predstavime pfi tom dva dutlezité koncepty: pevné body a skldddni
permutact.

2 Pevné body: Problém Satnarky

Problém Satnaiky (hat-check problem, derangement problem) je snadno pied-
stavitelna tloha, ktera pfirozené vede k pojeti permutace coby zobrazeni, pfi-
¢emz vykazuje dalsi nedekané matematické souvislosti. Uvedme jej ve znéni
z [7, str. 105]:

Problém satnarky. Ctihodni panové v pocétu n prijdou na shromézdéni,
vsichni v kloboucich, a odlozi si své klobouky do Satny. Pfi odchodu Satnarka,
mozna ten den velmi roztrzitd, mozna dokonce z mizerného osvétleni oslepla,
vyda kazdému z pant ndhodné jeden z kloboukt. Jaka je pravdépodobnost, ze
zaédny pan nedostane od Satnaiky zpét svij klobouk?

Pro Gcely vyuky jsem toto zadani mirné upravil a doplnil o navodné a souvi-
sejici otazky. (Reformulace ilohy mé napadla na vdnoénim veéirku gymnézia,
kde skute¢né takto popsana tombola probéhla. Uéastniktt bylo kolem 70 a ne-
vim o nikom, kdo by si vlastni véc odnesl.) Ulohu tak sou¢asné popiseme po-
feSeni, ovSem s nutnosti vyuziti tzv. principu inkluze a exkluze mohou ¢tenéri
najit v [7, str. 105-106], popf. véetné souvisejicich tloh v pékné a on-line do-
stupné diplomové praci [16].



Tombola. Kazdy pfispéje do tomboly néjakou véci a kazdy si zakoupi vy-
herni listek. Jaka je pravdépodobnost, ze:

(a) vy si odnesete véc, kterou jste pfispéli?
(b) kazdy si odnese vlastni véc?
(c¢) nikdo si neodnese vlastni véc?

Odpovédi pro 3, 4, 5 a obecné n u¢astnik nejprve odhadnéte a nasledné presné
vypoditejte! Vysledky shriite do prehledné tabulky.

Na prvni dvé otazky neni tézké odpovédét rovnou pro obecné n. Vlastni véc
si odnesu s pravdépodobnosti %L, nebot jsem pravé jednim z n Géastnikl a je
mi dale lhostejné, komu pfipadnou ostatni véci.2 Déle, oéislujeme-li tcastniky
pofadé 1, 2, ..., n a stejné tak i jimi pfinesené véci, losovani tomboly si mi-
zeme predstavit pravé jako permutaci téchto ¢isel. Kazdy si tedy odnese svoji
véc jediné v tom pfipadé, kdy poradi zlistane nezménéno, tedy s pravdépodob-
nosti %; k témuz vysledku mtizeme dospét postupnym soucinem pravdépodob-
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nosti -, —, —=5 atd., jak se véci postupné rozdéluji.

Co ale posledni otdzka? Nakonec, pravé pfi tombole, na rozdil od Satnar-
¢ina zmateni kloboukd, je takovy vysledek vitany — nepfispivame do tomboly
darkem proto, abychom si ho pak odnesli zpét domii, ale téSime se na néjaké
prekvapeni.

Prvni nadpad muZe byt, ze feSenim bude doplnék vysledku (b) do 1, tedy
pravdépodobnost 1 — %; vzdyt vyrazy kaZdy a nikdo chipeme v bézné feci jako
slova opa¢ného vyznamu, tak jednoduse dopocitame pravdépodobnost opac-
ného jevu. Nemusime ale ani zabihat do vyrokové logiky, abychom studenty
presvédéili o tom, Ze takhle snadné to nebude. Mezi vysledky (b) a (c) se roz-
prostira jesté Siroka ,Seda zéna“: mize se stat, ze nékdo si vlastni véc odnese
a nékdo jiny zase ne.> (Za tivahu stoji, Ze jediné, co se jisté stat nemtize, je
situace, kdy by si vlastni véc neodnesl pravé jeden tcastnik.)

K otézce tak musime pfistoupit trochu dimyslnéji. Nezbyva nam nez roz-
délit vsechny uvazované permutace do dvou skupin: v jedné budou ty, kde si
nikdo vlastni véc neodnese, a v druhé ty, kde se alespon jeden takovy pripad
vyskytne; matematicky zapsano takové permutace f, ze Vi f(i) # i, od per-
mutaci, kdy 3i f(:) = i. Takovému 4, pro néz f(i) = i, se ¥ikd samodruzny ¢i
pevny bod permutace f: rozlisime tedy permutace bez pevného bodu od permu-
taci s alespori jednim pevngm bodem. Po vzoru [7, str. 105] ozna¢me 3(n) pocet
permutaci bez pevného bodu na n-prvkové mnoziné. Nami hledana pravdépo-

by k bodu (c), ovSem pro n — 1 uéastniki.

3 1 na zékladé této ukazky jiného pojeti ,opaku® v bézné fedi a v jazyce matematiky
stoji za zvazeni, zda by spiSe nez o opacném jevu nebylo vhodnéjsi mluvit o doplrikovém
jevu; takové oznaceni by odpovidalo i mnozinové terminologii, kde mluvime pravé o doplrnku
dané mnoziny. Chapéani rozdilu mezi doplikem a opakem se ostatné uplatni i v bézném
mysleni, kde nejsou na vybér jen dvé moznosti, ale spise celé jejich (spojité) spektrum: tak si
muzeme predstavit, Ze napt. opakem bilé barvy je ¢erna, nicméné jejim dopliikem je ,nebila“,
zahrnujici i vSechny ostatni barvy, které ,nejsou bilé“, napf. zlutou, modrou, oranzovou ...



dobnost p(n) pak je podil tohoto &isla k po¢tu vSech moznych permutaci, tedy

p(n) = .

P1i vyuce ovSsem miZzeme vSechny tyto pomocné pojmy predstavit az poz-
dé&ji a nejprve nechat studenty, at sami zkusi tlohu vyfesit pro konkrétni nizké
pocty ucastnika — tak Casto nejlépe pronikneme do podstaty néjakého pro-
blému, kdyz jej nejprve vyfeSime pro mald predstavitelnd mnozstvi. Pro dvé
véci v tombole je situace az trividlni: bud si kazdy odneseme vlastni dérek,
nebo si je prohodime; takze p(2) = 3.

U tfech ucastnikd uz je tfeba zamyslet se vice. Permutaci s pevnym bo-
dem zfejmé bude pripad, kdy si kazdy odnese vlastni darek, a také celkem t¥i
ptipady, kdy jeden si sviij darek nechd a dva si je prohodi, dohromady tedy
celkem CtyTfi permutace s pevnym bodem. Oproti tomu bez pevného bodu jsou
celkem dva pfipady, a to kdyz si darky vyménime ,cyklicky“ v jednom ¢i dru-
hém sméru. Vysledkem je tedy p(3) = 2 = i. Doporucuji v tomto piipadé
nechat studenttim cas v klidu odvodit a rozmyslet si, jak vyménovani probiha
a ze jsme takto popsali skutecné vSech 3! = 6 pfipada.

Nez se pustime do rozboru piipadu n = 4, kratce predstavme rizné zapisy
permutaci chipanych coby zobrazeni. Obvykly a asi nejpfimocaiejsi zptisob
je zapsat permutaci f vodorovnou tabulkou dvojic hodnot vzor — obraz; tedy
napf. pokud prvni dva tcastnici si darky prohodi a tfeti si sviij darek odnese,

zapiSeme tuto permutaci
1 2 3
f= (2 1 3) '

Permutaci ve smyslu uspofadané n-tice by pak byl druhy radek této tabulky.

Brzy si ale vSimneme, Ze tento zapis je ponékud zdlouhavy, protoze prvni
tadek je vzdy stejny. Mizeme tak zkusit v zapisu vice vystihnout samo ,,pro-
hazovani“, které permutace realizuje, a to zdpisem pomoci tzv. cykli. To zna-
mena, ze vzor a obraz postupné zapisujeme za sebou, kde obraz jednoho prvku

1234 .
2413> tak zapi-

Seme cyklem (1243). Vyhodou tohoto zapisu je stru¢nost a ndzornost. Nevyho-
dou se muze zdat jeho nejednoznacnost: zapis cyklu lze zacit od kteréhokoliv
jeho prvku, takze n-prvkovy cyklus mutzeme zapsat celkem n zptsoby; napft.
(1243) = (2431) = (4312) = (3124). Tuto nejednoznacnost lze ale odstranit
pozadavkem, aby zapis kazdého cyklu zacinal jeho nejmensim prvkem a jednot-
livé cykly byly usporadany vzestupné podle pocatecnich prvki; této konvence
se budeme drzet v dalsim textu.

je soucasné vzorem dalsiho; napft. ¢tyfprvkovou permutaci (

Permutace také mize byt tvofena z vice na sobé nezavislych cyklt, napf.
kdyz si darky prohodi prvni a druhy tcastnik a také tfeti a ¢tvrty tcastnik, tj.
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taci zapiSeme jako (1 2)(3 4). Zvlastnim pfipadem jsou pravé pevné body, tedy
vlastné jednoprvkové cykly; ty opét miizeme zapsat samostatné do zavorky, ale

( 123 4) ; pak kazdy z téchto cyklt uzavieme do samostatné zavorky a permu-

i vynechat, vime-li, o kolikaprvkovou permutaci se jedné; tedy napft. (; i 2 ;1)



zapiSeme jako (124)(3), popf. jen (124). Pravé pomoci cyklického zdpisu na
prvni pohled pozname permutace bez pevnych bodi.*

Zajimavé je, ze néktefi studenti si na obdobu cyklického zapisu pfisli sami:
kdyz chtéli vyjadrit, ze prvni dva tcastnici si darky prohodi a tfeti si odnese
svij, zapisovali to pomoci Sipek napft. jako 1 « 2 3. Obdobné piipad bez
pevného bodu zapisovali napt. 1 — 2 — 3, popf. pomoci raznych dalsich
schémat. Zde se dale budeme drzet klasického cyklického zapisu; povazuji ale
za vhodné ponechavat studentim jejich zapis s Sipkami i jiné invence, zvlasté
pokud jim umoznuji 1épe pochopit situaci.

Prozkoumejme nyni pfipad n = 4. Predchozi vysledky mohou vést k do-
mnénce, ze p(n) = %; tu ovSem zanedlouho vyvratime. Roztfidme tedy nyni
vSech 4! ¢tyfprvkovych permutaci; zde uz je tfeba postupovat systematicky. Za-
¢néme permutacemi s jedingm cyklem; to je zfejmé celkem 6 permutaci: (1234),
(1432), (1324), (1423), (1243) a (1342). Jsou to vSechny bez pevného bodu?
Nikoliv! Jesté se muze stat, ze si darky nevymeéni vSichni ¢tyrfi tcastnici takto
,dokolecka“, nybrz vzdy dvé dvojice navzajem. Takové dvé dvojice muzeme
utvorit celkem tfemi zpiisoby, tedy ziskdavame déle tyto permutace: (12)(34),
(13)(24) a (14)(23). Dohromady jsme tak nasli 9 ¢tyFprvkovych permutaci bez
pevného bodu.

Pro kontrolu si jesté predstavme zbyvajicich 15 permutaci, které alespon
jeden pevny bod maji: je to jisté 1 identickd permutace, tedy pfipad, kdy si
kazdy odnese svij darek; dale (‘i) -2 = 8 permutaci s pravé jednim pevnym
bodem, tj. téch, co maji jeden tiiprvkovy cyklus; a konecné (;1) = 6 téch, které
maji pravé dva pevné body. Mizeme tak potvrdit, ze pravdépodobnost, Ze si
nikdo neodnese vlastni dérek, je p(4) = 25 = 3 = 37,5 %. Pii feSen{ jsme
ovSem ziskali i dalsi informace, a to o celkovém rozlozeni pravdépodobnosti:
to, ze si sviij darek odnese pravé jeden ucastnik, se stane s pravdépodobnosti
2 =% =333 %, a pro pravé dva tcastniky to je oy = 3 = 25 %; lze tedy ¥ici,
7e vSechny tyto tii varianty jsou pomérné podobné pravdépodobné. Naopak
pravdépodobnost, Ze si kazdy odnese sviij darek, je jen =, a to, Ze by si ho
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odnesli praveé t¥i Gcastnici, je logicky nemozné.

Nékteii studenti vytesi i tento piipad bez nutnosti ndpovédy. Jak ale vidime,
pocet permutaci rychle roste a uz pro n = 5 zfejmé nebude praktické vypisovat
vsech 120 permutaci. Muzeme tedy v tom, kolik je m-prvkovych permutaci
bez pevného bodu, najit néjaky obecny systém? Intuice nam napovida, ze by
néjak mohly souviset n-prvkové a (n+ 1)-prvkové permutace. Zkusme tedy pro
¢islo §(n) odvodit rekurentni vzorec, ktery je umozni spoéitat z predchozich
vysledki.

Odvozeni rekurentniho vzorce. Zamysleme se tedy vice nad tim, jak
mohou vzniknout (n+ 1)-prvkové permutace bez pevného bodu z permutaci na
méné prvcich a ilustrujme to na n = 3. Predstavme si, ze ke skupince n tcast-

4 Blize k zapisu permutaci viz napft. [1, str. 51 a 56], popt. [7, str. 73] & [3, str. 342];
p&kné vysvétleni i s piiklady je téz na anglické Wikipedii [15].



niku prijde novy ucastnik, ktery se chce zapojit do vymény darku. Pokud je
tato n-prvkova permutace bez pevného bodu, mize se nové prichozi zapojit na
kterékoliv misto kteréhokoliv cyklu — takovych moznosti ma tedy pro kazdou
permutaci celkem n. Takto tedy napf. ze t¥iprvkové permutace (132) vzniknou
pfichodem c¢tvrtého ucastnika tii rtizné ctyfprvkové permutace bez pevného
bodu: (4132), (1432) a (1342); nenechme se zmést, (1324) by uz byla stejna
permutace jako (4132). Dostéavame tak n - §(n) téchto (n + 1)-prvkovych per-
mutaci bez pevného bodu.

Mtze ovSem takovd permutace vzniknout i z n-prvkové permutace, ktera
pevny bod ma? Ano, ale pouze tehdy, mé-li jen jeden pevny bod, na ktery se
yhavaze“ nové prichozi ucastnik; kdyby jich méla dva nebo vice, i po prichodu
nového ucastnika by néjaky pevny bod zbjyval. Takto tedy napf. z permu-
tace (13)(2) s jednim pevnym bodem vytvoii nové pfichozi, ¢tvrty ucastnik
permutaci (13)(24); pokud chceme ziskat permutaci bez pevného bodu, nemé
jinou volbu, nez si vyménit darek s dosud osamocenou 2. Kolik je ovSem ta-
kovych n-prvkovych permutaci s pravé jednim pevnym bodem, z nichz muze
nové prichozi timto jedinym zpisobem vytvorit permutace bez pevného bodu?
Odpovéd je snazsi, nez si myslime: Pro kazdy vybér jednoho z téch n prvk,
ktery bude tim jedinym pevnym, ,o0samocenym®, jich je pravé tolik, kolik je
(n—1)-prvkovych permutaci bez pevného bodu, tedy n-3(n—1) ; napf. (1)(23),
(2)(13), (3)(12), kde 3(2) = 1.

Vzato dohromady, takto ziskdvame rekurentni predpis
Sn+1l)=n-3n)+n-3(n—-1)=n-[3(n)+ 3(n—-1)],

pfiéemz 3(1) = 0 a 3(2) = 1. Aby naSe pfedchozi ivahy byly zcela korektni,
jeSté je tfeba oveérit, ze uvedenym zpusobem ziskavame permutace skuteéné
navzajem rtzné a jinak je ziskat nemutzeme; to je vSak vcelku zfejmé. Snadno
nyni ovéfime nase predchozi vysledky, ze 3(3) = 2 a §(4) = 9. Hlavné vSak
nyni mtizeme dopocitat, aniz bychom vSechny permutace vypisovali, ze §(5) =
=4-9+4-2=4-11 = 44. (Doporucuji ovSem zkusit si je vypsat vetné toho,
jak vznikly z predchozich ¢tyiprvkovych permutaci s zddnym, resp. s jednim

pevnym bodem.) Je tedy p(5) = SS) = =1 =366 %.

Na prvni pohled nas upoutd, Zze pravdépodobnost p(5) je pomérné dost blizka
pravdépodobnosti p(4). Se studenty dédle mizeme spocitat nékolik dalsich hod-
not, tFfeba pomoci tabulky v Excelu, ve kterém se snadno pracuje s rekurentné
danymi posloupnostmi. Zjistime, Ze uz se pravdépodobnost se zvySujicim n
téméF neméni a blizi se (zaokrouhlené) k hodnoté 36,788 %, jak ukazuje tab. 1.

Se zvySujicim se poctem ucastniki tomboly tedy nami sledovany jev, ze si
nikdo neodnese vlastni véc, neni ani skoro jisty, ani skoro nemozny, nybrz blizi
se ke konstanté ,nékde mezi“; to se zda byt ponékud prekvapivé. Ptiblizné
neformalni vysvétleni muze byt toto: Na jedné strané ¢im vice Gcastniki, tim
snadnéji se véci promichaji; na druhé strané se ovSem zvysSuje i pocet lidi, kteri
si vlastni véc mohou odnést, a ndm pritom staci jeden z mnoha.



1 0 1 0,0000 %
2 1 2 50,0000 %
3 2 6 33,3333 %
4 9 24 37,5000 %
5 44 120 | 36,6667 %
6 265 720 36,8056 %
7 1854 5040 36,7857 %
8 14833 40320 36,7882 %
9 133 496 362 880 36,7879 %
10 1334961 3628800 36,7879 %

Tab. 1: Prvnich 10 hodnot funkei §(n) a p(n)

Vypocéet limity p(n). Dosud jsme si viceméné vystacili s béZnou stfedogkol-
skou matematikou a nékolika ndzornymi tvahami. Abychom nyni ukéazali, Ze
se p(n) skuteéné limitné blizi k néjaké konstanté a uréili jeji pfesnou hodnotu,
budeme potfebovat pokrocilejsi techniky a vice pocitani. I tak to ale mize byt
zajimavy namét napi. do seminafe, popf. moznost pro ucitele, jak i v bézné
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V prvé fadé€ by se ndm hodilo odvodit z rekurentniho predpisu pfimy vzorec
pro 3(n). Jak na to? Ucebnice [7, str. 109] napovid4, at zavedeme a prozkou-
méme pomocnou posloupnost a, = 3(n) —n - §(n — 1). Je-li totiz, jak uz jsme
odvodili,

$(n)=Mm-1)-s(n—1)+35n—-2)]=n-3(n—1)—3(n—-1)+(n—1)-3(n—2),

pak
an=38Mn)—n-§(n—-1)=-3n-1)4+n-1)-8(n—-2) =

S
=—[5(n=1)—(n—=1)-38(n—2)] = —an_1.
Pfitom ag =1 —2-0 =1, tedy a,, = (—1)". Ziskédvame tak dileZitou rovnost

3(n)—n-3n-1)=(-1)".

Tu nyni napiSeme pro vSechna i sestupné od n az po 2, pficemz ji vzdy jesté
vydélime i!. Dostaneme celkem n — 2 rovnic:

i(n) mn-3n-1) (="

n! n! n!
n—1) (-1)-3n-1) (= '
(n—1)! (n—1)! (n—1)!




Kdyz nyni zacneme scitat vSechny ¢leny na levé strané rovnosti, vSimneme
si, ze druhy ¢len jedné rovnice se vzdy zrusi s prvnim ¢lenem nasledujici jako pri
s¢itani tzv. teleskopickych tad; ze souctu levych stran nam tak zistane pouze
prvni ¢len prvni rovnice a druhy ¢len rovnice posledni. Ziskdvame rovnost

_171—1 _12
! 2l ((n)1)!+"'+(2!)'

Protoze 3(1) = 0, mZeme vysledek upravit do tvaru

o (0 (-1 <—1>2> |

3(n) =

P e Y

Prerovname-li ¢leny na pravé strané a doplnime-li ,pro formu“ jesté prvni
dva ¢leny, dostavame hledany vzorec jako elegantni soucin faktorialu a n + 1
s¢itanct:

/7 7 . .7 . v n
Ze znémého Taylorova rozvoje exponencidly e* v mocninnou fadu > -, o

pak dostavame presnou konstantu, k niz nase pravdépodobnost konverguje:

. R N G ) P B
Jim_p(n) Eﬁo; % Taomng T %

Pritom je tato konvergence pomérné rychla, jak jsme uz vidéli vyse rekurent-
nim vypoctem hodnot po n = 10. Potvrdili jsme tedy pomérné pozoruhodny
vysledek: at uz se na tombole sejde 10, 70 nebo tieba 200 lidi, pravdépodob-
nost, Ze si nikdo neodnese véc, kterou do tomboly vénoval, je ve vSech pripadech
témé¥ stejnd: priblizné 37 %. Kdo by byl navic na zac¢atku fekl, Ze tu na nés
zni¢ehonic vyskoci Eulerovo ¢islo ...

Myslim, zZe tato tloha je krasnou ukazkou propojeni nékolika oblasti mate-
matiky, z nichz vétsina je pfitom srozumitelné uz na st¥edoskolské trovni. Spise
nez rovnou pii vykladu permutaci ji vsak doporucuji zaradit pozdéji, napt. jako
opakovani poté, co uz byly vylozeny zakladni principy pocitani pravdépodob-
nosti; zaroven se hodi, kdyz studenti znaji uz i posloupnosti, popi. Eulerovo
¢islo. Téz se mi osvédcilo neuvést tuto tlohu hned vyrazem permutace, nybrz
nechat studenty, zda si jeji zadani s timto konceptem sami spoji. I pro ucitele
je pak inspirativni sledovat, jak se studenti s timto vlastné velmi jednoduchym
a srozumitelnym problémem vyporadaji.



3 Skladani permutaci: Struktura symetrii

V predchozi ¢asti jsme predstavili, jak ndm pojeti permutaci coby zobrazeni
a hledani jejich pevnych bodid miZe pomoci uchopit jednoduse formulovanou
tlohu o pravdépodobnosti v tombole. V této ¢asti se zaméifime na dalsi aspekt
takto pojatych permutaci, a to jejich skladani, pomoci néhoz zase mtuzeme lépe
porozumét strukture symetrii raznych geometrickych i abstraktnich objektu.
Zacénéme ovSem zdanlivé nesouvisejici ilohou (pfevzatou od doc. Antonina Jan-
Catika z PedF UK):

Oslava. Doplite ¢isla 5, 6, 10 a 12 tak, aby pfibéh daval smysl:

(a) Terezka koupila ... bali¢k bonbont na oslavu,
(b) které se celkem ... zGcastnilo d&ti.

(¢) Kazdy bali¢ek obsahoval ... bonbont a

(d) kazdé dité tak dostalo ... bonboni.

Najit néjaké feseni neni tézké: napi. (a) 5 balicku, (b) 6 déti, (c) kazdy
bali¢ek po 12 bonbonech a (d) kazdy dostal 10 bonboni. Takovou tlohu hravé
vyfFesi uz déti na prvnim stupni zékladni koly. Spravnou v8ak je t¥eba i odpoved
(a) 6, (b) 12, (c) 10 a (d) 5. Nabizi se tak otdzka: Kolik riznych feSeni mizeme
najit? Oznacime-li jednotlivé hodnoty a, b, ¢, d, mame celkem 4! = 24 mozZnosti,
jak jim pfifadit zadand cisla.

Ziejmeé ale ne kazda permutace je FeSenim; nutnou a postacujici podminkou
je, aby a-c = b-d. Otéazka tedy nyni zni: Kolika zptisoby mizeme umistit ¢isla
do této rovnosti? Mame-li jedno feseni, snadno z néj vyrobime dalsi: mizeme
prohodit bud ¢&isla na mistech a a ¢, nebo na mistech b a d, nebo oboje provést
soucasné. Také vSak mutzeme prohodit ¢isla obou stran rovnosti, tedy napf. a
s b a soucasné c s d, a pak opakovat prohazovani ¢lend jako vyse. Celkem
tak mizeme prohodit ¢leny v souinu na levé strané, nezavisle na nich ¢leny
v soudinu na pravé strané a nezavisle na nich téz strany rovnosti: dostavame
tak celkem 2 -2 -2 = 8 moznosti.

Mizeme si ale néjak lépe predstavit strukturu téchto feSeni? Vezmeme-li
napft. FeSeni (5,6,12,10) a (6,12,10,5), dostaneme druhé z prvniho pomoci
cyklické permutace (a b ¢ d). Zaroveni tuto permutaci miizeme zopakovat, ¢imz
ziskdme dalsi feseni (12,10,5,6). To také mlizeme ziskat z ptivodniho FeSeni
rovnou, a to prohozenim a a ¢ a souasné b a d, tedy permutaci (a c)(b d).
7 jednoho puvodniho feseni tak dostaneme vsech sedm dalSich pomoci téchto
permutaci: (a b ¢ d), (a ¢)(b d), (a d cb), (a c), (bd), (ad)(bc)a(ab)cd).

Nyni ale pfijde geometrické prekvapeni: Tyto permutace zaroven popisuji
v8echny symetrie ¢tverce, ozna¢ime-li jeho vrcholy postupné a, b, ¢, d (obr. 1).
Permutace (a d)(b ¢) a (a b)(c d) odpovidaji osové soumérnosti podle vodorovné
a svislé osy; dvojcykly (a ¢) a (b d) popisuji zrcadleni podle thlopficek, danych
jejich pevnymi body; (a ¢)(b d) odpovid4 stfedové soumérnosti ¢ili otoceni
0 180°; a kone¢né, ¢tyfcykly (a b ¢ d) a (a d ¢ b) reprezentuji otoceni o 90 °
v kladném (,,proti sméru chodu hodinovych ruci¢ek®), resp. zaporném (,,po
sméru chodu hodinovych ruc¢ic¢ek*) smyslu.



10

~ I v
dl>. I e
N i v
\. : /

‘N I I/.
sl
S 7?\_ ........ L
s : S
P N
2 i .
als : ~ b
s : ~

Obr. 1: Ctverec a, b, ¢, d a jeho osy symetrie

Dostavame tak i prehledny model mnoziny feSeni nasi pavodni lohy. Jak fe-
Seni nasi tlohy, tak symetrie ¢tverce jsou pfitom popsatelné pomoci permutaci
chapanych jako zobrazeni. Navic vSak nejde o ,,pouhou® mnozinu, jejiz prvky
by mezi sebou nemély zadny dalsi vztah; jak uz jsme nacrtli vyse, permutace
muZzeme skladat, tedy prvky po jednom ,prohdzeni“ prohdzet znovu a sle-
dovat, jaky je vysledek vzhledem k vychozimu stavu. Slozenim dvou takovych
permutaci je tedy opét permutace.

Pri tom ovSem zalezi na potradi, v jakém permutace provedeme. Ilustrujme
to na prikladu skladani symetrii naseho ¢tverce. Ozna¢me f otoceni o 90°
v kladném smyslu popsané permutaci (a b ¢ d) a g zrcadleni podle svislé osy,
tj. permutaci (a b)(c d). Pokud nejprve ¢tverec otoc¢ime a nasledné zrcadlime,
vrcholy a, b, ¢, d prejdou v umisténi a, d, ¢, b; matematicky zapsano®

a b ¢ d
fog:(a d c b):(bd)'

Tato vyslednd permutace tedy odpovida zrcadleni podle thlopficky AC. Na-
opak, pokud étverec nejprve zrcadlime a pak otoc¢ime, je vysledkem g o f =
=(ab)(cd)o(abcd) = (ac), tedy zrcadleni podle Ghlopticky BD. Vidime
tedy, ze sklddani permutaci obecné neni komutativni.

Soucasné, ke kazdé permutaci najdeme permutaci opacnou neboli inverzni,
kterd nam vrcholy vrati na ptivodni misto: napf. k otoceni (a b ¢ d) je to oto-
¢eni v opatném sméru: (a d ¢ b). Vysledkem slozeni t&chto dvou permutaci pak
je permutace identickd, kterd nechava vSechny prvky na misté, ¢i slovy z pred-
chozi ¢asti, ma vSechny body pevné. Takto vybavend mnozina permutaci tedy
ma strukturu grupy; muzeme tak mluvit nejen o mnoziné permutaci, nybrz
o grupé permutaci. (Pfesné definice grupy mtize ¢tenaf nalézt napt. v [1, str. 52
a nésl.].)

5 Drzime se zde konvence skladani zobrazeni ,zleva doprava“: zapis f o g znamené nejprve
provést zobrazeni f a nésledné zobrazeni g. V pripadé obvyklejsiho skladani funkci bychom
to vyjadiili tak, ze (f o g)(z) = g(f(z)).
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Pouzit grupu permutaci je tak jedna z nazornych moznosti, jak efektivné
popsat symetrie néjakého objektu — a to nejen jejich pocet ¢i druh, ale navic
strukturu, tedy to, jak se spolu skladaji a tedy jako spolu souviseji. Takové
zkoumani struktury symetrii se muze hodit nejen pro hlubsi porozuméni, ale
pfiklad uvedeme pravidelny ctyfstén (dale jen Gtyfstén) a krychli. Pfi Gteni
doporucujeme zkouset si uvedené postupy na realném modelu nebo si alespon
kreslit obrazky. Pékné zpracovani tohoto tématu véetné doprovodnych cviceni
také ¢tendf nalezne napi. ve volné dostupnych skriptech Open University [9].

Obr. 2: Pravidelny ¢tyistén a, b, ¢, d

Symetrie ¢tyisténu. Symetrie ¢tyfsténu nejlépe vyjadiime pomoci permu-
taci jeho vrchold, které opét oznacime a, b, ¢, d (obr. 2). Zaméfme se nejprve na
primé shodnosti: kolem jakyjch os muzeme Ctyistén otacet? Kazdym ze ¢tyt vr-
cholt a stfedem protilehlé stény vede jedna osa otaceni, kolem niz mtzeme Ctyt-
stén otocit 0 120° v kladném i zdporném sméru. Témto symetriim odpovidaji
vSechny permutace s jednim trojcyklem. Co se ovSem stane, kdyz dvé takova
otoceni kolem riiznych os slozime dohromady? Napf. (a b ¢)o(abd) = (a d)(b c).

Tato permutace dvou dvojcykld pfitom odpovida otoceni ¢tyfsténu o 180 °
okolo osy prochéazejici stiedy protilehlych hran; obdobnym zptisobem miizeme
dostat dalsi dvé takova otoceni odpovidajici permutacim (a b)(c d) a (a ¢)(b d).
Zajimavé pritom je, ze slozenim dvou téchto permutaci (v libovolném poradi)
dostaneme tfeti, takze spolu s identickou permutaci tvofi podgrupu grupy sy-
metrii pravidelného ¢tyrsténu; to geometricky odpovida tomu, ze kdyz v pro-
storu slozime dvé otoceni o 180° okolo na sebe kolmych os, ziskdme otoceni
0 180 ° okolo osy k obéma ptivodnim osdm kolmé.

Celkem jsme tak nasli 11 rotaci pravidelného ¢tyfsténu, které spolu s iden-
tickou permutaci tvoii dvanactiprvkovou grupu. A jak je to s nepfimymi shod-
nostmi? Snadno odhalime Sest zrcadleni (rovinnych soumérnosti) podle roviny
prochazejici vzdy jednou hranou a stfedem hrany protilehlé; tém tak odpovida
Sest permutaci s jednim dvojcyklem: (a b), (¢ d), (a ¢), (bd), (a d) a (b ¢). Pokud
libovolné dvé z nich slozime, dostaneme jednu z jiz odhalenych pfimych shod-
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nosti — otoceni okolo jejich spole¢né priisec¢nice o dvojnasobek tihlu, ktery spolu
roviny zrcadleni sviraji, tedy o 120 ° nebo o 180°; napf. (a b) o (a ¢) = (a b ¢).

Co se ale stane, kdyz slozime jedno z téchto zrcadleni s néjakym otocenim?
Pokud osa otoceni lezi v roviné zrcadleni, dostaneme opét zrcadleni, ovSem
podle jiné roviny: napt. (a b) o (a b ¢) = (a ¢) nebo (a b) o (a b)(c d) =
= (¢ d). Pokud tomu ale tak neni, dostaneme ve vysledku nepifimou shodnost,
kterd prohazuje vSechny &tyfi vrcholy: napt. (a b) o (b ¢ d) = (a ¢ d b) nebo
(ab)o(ac)(bd) = (adbc); obdobné zfejmé dostaneme vsech Sest cétyfcykli.
Jejich geometricka intepretace se poné€kud vzpira nasi predstavivosti: je to sice
nepfimé shodnost, ale nikoliv pouhé zrcadleni podle néjaké roviny — jak se
muzete presvédcit na modelu, zadnou takovou rovinu nenajdete —, nybrz slozeni
zrcadleni podle roviny a otoceni, které se nékdy nazyva rotoreflexe [14].

Celkem jsme tak nasli 12 nepfimych shodnosti pravidelného Ctyt¥sténu: Sest
obvyklych zrcadleni a Sest podivuhodnych rotoreflexi. Samy o sobé vsak netvori
grupu, nebot sloZeny spolu ddvaji shodnost pfimou. KdyZ je vSak sesypeme do-
hromady i s vyse zkoumanymi pfimymi shodnostmi, dostaneme celkem 24 shod-
nosti — symetrii pravidelného ¢tyrsténu. Soucasné to je ale vSech 24 moznych
permutaci jeho vrcholti — naSe hledani tak je u konce, vice symetrii ¢tyfstén
mit nemuze, nebof kazd4 takovd shodnost musi prevadét vrcholy mezi sebou
a timto zobrazenim jiz je jednozna¢né urcena.

Tak jsme se alespon pokusili nacrtnout, Ze skladani permutaci muze byt
i Sikovnym nastrojem, jak objevovat a popisovat symetrie néjakého geometric-
kého objektu; navic zachycuje i jejich strukturu, tedy jak se skladaji. Z tohoto
hlediska také muzeme fTici, Zze pravidelny ctyrstén je symetrictéjsi nez ctverec:
zatimco ¢tverec umoziuje jen nékteré permutace svych vrcholi (celkem 8),
u Ctyfsténu jsou mozné vsechny.

Vyse uvedené priklady jsou zaroven zastupci vyznamnych t¥id permutacnich
grup, tzv. dihedralnich, alternujicich a symetrickych. (K permuta¢nim grupam
blize viz napf. ucebnice algebry [3] ¢ [10].) Za¢néme od konce: Symetrickd
grupa na n prvcich, znaci se S,,, oznacuje grupu vSech permutaci na n prvcich;
celkové tedy obsahuje n! permutaci. V nasem piipadé popisovala S, vSechny
symetrie pravidelného ¢tyfsténu. Alternujici grupa na n prvcich, A,, oznacuje
grupu tzv. sudych permutaci na n prvcich, kterych je %’ Nebudeme zde za-
bihat do podrobnosti, jen prozradime, Ze sudost ¢i lichost permutace mtzeme
urcit napf. podle sudosti a lichosti poctu cyklid sudé délky a skladani sudych
a lichych permutaci se chova obdobné jako néasobeni sudjch a lichych cisel.
V nasem pfipadé popisovala A4 vSechny pfimé symetrie (tj. rotace a identitu)
pravidelného C¢tyisténu. Konecéné, dihedrdlni grupa D, je grupa vSech symet-
rii pravidelného n-thelniku a obsahuje tedy vybrané permutace na n prvcich
odpovidajici jeho otofenim a osovym soumeérnostem; celkem jich je 2n. V na-
Sem pripadé popisovala D4 vSechny symetrie ¢tverce a také feseni ivodni tlohy
o bonbonech.

Symetrie krychle. Zavérem této Casti se jesté zminme o krychli. Prizkum
jejich symetrii uz mtze ¢tenaf podle predchoziho ndvodu provést sdm (¢i se
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svymi studenty). Dotknéme se nejprve jen téch pfimych, tedy rotaci. Kolik
jich bude? Zifejmé mame 3 - 3 = 9 rotaci okolo kazdé ze t¥i os prochazejici
stfedy protilehlych stén o 90°, 180° a 270 °; dale 6 rotaci o 180 ° okolo kazdé
z os prochézejici stfedy protilehlych hran; a konecné 4 - 2 = 8 rotaci o 120°
v kladném ¢i zdporném smeéru okolo kazdé z télesovych tthlopricek; jednotlivé
osy znazornuje obr. 3. Kdyz k tomu pridame identitu, dostavame tak celkem
24 ptimych shodnosti. (Pov§imnéme si, ze je jich stejné jako vSech shodnosti
u pravidelného ¢tyfsténu ... )

Obr. 3: Osy ptimych symetrii krychle®

Jejich skladani opét muzeme prozkoumat pomoci permutaci. OvSem, co bu-
deme permutovat? Jako prvni se nabizeji, obdobné k predchozim ptikladtm,
permutace vrcholi: tedy néjaka podgrupa symetrické grupy Sg. Jenze, to je jako
jit s kanénem na vrabce: Sg obsahuje celkem 8! = 40320 permutaci, kdezto nam
jich stac¢i pouze 24. Nenajdeme néco vhodnéjsiho? Ano — milZeme permutovat
stény! Zde uz pujde o podgrupu grupy Sg, ovSem stale mnoho permutaci ne-
vyuzijeme ... Nebudeme ¢tenare dale napinat: Nejvhodnéjsi popis se nabizi
pfes permutace ¢tyf télesovych thlopficek — vyjde piesné na onéch 4! = 24
permutaci, které jednoznacné odpovidaji vyse popsanym rotacim.

Nechavame uz na Ctenéfi, aby si je zkusil rozt¥idit. A souvislost se symetri-
emi pravidelného Ctyfsténu? Zkuste jej vytvorit z vybranych vrchola krychle.
Jesté dodejme, ze i nepfimych shodnosti krychle lze nalézt pravé 24, pricemz
opét jednoznacné odpovidaji permutacim télesovych thlopticek; z kazdé primé
shodnosti je dostaneme jejim sloZzenim se stfedovou soumérnosti (inverzi) podle
stfedu krychle, kteréd, na rozdil od dvourozmérného piipadu, je v trojrozmér-
ném prostoru shodnosti nepfimou (viz téz [14]).

6 Zdroj: Wikimedia Commons, https://commons.wikimedia.org/wiki/File:EB1911
_Crystallography_-_Fig._5.%E2%80%94Axes_of_Symmetry_of_a_Cube. jpg
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4 Shrnuti a zaveér

V pfispévku jsme nacrtli dva typy tloh, které se sice vyskytuji az ve vyso-
koskolské matematice, ale mizeme je zafadit do vyuky uz na stfedni skole.
Spoleénym jmenovatelem hleddni pevniych bodu i zkoumdnt struktury symetrii
je pritom pojeti permutace jako bijektivniho zobrazeni na konecné mnoZiné, ni-
koliv pouze jako usporadani jejich prvki, jak jsou dosud permutace pojimany
ve stiedoskolskych ucebnicich kombinatoriky.

Soucasné, pojeti permutaci coby zobrazeni nejen ukazuje zajimavé souvis-
losti a pfedstavuje uziteéné nastroje pro uchopeni nékterych otazek, ale otevira
i cestu k dalsi, pokrocilejsi matematice. S permutacemi se setka snad kazdy stu-
dent linearni algebry pfi obecné definici determinantu matice.” Studium grup
permutaci se pak zrodilo pfi reSeni zdanlivé nesouvisejici otazky feSitelnosti po-
lynomiélnich rovnic patého a vyssiho stupné, kterd zaméstnavala matematiky
po nékolik staleti a dnes ji shrnuje tzv. Galoisova teorie. (Tu p&kné predsta-
vuje napf. populariza¢ni prace [6].) Dalsi oblasti pak jsou nékteré hry a tlohy
tzv. rekreac¢ni matematiky: napt. feSeni tzv. Lloydovy Patndctky nebo i popis
zndméjsi Rubikovy kostky — viz [8], [13] a velmi podrobné [11].

Samoziejmé, témto pokrocilejsim oblastem matematiky se v navazujicim
studiu bude vénovat spiSe mensina stiedoskolskych studenti. Presto povazuji
za uzitecné, pokud se i s timto druhym pojetim permutaci na predstavenych
ulohach setkaji vSichni studenti. Pro¢? Zejména proto, ze propojenim mnoha
oblasti matematiky — kombinatoriky, pravdépodobnosti, posloupnosti a funkci,
stereometrie — mizeme prakticky ilustrovat, Ze matematika neni jen pouziva-
nim pfedem pfipravenych postupi na k tomu urcené ulohy, ale také uménim
hledat souvislosti a vytvaret nastroje, pomoci nichZz vnasime do zprvu nejas-
nych problémt prehlednost.
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