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ABSTRAKT

Bakalarska prace se zabyva matematickym pohledem na hudebni ladéni. Je urcena
prevazné pro ucitele a zaky stfednich skol, ale diky jejimu jazyku ji porozumi i laicka
verejnost. Prace si klade za cil nastinit ¢tenafi matematickou podstatu konstrukce
pythagorejského, prirozeného a rovnomérné temperovaného ladéni. Dale navrhuje
souvisejici priklady pouzitelné v ramci rozsiteni vyuky racionalnich ¢isel na stredni
skole.

Prvni dvé kapitoly popisuji teorii racionédlnich ¢isel a hudebni teorii, které jsou
nezbytné pro pochopeni prace. Nésledujici t¥i kapitoly se zabyvaji podrobné ma-
tematickou konstrukei jednotlivych ladéni vypsanych vyse. Podkapitoly mimo jiné
uvadéji meéreni intervalll v centech a tetézové zlomky jako aproximace iracionalnich
¢isel. Dalsi kapitola je rozsifujici a vénuje se riznym jinym temperovanym ladé-
nim. Posledni ¢ast obsahuje matematické vyjadreni alikvotni fady pomoci nékolika

prvnich prirozenych ¢isel, které vsak nejlépe aproximuji alikvotni tony.

KLICOVA SLOVA
racionalni ¢isla, hudebni intervaly, pythagorejské ladéni, prirozené ladéni, rovno-

mérné temperované ladéni



ABSTRACT

The bachelor thesis deals with a mathematical view of musical tuning. It is intended
mainly for secondary school teachers and students, however, its language is also
readable by the general public. The aim of this thesis is to outline to the reader the
mathematical principle of the construction of pythagorean tuning, just intonation
and equal temperament. The thesis also suggests related math problems useful for
extending highschool knowledge of rational numbers.

The first two chapters describe the theory of rational numbers and music theory,
which are crucial for understanding the thesis. The following three chapters deal in
detail with the mathematical construction of the individual tunings listed above.
Among other things, the subchapters present interval measurements in cents and
continued fractions as approximations of irrational numbers. The next chapter is
extensional and deals with various other tempered scales. The last chapter shows
the mathematical expression of the series of harmonics using the first few positive

integers, which best approximate harmonics.

KEYWORDS
rational numbers, musical intervals, pythagorean tuning, just intonation, equal tem-

perament
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Uvod

Matematika a hudba — dvé zdanlivé odlisna témata, ktera vsak maji nemélo spolec-
ného. V historii nebylo spojeni téchto dvou oborti — védy a uméni — nic zvlastniho.
Napriklad jesté ve stredovéku byla hudba jednim z prvkia vyssi ¢asti sedmi svo-
bodnych umeéni. Zkoumali se jeji matematické principy, cemuz se budu také v této
bakalarské praci vénovat. Chtél jsem se zabyvat propojenim téchto dvou témat
hlavné z davodu, ze kromé studia matematiky navstévuji i Prazskou konzervator
(obor dirigovéani), a tedy mam blizko jak k matematice, tak k hudbé. A¢ jsem 7Za-
kem hudebni skoly, k matematickému pohledu na hudebni ladéni jsem se nikdy
v prubéhu svého dosavadniho studia nedostal.

Bakalarska prace je koncipovana tak, aby byla pouzitelnd pti vyuce matema-
tiky na stredni skole, zvlasté jako rozsiteni zakladniho uciva v hodinéach, ve kterych
se probiraji raciondlni ¢isla (zlomky) a ¢isla iracionalni. Dalsi mozné uplatnéni je
i v rdmci matematickych seminait, hudebnich vychov, matematickych ¢i hudebnich
krouzkl nebo v ramci prislusnych hodin na hudebnich konzervatorich. Pro takovéto
pouziti obsahuje prace fesené priklady, které jsou budto autorské, nebo upravené
podle pouzitych zdroju s citaci ,upraveno dle“, popiipadé ze zdroju radné citova-
nych. Rad bych se také pokusil vytvorit konkrétni pracovni listy, které by se daly
pouzit v prislusnych vyucovacich hodinach.

V praci jsou déle obsazeny tabulky a obrazky majici za kol zprehlednit vy-
kladany text. Mozné citace se vyjadiuji analogickym zptisobem jako u vyse uvede-
nych prikladi. Obrazky jsem vytvoril zejména pomoci programt GeoGebra a Ma-
lovani. Vétsina je upravena dle obrazku klaviatury volné dostupného z https:
//tinyurl.com/vektor-klaviatura. Pokud je to vhodné, pouziva se misto gra-
fického znazornéni na klaviature notového zapisu vytvoreného pomoci ETEXového
baliku musiztexr.

Soucéast prace tvori rovnéz Priloha A, ve které jsou popsany zvukové soubory
porovnavajici pythagorejské, prirozené a rovnomérné temperované ladéni. Priloha
taktéz uvadi i jejich seznam. Ukazky jsou vytvoreny pomoci Online Tone Generator

dostupného z https://www.szynalski.com/tone-generator/, webové stranky


https://tinyurl.com/vektor-klaviatura
https://tinyurl.com/vektor-klaviatura
https://www.szynalski.com/tone-generator/

Ladéni na portale Wikipedie dostupné z https://cs.wikipedia.org/wiki/Lad’
C4%9Bn7%C3%AD a nasledné sestfihané v programu Audacity.

V prvni kapitole popisuji ivod do racionalnich ¢isel tak, jak jsou obvykle na
stredni Skole definovana. Na konci kapitoly jsou zavedena i ¢isla iracionalni. Tady
cerpam ze stredoskolské ucebnice Matematika pro gymndzia [2] a z ucéebniho textu
Posloupnosti a rady [1].

Druhé kapitola se zaméruje na nezbytnou hudebni teorii pro pochopeni prace.
Zavadi zvlasté hudebni intervaly a teorii k tomu potfebnou. Je urcena prevazné
pro ty, ktefi se hudbé nevénuji. Ostatni hudebné teoretické pojmy jsou vysvétleny
v poznamce pod c¢arou tam, kde je jich uzito. V této kapitole cerpam ze Zenklova
ABC hudebni nauky [3].

Kapitoly tii az pét jsou vénovany podrobné konstrukci pythagorejského, priro-
zeného a rovnomérné temperovaného ladéni. Kazdé z kapitol obsahuje na zacatku
kratky historicky ivod, aby ¢tenar mél predstavu o zakladnim déjinném vyvoji jed-
notlivych ladéni. Kapitola tii — Pythagorejské ladéni — se dale déli na podkapitoly:
Konstrukce, kde se rozebira vystavba diatonické durové stupnice; Pythagorejské piil-
tony a pythagorejské komma, ve které postupné dochazim k zakladnimu problému
tohoto ladéni; Uvod ke konstrukei prirozeného ladénd, kterd popisuje, jak se z pytha-
gorejského ladéni dospéje k ladéni prirozenému. Ctvrté kapitola — Prirozené ladéni —
se zameéruje v prvini podkapitole nejprve na konstrukci durové stupnice a v podkapi-
tole druhé na konstrukci mollové stupnice a problém transponovani, kvili kterému
merne temperované ladeént je ¢lenéna do ¢ty podkapitol. V podkapitole Konstrukce
ukazuji samotnou vystavbu dnesniho rovnomérné temperovaného ladéni, podkapi-
tola Centy zavadi méreni poméru intervali ve stejnojmenné jednotce. Nasledujici
podkapitola se orientuje na fetézové zlomky, které nejprve definuje a poté ukazuje,
jak se pomoci nich aproximacné dojde k rovnomérné temperované kvinté. Posledni
podkapitola porovnava rovnomérné temperovanou pentatoniku z péti tona v oktave
s pentatonikou tvorenou tony dnesniho dvanactiténového rovnomérné temperova-

ného ladéni.


https://cs.wikipedia.org/wiki/Lad%C4%9Bn%C3%AD
https://cs.wikipedia.org/wiki/Lad%C4%9Bn%C3%AD

V téchto tiech kapitolach je ¢erpano prevazné z vyukového a metodického textu
Vyuziti matematiky v praxi Zdenka Halase [7] a z knihy Music: A Mathematical
Offering, kterou napsal Dave Benson [4].

Kapitola Jind temperovand ladéni praci rozsituje, a tedy v ni uz neuvadim zadné
priklady. Tato kapitola popisuje nékolik vybranych temperovanych ladéni a ¢erpam
opét z knihy Music: A Mathematical Offering [4].

Posledni kapitola se vénuje matematické vystavbé alikvotni fady pomoci néko-
lika prvnich ptirozenych ¢isel, které nejlépe aproximuji alikvotni tony. Zde jsem se

inspiroval textem Mathematics and Music od autora Dave Wright [§].
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1 Raciondlni a iracionalni cisla

Jelikoz v této praci budeme prevazné pracovat s racionalnimi ¢isly Q, budeme si je
muset zavést. Budeme je vsak definovat pouze stredoskolsky, aby zavedeni bylo pro
zéka stfedni skoly srozumitelné. Korektni zavedeni racionalnich ¢isel s operaci sci-
tani a nasobeni (Q, +, -) pomoci tzv. zobecnéné véty o vnoreni pologrupy do grupy
muzeme najit v [1 s. 151-153]. Ve stiedoskolské ucebnici Zdakladni poznatky z ma-

tematiky [2), s. 18] jsou raciondlni ¢isla definovéna néusledovnéﬂ:

,MnoZina Q vsech raciondlnich cisel obsahuje prdave ta cisla, jez lze ijcidﬁt ve

tvaru zlomku , kde p je celé cislo a q je prirozené cislo. ¢

V této definici vSak nardzime na problém nejednoznacnosti, jelikoz kazdé ¢islo
z mnoziny Q lze vyjadrit vice zptisoby, napt. rozsifovanim nebo kracenim. Ve sku-

piné zlomkl
-93 -27 —6 3 9 15 21 75

1247 367 8 47127207 28’ 100

je ale jen jeden zlomek s cisly p a ¢, kterd jsou nesoudélnd, tedy jejich spoleénym
délitelem je pouze cislo jedna. Takovou vlastnost spliuje pouze zlomek % a fikame
o ném, ze je v zakladnim tvaru. Shrneme-li tyto informace, mtzeme ftict, ze ra-
cionalni cislo % je v zakladnim tvaru, pokud jsou p a ¢ nesoudélna. Pokud nam
pri pocitani vyjde néjaky zlomek, vzdy ho také do zakladniho tvaru prevedeme
[2, s. 18-19].
Pozndmka. Cisla p a ¢ ve zlomku % nazyvame po fadé citatel a jmenovatel.

Jelikoz v racionalnim cisle % jep € Zaq € N, muzeme z toho odvodit, ze
kazdé prirozené i celé cislo lze zapsat jako zlomek. Naptiklad ¢isla 2, 0 a —17 je
mozno zapsat po fadé jako 2 T I a ——+ [Z s. 19]. Tedy prirozend ¢isla N a celd ¢isla Z
jsou podmnozinou raciondlnich ¢isel Q, coz je graficky zndzornéno na obrézku [I}

Abychom mohli se zlomky pocitat, musime si uvést nékolik pravidel pro préci
s racionalni ¢isly. Nejprve si ukazeme, jak se zlomky sc¢itaji a nasobi.

Scitani racionalnich cisel je definovano nasledovné

T ps+rq

Ve Q4= ,
q as

Ve stfedoskolské matematice uvazujeme pfirozend ¢isla N bez nuly.
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a nasobeni zlomku takto

Obrazek 1: Prirozend a celd ¢isla jako podmnoziny ¢isel racionalnich

Dale pro tfi libovolna racionalni ¢isla %, L 5 plati:
roor
1)84_,:,_‘_2’
q S s q
r t r ot
2) <p+>+=p+<+>,
q s u q s u
p 0 _p
3) —+-=-,
)q L q
n Lyl
q q
P T_TP
qg s S (g
6) (p) _r(n )
qg s) u q \s u
p 0 0
7)) = —-=-=0
)q [ =1=0
t t
q q s q u s u
-1
p . o , P\ q
9) = #0 = k nému existuje inverzni prvek | = ==,
p
t t t
10) <p+r>-:p-+r-.[1,s.152153]
q s) u q u s u
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Racionalni ¢isla nemusime zapisovat pouze ve zlomcich, ale nékdy je vhodné
zvolit zapis jiny. Takovym jinym zapisem je ¢islo desetinné. Desetinnym ¢islem ro-
zumime racionalni ¢islo majici konecny desetinny rozvoj, nebo nekonecné periodicky
desetinny rozvoj a mizeme jej vyjadrit zlomkem. Piikladem ¢isla ve tvaru nekonec-

ného periodického desetinného rozvoje muze byt naptiklad ¢islo

zl)) = 0,3 = 0,333333333333333333333333333333333...

a naopak ¢islo s konecnym desetinnym rozvojem je kuprikladu

(Cisla, kterd maji kone¢ny, nebo nekonecné periodicky desetinny rozvoj, miizeme

tedy rozlisit podle jmenovatele takto:

v - . ok gl
konec¢ny desetinny rozvoj pro n = 2" .5,
c 7z

VeeZ,(c,n)=1:— ma kde k,1 € N,

n

nekonec¢ny periodicky des. rozvoj pro n € N ostatni.

Ostatnimi n € N rozumime ty, ve kterych se vyskytuje alespon jedna kladna moc-
nina prvocisla rizného od ¢isel 2 a 5.

Cisla majici nekoneény neperiodicky desetinny rozvoj nazyvame é&sla iracio-
néalni [2 s. 29]. Ty tvoii doplnék racionélnich cisel do ¢isel redlnych, coz muzeme
vidét graficky zndzornéno na obrazku [2] Prikladem iraciondlnich ¢isel jsou kupii-
kladu odmocniny (v/5, ¥/27 apod.), Ludolfovo ¢slo m nebo Eulerovo ¢slo e. Vice

si k iracionalnim ¢isliim fekneme v podkapitole [5.3| o fetézovych zlomcich.

@

Q

RA\Q |g

Obrazek 2: Prirozena, cela a racionalni ¢isla jako podmnoziny ¢isel redlnych
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2 Hudebni intervaly

K pochopeni této prace budeme potiebovat znalost zdkladni hudebni teorie o inter-

valech. Z tohoto diivodu bude opét nutné si dané pojmy definovat.

Pozndmka. Ostatni hudebné teoretické pojmy budou vysvétleny tam, kde jich bude

pouzito.

Na zacatek si vysvétleme, co je to zvuk. Zvukem rozumime z hudebniho hlediska
vSechno, co slysime. Vznika chvénim téles, kapalin nebo plynii. Zvuky mtzeme délit
na tony, které se chvéji pravidelné a znéji nam libozvucné, a hluky, které se chvéji
nepravidelné a tedy ndm nejsou tak prijemné [3] s. 9].

V hudebni teorii rozliSujeme ¢tyri zédkladni vlastnosti téonti: délku, silu, barvu
a vysku. Délka je dana casovou jednotkou, sila neboli hlasitost je mérena v deci-
belech a vyska (frekvence) v hertzech. Barvu daného ténu urcuje stavba hudebniho
néstroje nebo lidskych hlasivek (napft. klavir ma jinou barvu nez housle, muzsky ¢i
zensky hlas) [3, s. 10].

Jelikoz pri zpévu a pri hie na vétsinu primitivnich nastroji muzeme tvorit vysky
zcela libovolné, bylo pro praktické pouziti pii vice hracich na hudebni nastroje
nebo pri opakovani stejné melodie potieba, aby hraci hrali stejné vysoko a melo-
die se ve stejném tvaru zachovavala. Proto bylo dulezité dodrzovat urcité zasady
a hlavné si vybrat z nepreberného mnozstvi vysek jen ty, které jsou dobte rozlisi-
telné a ve vzajemnych vztazich dobre zapamatovatelné. Vybrané ténové vysky se
tak ustalily v riznych ténovych systémech [3], s. 126].

Toénové systémy vsSak urcuji ténové vysky jen priblizné, napriklad v ptltonech
a celych tonech. Presné rozdily mezi témito celymi tény a plltony vymezuji soustavy
ladéni, které se nicméné mohou vztahovat k jednomu ténovému systému a pritom
byt ruzné. Soustavy ladéni mohou byt tvoreny napiiklad pfirozené (napf. pytha-
gorejské a prirozené ladéni), nebo temperované (napft. stiedoténové a rovnomérné
temperované ladéni) [3, s. 127].

Tonovy systém je tedy usporadani vsech téont podle jejich vysek. Zakladem
dnesniho takového systému je sedm tonu ¢, d, e, f, g, a, h, které se v tomto poradi

za sebou opakuji. Ténovy systém obsahuje devét téchto fad (oktav), ve kterych je
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prislusnost tént oznacovana zpusobem:

o tony subkontra, resp. kontra, oktavy se znaci velkym pismenem s ¢islem dva,

resp. jedna, v dolnim indexu (napt. Dy, E);

o tony velké, resp. malé, oktévy zna¢ime velkym, resp. malym, pismenem (napt. F,

9);

e jedno az péticarkované tony se znaci malym pismenem s ¢islem jedna az pét

v hornim indexu (napt. at, h?) [3] s. 11].

Obrézek [3| ndm ukazuje dnesni klaviaturu, kterd ma rozsah od Ay do ¢®. Tento
rozsah nam nepokryva celé krajni oktavy, jelikoz se v téchto oktavach pouziva jen
nékolik tont.

I
Ay Ch

Al LTl |

subkontra  kontra velkad mald jednocarkovand dvoucarkovand — tricarkovand — ctyréarkovand
oktava oktava oktava oktava oktava oktava oktava oktava

Obrézek 3: Rozlozeni jednotlivych oktav na dnesni klaviature

Tony mizeme zvySovat, resp. snizovat, pomoci posuvek a oznacujeme prislusnou
ptiponou (f, resp. b; pfiponou -is, resp. -es). Rozlisujeme i tény dvojzvétsené (x, -isis)
a dvojzmensené (i, -eses). Takovéto tény nazyviame odvozené [3, s. 12]F]

Na obréazku [4| mtizeme vidét vsechny zékladni a odvozené tony.

Tény muzeme také délit na vice ¢asti: pultony, ctvrttony, atd. (viz kapitola @ na
s. [67).

Z obrazku [ je patrné, ze pro tén o jedné vysce pouzivame nékolik jmen. Proto
se v hudebni teorii zavadi pojem enharmonicka zaména. Enharmonickou zaménou
rozumime zaménéni daného ténu za tén stejné vysky ale jiného jména (napr. cf—db,

e—fb, g=—a) [3 s. 14].

2V Ceské a némecké notaci je zvykem pismenem b oznacovat tén hb, zatimco v anglickém

systému a tamnich publikacich se oznaceni pismenem b pouziva pro tén h [3), s. 178-179].

15



hisis dis eisis gis ais hisis

cis es fis as b cis

des feses ges iceses] des
aisis his cisis | disis eis fisis | gisis | aisis his cisis

ces | deses | eses fes geses | asas | heses | ces deses | eses

Obréazek 4: Zakladni a odvozené tény [3) s. 13]

Nyni se uz dostavame k definovani intervali. Hudebni interval chapeme jako
vyskovou vzdalenost mezi jakymikoliv dvéma tony. Nazvy intervali se sestavaji ze
dvou slov, ¢islovky (latinsky nebo pomoci odpovidajiciho ¢isla) a pridavného jména,
které dany interval upfestiuje [3, s. 78, 80]. V tabulce [1| vidime zékladni intervaly

vyobrazené na klaviature.

sekunda L L | ] [ |

e B ||| |
(j CJf(

%\‘
—

I
me

kvinta ST sexta o e ]

o | J . BUTK
septima | | | [ | oktava & B

—

Tabulka 1: Zakladni intervaly
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V hudbé rozliSujeme tii zdkladni skupiny interval: ¢isté (zkratka: ¢.), malé
a velké (m. a v.), zmensené a zvétSené (zm. a zv.). V tabulce 2] vidime, jak se prima,
sekunda, tercie, kvarta, kvinta, sexta, septima a oktava rozdéluji do téchto skupin.
Do skupiny zmensenych a zvétsenych intervali mohou patfit vsechny, ale pouze
dva, které mizeme enharmonicky zaménit, nam utvoti posledni zbyvajici ton do
dvanacti rovnomérné temperovanych téni — zvétsend kvarta a zmensend kvinta.

Tento interval nazyvame tritén [3], s. 80].

[@X
2
<
=

v. | ¢ tritobn ¢ | m. v. | m. V.

O(

Tabulka 2: Rozdéleni intervalt

Intervaly také mizeme délit na konsonantni (¢. 1, ¢. 4, ¢. 5, ¢. 8, m. 3, v. 3, m. 6,
v. 6) a disonantni (m. 2, v. 2, m. 7, v. 7, zv. 4) [3] s. 130].

Analogii ténu a intervali mohou byt v matematice po radé body a vektory.
Pokud od néjakého ténu jdeme o néjaky interval k jinému ténu, rozumime tim, ze
k néjakému bodu pricteme vektor a dostaneme tak bod jiny. (Interval ¢istou primu

muzeme vyjadiit nulovym vektorem.)
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3 Pythagorejské ladéni

Slovo hudba (z Tec. pouowxn) mélo ve starovékém Recku Sirsf vyznam, nez jak ho
zname dnes [4, s. 193]. Hudba byla pfedevsim teoretickym védénim. Lidem neslo
o to, jaké pocity v nich hudba vyvolava. Spis je zajimalo to, na jakych principech
hudba funguje. Tyto zdkonitosti byly v prvni radé zaloZené na principech mate-
matickych, o kterych se vétilo, ze vladnou stvorenému svétu. Proto byla hudba
pretvorena tak, aby pozvedla dusi od smyslového pozitku k rozjimani o vécné, kos-
mické pravdé. Dilkazem takového uvazovani by mohlo byt to, na jaké discipliny se
matematika dale délila: aritmetika, hudba, geometrie a astronomie, coz pretrvalo
az do stredovéku. V hudbé se vSak studenti zabyvali predevsim jeji teorii, napriklad
matematickymi poméry intervalti. Tyto odvétvi byly soucasti tzv. kvadrivia, coz
byla vyssi ¢ast sedmi svobodnych uméni, vyucovanych na univerzitach [5), s. 1-2].
Nejvice pouzivané ladéni bylo ve starovékém Recku pythagorejské. K vystavbé
tohoto systému jsou pouzity jen dva poméry délek struny: 1 : 2 predstavujici oktavu
a 2 : 3 predstavujici kvintu. Ostatni intervaly se tvori s¢itanim, resp. nasobenim
jejich pomérta. Pythagorejska stupnice se pouzivala ve stfedovéké evropské hudbé

od osmého do ¢trnactého stoleti po Kristu [4] s. 193].

3.1 Konstrukce

Jak jsme zminili vyse, Pythagoras (okolo 570-510 pt. Kr.) zvolil jako zdkladni in-
tervaly oktavu a kvintu, ze kterych pak odvodil intervaly ostatni. Objevil totiz, ze
intervaly a poméry délek struny spolu tzce souvisi [0, s. 1]. Tedy prisel na to, ze kdyz
zkratime strunu o %, tak ndm zazni vyssi tén velice podobny zakladnimu ténu (ténu
nezkracené struny), ktery je uchem skoro nerozpoznatelny. Pravé tento interval se
nazyva oktéva. Zjistil, ze kdyz zkrati strunu o %, tak vznikne opét velmi libozvucény
souzvuk, kvinta [4 s. 154]. Jeho ténovy systém je tedy zalozeny na intervalu oktévy
a kvinty, pomoci kterych mtizeme vytvorit vSechny ostatni tony pouhym skladanim

téchto dvou intervali, coz je velmi jednoduchy matematicky princip. Tento princip

3Pokud nebude feceno jinak, budeme vzdy intervaly primu, kvartu, kvintu a oktavu povazovat

za Cisté.
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ovSem nardzi na to, ze neni pouzitelny ve vétsim ténovém rozsahu skladby [6] s. 1].
Nize si ukdzeme, ze kdyz slozime od téonu ¢ dvanact kvint na sebe, tak dostaneme
enharmonickou zaménou opét ton ¢, ktery by mél odpovidat sedmi oktavam, coz
neni spravné, protoze pomery se lisi o tzv. pythagorejské komma, maly rozdil, ktery
je ovSem dobre slysitelny [7 s. 20].
Pythagoras objevil, Ze pro interval oktavy musi byt rozdéleni struny v poméru
1: 2 a pro interval kvinty v pomeéru 2 : 3. Pro popis vysky téni se vSak tyto pomeéry
nepouzivaji, nybrz pracuje se s poméry frekvenci danych tént. Uz staii Rekové
védeéli, ze frekvence kmitani struny je nepfimo imérna jeji délce za predpokladu,
ze napéti a hmotnost dané struny na jednotku délky zustanou stejné. Tedy vztah
mezi délkou struny [ a frekvenci f lze vyjadrit jako
k
f = 77
pro néjaké k € RT, které pravé oznacuje konstantni napéti a hmotnost. Déle potre-
bujeme zjistit, v jakém vztahu jsou poméry dvou frekvenci a dvou délek [ s. 50].

Méjme f = % a f'= lﬁ, Poméry dvou frekvenci f a f’ jsou nésledné

Zjistili jsme, ze poméry dvou frekvenci jsou také neprimo imérné pomértim dvou
délek [8, s. 50].

Poznamka. Pokud nebude feceno jinak, budeme v praci pouzivat oznaceni % pro

pomeéry délek struny a oznaceni y : x pro poméry frekvenci. Aby se ndm oznaceni
pro poméry délek struny a oznaceni pro poméry frekvenci nepletlo s délenim dvou

pomért, budeme pro toto déleni pouzivat znak —+.

Nyni si vysvétlime, jak se odvozuji dalsi intervaly pouze pomoci kvinty a oktavy.
Odvozeni 1. Kvarta v pythagorejském ladéni

Nejprve odvodme kvartu. Jelikoz sc¢itani, resp. odcitani, intervalti odpovida na-
sobeni, resp. déleni, jejich pomért, muzeme kvartu vytvorit dvéma nasledujicimi

zpusoby (na klaviatute graficky zndzornéné na obrazku [5)):
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1) kvarta = oktava — kvinta

1.2 13 3
2°3 2 2 4
2) kvarta = — kvinta + oktava
2 1 31
1=2.2=2.2 =211 s. 15-16].
32722 [7, 5. 15-16]

Obrazek 5: Kvarta v pythagorejském ladéni

Vidime, ze oba zplisoby jsou prakticky totozné, a¢ to tak na prvni pohled nemusi
vypadat. Je tomu tak, protoze operace nasobeni je na realnych c¢islech komutativni
(operace déleni je ndsobeni inverznim prvkem vzhledem k operaci ndsobeni).

Ke kvinté a kvarté se ovsem muzeme pomoci zakladniho ténu a oktavy dostat

i jinak. Pouzijeme aritmeticky, harmonicky a geometricky primeér:

. e . a+b
o aritmeticky pramér cisel a a b je roven 5
e e 2ab
o harmonicky prumér cisel a a b spocitame jako T
a

 geometricky prumér ¢isel a a b je vab [7, s. 16-17].
Priklad 1. Spoctéte vyse uvedené priumery pro zakladni ton a oktdvu.

Reseni. Dosadime do vzorcti pro aritmeticky, harmonicky a geometricky priimér
a = 1 (zdkladn{ tén) a b= 1 (oktdva):

a+b 1+12
o aritmeticky pramér _2|— = 5 2 —

DO [hole
=] W
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2ab 27 - 1
e harmonicky primér =1 2=3=c
T 2

a+b
. 11 1
o geometricky prameér vab = 1 3=\3

Vidime, ze aritmeticky prumér poméru zakladniho tonu a oktavy je pravé kvarta,

harmonicky primér kvinta a geometricky nam zatim neni jasny, ale pozdéji na
takové ¢islo také narazime (viz s. [45]). Na obrazku [f| miizeme vidét, kde se tato ¢isla

(%7 % a \g) vyskytuji na struné.

1 777
2
= . L =
o1 2 3
0 oktava 5 3 1 kvarta 1
kvinta

Obrazek 6: Aritmeticky, harmonicky a geometricky primér na struné

Nyni mtzeme opét jenom pomoci oktav a kvint zjistit pomeéry pro ostatni in-
tervaly tak, ze budeme porad vrstvit kvinty po kvintovém kruhuﬁ na sebe a pak je
pomoci odéitanim oktav prevedeme do zakladni polohy. Ukazeme si to na nasledu-
jicim prikladu [2|
Odvozeni 2. Velka sekunda v pythagorejském ladéni

Vime, 7e o kvintu vySe neZ je tén ¢g' (naSe pivodni kvinta), je tén d?, ktery
se oviem nachdzi v o jedno vys$i oktéve, proto ho oktdvou pfeneseme do ténu d?
takto: kvinta + kvinta — oktava| (viz obrdzek [§)) [7, s. 17]. Matematicky
22,1 42 s
33°2 91 9

4Kvintovy kruh je zndzornéni po¢tu predznamenéni jednotlivych ténin na kruZnici rozdélené
y J b p J Yy

na dvandct stejnych dild. Vnéjsi sipka na obrazku [7] ukazuje smér zvétSovani poctu kiizkd, vnitini
Sipka zvétSovani poctu bécek. Nékdy se tomuto kruhu rika i kvartovy, protoze pokud bychom sli
po kruhu v kladném sméru, sli bychom po kvartach, tedy ne po kvintach jako je tomu ve sméru

zéporném [3|, s. 61-62].
5Upozornéni: g', d?, apod. zna¢ime tény jednocirkované, dvoudarkované, apod. oktavy, tedy

ne prvni nebo druhé mocniny proménnych (viz s. .
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Obréazek 7: Kvintovy kruh [3, upraveno dle s. 62]

Tedy velkou sekundu vytvorime zkracenim struny na % ptvodni délky. Z hudebni

teorie je nam znamo, ze velka sekunda je také mezi tonem f a g, tedy kvartou

T
“1

“
ct d R I g

a kvintou [

\

Obrézek 8: Velka sekunda v pythagorejském ladéni

6Pokud neni potfeba rozliseni, do které oktdvy dany tén patii, budeme pouzivat znaceni malymi

pismeny f, g, apod.
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Priklad 2. Spocitejte pomer intervalu mezi kvartou a kvintou.

Reseni. Ptame se tedy, jaky interval musime pricist ke kvarté, abychom dostali
kvintu. V pomérech se opét sc¢itani prevede na nasobeni, dostaneme nésledujici
rovnici:

3 2

— - = -,

4 3
kde x je nas hledany interval. Po vyTeseni této rovnice dostaneme znovu vysledek %,
coz je pravé ona sekunda, kterou jsme spocitali vyse. Ta se nazyva pythagorejsky

cely tén [7, s. 16].
Odvozeni 3. Velka sexta v pythagorejském ladéni

Dalsim ténem, ktery v kvintovém kruhu nésleduje, je tén a?. Mizeme ho opét

vytvorit dvéma zpusoby (viz obrazek @:

1) pomoci kvint: velka sexta = 3 - kvinta — oktava
<2>3 L1_8 ,_ 16
3/ T2 21 72T

2) pomoci sekundy: velkd sexta = kvinta + sekunda

2 8 16
3 9 27
il e | =
1 1 (I
c 2) 9 a 1) 7 a2
Fd

Obréazek 9: Velka sexta v pythagorejském ladéni

Analogickymi postupy dospéjeme k ostatnim pomértum diatonické durové stup-

nicd’], které uvadi tabulka

"Stupnice je stoupajici nebo klesajici fada ténii, kterd je uréena poctem toéni v oktave a vzda-

lenosti mezi nimi.
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Odvozeni 4. Velka tercie a velkd septima v pythagorejském ladéni

Priklad 3. Spocitejte pomery zbyjvajicich intervalu diatonické durové stupmice za

pomoci kvint a oktdv.

Reseni. Nejdiive z kvintového kruhu (viz obrazek @ zjistime, jak jdou kvinty po-

stupné za sebou. Dostaneme radu:
d—g - —a* - —n— ..

pricemz dalsi tony zatim nemusime uvazovat, nebot je nepotrebujeme.

Nase nové tony (intervaly) budou:

1) e (velka tercie), kterou ziskdme souctem ¢tyt kvint a naslednym odectenim

(2)4;(1)2_16 g9
3/ " \2) 8 = 81

2) h (velkd septima) vznikne pomoci péti kvint a dvou oktav
2\° 1\? 32 128
(5)+(3) ~mmt-am s

Pro shrnuti uvadime vSechny tény (a intervaly@ diatonické durové stupnice v ta-

dvou oktav

bulce nize.

interval || ¢. 1 | v. 2 v. 3 ¢.4 ] ¢ b v. 6 v. 7 ¢. 8
ton ct d? el ft g al h! c?

pomeér 1:119:8[81:64[4:3[3:2|27:16|243:128|2:1

Tabulka 3: Poméry frekvenci intervali durové stupnice v pythagorejském ladéni

8 Jednotlivé intervaly jsou brany vzhledem k ténu c.

24



3.2 Pythagorejské pultony a pythagorejské komma

Mezi intervaly primou a velkou sekundou, velkou sekundou a velkou tercii, kvartou
a kvintou, kvintou a velkou sextou, velkou sextou a velkou septimou, je pythago-
rejsky cely ton. U kvarty a kvinty jsme to ukazali v prikladu [2| a ukdzat to mizeme

analogicky i pro intervaly ostatni. Mezi ndm zndmymi pultony (velkd tercie a kvarta,

243

555+ €oZ zjistime analogickym vypo-

velkd septima a oktava) je interval s pomérem
¢tem jako u prikladu 2] [7, s. 18]. Ptame se na to, jaky pomér ma interval mezi
velkou tercii a kvartou, resp. velkou septimou a oktavou. Rovnice, ve které je x nas

neznamy interval, by pro tercii a kvartu vypadala nasledovné

64 3
—_— . = -,
81 4
a pro septimu s oktavou takto
128 1
—r=_.
243 2
Z obou rovnic dostaneme stejny vysledek x = %. Tento interval se nazyva

maly pythagorejsky ptiltén] Maly z divodu, Ze nenf jedinym pilténem, ktery
v pythagorejském ladéni najdeme. Kdyz totiz slozime tyto dva intervaly nad sebe,

vysledek nam neda cely tén, ktery bychom ocekavali:

243 243 310 23 g
— — = — 4 —=—[1s. 18].
256 256 2167 32 9
10 93
Priklad 4. Ukazte, Ze neplati rovnost: 916 = 32

Reseni. Pro spor predpokladejme, ze rovnost plati. Na rovnici provedeme ekviva-

lentni dpravy.

310 23 216
26 = 3 /50
23 216
1= R
19
e
312

Leva strana se ale nikdy pravé rovnat nebude. Zlomek je totiz v zdkladnim tvaru,

nejde uz vice zkratit, jelikoz v citateli mame sudé cislo a ve jmenovateli liché.

9t67 diesis, nebo (pozdéji) limma [4 s. 155]
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Jakakoli kladnd mocnina ¢isla 2 je sudé ¢islo a kazda kladna mocnina ¢isla 3 je ¢islo

liché. Dokazali jsme, Ze rovnost neplati.

Musi tedy existovat jesté néjaky dalsi ptlton. K nalezeni takového pilténu bu-
deme potiebovat znat ostatni plltony ve stupnici, ¢ili tény cff, dfi, f1, gi, afi. Jejich
pomeéry zjistime analogicky, jako jsme zjiStovali tény diatonické durové stupnice.

Tedy pomoci vzestupnych kvint.
Priklad 5. Spocitejte poméry toni uvedenych vyse za pomoci kvint a oktdv.

Reseni. Rozsitime si fadu tonu z ptikladu |3l a dopocitame analogicky. K tadé pri-

dame vzestupnymi kvintovymi kroky dalsi tony. Dostaneme:

cl—gl—d2—a2—e3—h3—fﬁ4—cﬁ5—gﬁ5—dle—aﬁ6.

<2>6;(1)3:2ﬁ_23:29

3 “\2 36 367
2) cf (zvétSend prima):

(2)7 (1>4 27 A 211

— + — —_— — . 2 = —

3 2 37 37’

3) gt (zvétsend kvinta):

(2)8 . (1)4_ 28 24 212
3) " \2/ 3 7 38’
4) df (zvétsend sekunda):
3/ " \2/ 3 T 397
5) aff (zvétsend sexta):
2 10 1 5 210 5 215
5) +(3) =@ P=mls

Vysledky ukazuje tabulka [

10 Jednotlivé intervaly jsou brany vzhledem k ténu c.
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interval || zv. prima | zv. sekunda | zv. kvarta | zv. kvinta | zv. sexta

ton cf df /1 94 af
pomér | 372U 39 ;214 30 ;29 38:212 | 310915

Tabulka 4: Poméry frekvenci ostatnich intervalii v pythagorejském ladéni

Zbyva nam zjistit, jaké poméry jsou mezi tony diatonické durové stupnice a nami

nove zjisténymi tény. Ukazeme si to na tonech f, ff, g.

B st
3 29 o1l
PR S
- fi-g
2 2 33
3 Y=T3 Y798 T 256

Vidime, ze mezi tény ff a g je maly pythagorejsky pulton a mezi f a ff je jiny

211

pultén s pomérem %, ten nazveme velkym pythagorejskym pﬁlt()ne

Priklad 6. Ukazte, mezi kterymi tony je maly pythagorejsky pulton a mezi kterymi

velky pythagorejsky pulton.

Reseni.
e c—ci:
e ci—d:
o d—di:

214 8 214 32 211
399 3028 37

11467 apotome
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dg — e

Jt—g

g8 —
o

a — af:

af — h

64
871 . 214
39_26
’ 3
914 —
28

3
1
o —

29
o3
. 22
_ 211

9
3'29
%_2
3'?
9:35
28

2712
%;2
3_212
%'3
2_211
37

16
E . 212
n
s
912
28

215
16
215
33
211

310 -
27
310
37 )
5 . 215 37
310 z
z 3t
| 915 Sj
LY |
: : (10)
—_ . 5
_ 3
(11)
(12)
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Maly pythagorejsky pilton je tedy v (), (), E). (@, ). (11), a velky
pythagorejsky palton v (1), (). (6). (). I7, s. 19].

Na obrézkumﬁieme vidét grafické rozmisténi malych (;’—Z) a velkych (23%1) py-
thagorejskych ptiltént na klaviatuie. Malé piltény jsou vyobrazeny obdélnikem 111
mezi pislusnymi tény a velké ptltény obdélnikem E=3.

(111 [1
[] [L1]

Obréazek 10: Rozmisténi pythagorejskych pulténi na klaviature

Vyse jsme si ukazali, ze dva malé pythagorejské pultony nam cely ton nedaji.

Obdobné to neplati ani pro dva velké pythagorejské piiltony.

Priklad 7. Dokazte vypoctem, Ze soucet dvou velkijch pythagorejskiych pultoni neni
roven celému tonu.

Reseni. Méme tedy dokézat, ze %r - 2+ = 8 neplati. Predpoklédejme, Ze dand

rovnost plati, a provedme na ni ekvivalentni tipravy.

211 211 _ 8
37 379
222 23 314
303 /o
23 314
1= 32 " 922
312
1=2"2
219

Ze stejnych divodu jako v prikladu [4] tato rovnost neplati.
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Ovsem pokud secteme maly a velky pythagorejsky pultén, dostaneme zadany

pythagorejsky cely tén:

3 21t 23 8
ﬁyzﬁzg [775.20],

na coz muzeme prijit i bez znalosti poméru velkého pythagorejského piltonu.

Priklad 8. Zamyslete se a ndsledneé matematickym vipoctem ukazte, jak lze bez
predchozi znalosti velkého pythagorejského pultonu dojit k tomu, Ze soucet malého

a velkého pythagorejského pultonid ndm da cely ton.

Reseni. Zeptame se, jakym éislem (pomérem) x musime maly pythagorejsky tén

vynasobit, abychom dostali pythagorejsky cely ton. Matematicky:

3° 8
— = _.

28 9

Vypocitame, ze x = 23%1, coz je nas velky pythagorejsky ptlton.

Rozdil mezi malym a velkym pythagorejskym ténem

35 211 35 37 312

28 T 37 28 2l Q19
se nazyva pythagorejské komma [7 s. 20].

Jinymi slovy, pythagorejsky systém ladéni je zalozen na tom, ze
219 ~ 312 neboli 524 288 ~ 531 441.

V podily™

12

3
o1 = 1,013 643264 770507 8125,

coz je o néco vice nez jedna devitina celého ténu. Protoze prace s hudebnimi in-
tervaly je analogickd pocitani s logaritmy, tak déleni celého ténu na devét casti

odpovida devaté odmocniné prislusného poméru (viz podkapitola [5.2)) [4], s. 155].

Poznamka. Znak ~ budeme pouzivat pouze ve smyslu ¢islo z aproximuje ¢islo y.

Pokud budeme néjaka ¢isla zaokrouhlovat, pouzijeme znak =.

7 12 ’ v 7 . 7 . . . v . . . . v/
12Cislo ng ma konecny desetinny rozvoj, jelikoz se ve jmenovateli vyskytuje mocnina ¢isla 2,

proto je jeho desetinny rozvoj uveden zcela presné (viz kapitola [1| na s. .
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Na pythagorejské komma vsak narazime i na jinych mistech, v jinych pro-
blémech, tohoto systému. Kuprikladu si mizeme vSimnout, Ze pokud posklddame
od jednoho ténu ¢ nad sebe dvanact kvint a od toho samého ténu sedm oktav, méli

bychom dospét ke stejnému ténﬂ. To ale neni pravda, coz muzeme vidét nize.

() ()

212 1
219%312

Opét jsme tedy narazili na pythagorejské komma. Obdobné to neplati ani pro

dvanéct kvart a pét oktév [4] s. 155].

Priklad 9. Dokazte, Ze pokud poskliddme od jednoho tonu nad sebe dvandct kvart

a od toho samého tonu pét oktdv, nedostaneme stejny ton.

. 3\ 12 1\°
Reseni. Mame dokazat, ze neplati <4> = (2) . Pro spor budeme predpokladat,

ze uvedend rovnost plati a provedeme ekvivalentni tpravy.

() -6)

321
2 =%
312 — 219

Ze stejnych duvodu jako v prikladu [ tato rovnost neplati.

13U kvint s enharmonickou zdménou hi za c.
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3.3 Uvod ke konstrukci pFirozeného ladéni

Vyse jsme si odvodili vSech dvanact ténl stupnice smérem nahoru a vznikly nam
tény s kifzky (posuvka pro zvyseni ténu). Analogicky se dd odvodit pythagorejsky
systém sestupnymi kvintovymi kroky, kdy dostaneme tény s bécky (posuvka pro

snizeni ténu) [7, s. 20-21].
Priklad 10. Zjistete, jaké tony nam vzniknou sestupnymi kvintovymi kroky, a spo-
citejte jejich pomery.

Reseni. Poméry vypoditame analogicky jako v pifkladu |3 a [5[s tim rozdilem, Ze bu-
deme odéitat kvinty (délit) a pri¢itat oktavy (nasobit). Vysledek ukazuje nasledujici
tabulka.

ton c des eses es fes f

pomér 1:1 28:35 [216.3101 25.33 | 213.3% | 4:3

ton ges asas as heses b ces

pomeér 210 .36 | 918 . 311 | o7 .34 | 9l5.39 | od .32 | 912. 37

Tabulka 5: Tény pythagorejského ladéni tvorené kvintovymi kroky sestupné

Vidime, Ze jsme dostali jiné pomeéry nez vzestupnymi kvintovymi kroky, za coz
opét muze pythagorejské komma. Zajimavosti je zde zmenSena kvarta (¢ — fes):

8

3
8 = 0,800 903 320 312 5,

coz je enharmonickou zdménou velkd tercie (¢ — e) [7, s. 21].
Priklad 11. Zjistéte, kterému zlomku tvoreného maliymi prirozengymi cisly se podobd
vyse uvedeny zlomek (23%)

S . 5 . . . , .
Reseni. Zlomek 2% se napadné — s velkou presnosti — shoduje se zlomkem % =0,8

(chyba je mensi nez jedna tisicina) [7, s. 21].

Tento fakt nas povede k zavedeni velké tercie jako zkraceni struny o pétinu, coz

vyuzijeme v nasledujici kapitole o prirozeném ladéni.
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4 Prirozené ladéni

James Murray Barbour pise ve své knize Tuning and Temperament, A Historical
Survey [0, s. 15-24] o nékolika dalsich ladénich, kterd se vyskytovala v starovékém
Recku. Pro vyvoj hudby vsak byla diilezitd hlavné dvé z Ptolemaiovych diatonic-
kych ladéni — Ditoniaion a Syntonon. Prvni z nich je shodné s pythagorejskym
a druhé, nazyvané prirozené, mélo sviij vyznam v harmoniﬁ Pro hudebni praxi
bylo dilezité, aby vybudovand stupnice obsahovala nejen kvintu, ale i prirozenou
tercii (pomér 5 : 4), protoze pravé takova stupnice by byla pro harmonii velmi

vhodné, coz si ukdzeme v nasledujici podkapitole.

4.1 Konstrukce durové stupnice

Na konci predchozi kapitoly jsme dosli k tomu, ze velka tercie by se dala zavést
pomérem 5 : 4, coz vyuzijeme v budovani ptirozeného ladén{™| JelikoZ kvarta,
kvinta i oktava znéji libozvucné, zachovame je jako zdklad naseho nového ladéni.

Mame tedy:

interval || prima | velké tercie | kvarta | kvinta | oktava

tén ct el ft gt c?

pomeér 1:1 5:4 4:3 3:2 2:1

Tabulka 6: Zakladni intervaly v prirozeném ladéni

Priklad 12. Zopakujte si vytvoreni sekundy z pythagorejského ladéni.

Reseni. Sekundu dostaneme jako dva vzestupné kvintové kroky a jeden sestupny

krok oktdvovy (viz obrédzek [§ na s. [22)). Matematicky:
2\? 1 4
(3) +5=52=¢
3 2 9 9

“4Harmonii uréuje stavba a tiprava akordii a jejich uplatnéni v hudebnich dilech [3, s. 152].

Toto je nase velkd sekunda.

Akordem nazyvame souzvuk nejméné t¥{ t6nt rizné vysky [3), s. 96].
15Syntonickym kommatem o poméru 81 : 80 je nazyvan rozdil velké pythagorejské tercie

81 : 64 a velké prirozené tercie 5 : 4.
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Odvozeni 5. Velkd sexta a velkd septima v prirozeném ladéni
Priklad 13. Vytvorte velkou sextu a velkou septimu za pomoci prirozené tercie.
Reseni.

o Velkou sextu mtzeme vytvorit dvéma zptisoby, budto jako pricteni kvarty
a tercid™| nebo jako odecteni tercie a nasledné piicteni oktavy. Druhy zpiisob
vsak neni spravny, nesmime zapomenout na to, ze nase tercie je velka. Tedy

bychom dostali ton ab, ktery vsak do durové stupnice nepatii. Vyuzijeme tedy

prvni zpusob (viz obréazek :

coz je hledana velka sexta.

Obréazek 11: Velka sexta v prirozeném ladéni

o Pri vytvareni velké septimy budeme postupovat podobné. Jelikoz uz vime, ze
odecist od zédkladniho tonu tercii ndm da ton nenalezici hledané stupnici, tak

mame pouze jednu moznost — secist kvintu a tercii (viz obrazek [12)):

[GSR )
| >
0¢)

Vysledek udéva pomér velké septimy [7, s. 22-23].

16Mazeme také uvazovat pricteni nejdifve tercie a pak kvarty, coz je vSak to samé, nebot séitani

intervall (t.j. ndsoben{ jejich poméri) je komutativni.
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||

Obrazek 12: Velka septima v prirozeném ladéni

Nyni mame celou diatonickou durovou stupnici. Pro prehled ji uvadime celou

v tabulce [1 nize.

v.7 | ¢. 8

Q(
ot
<

D

interval | ¢.1 | v.2 | v.3 | ¢. 4
ton ct d el ft gt al ht c?

pomér 1:119:815:414:3/3:2[5:3[15:8]2:1

Tabulka 7: Poméry frekvenci intervali durové stupnice v prirozeném ladéni

Odvozeni 6. Mala tercie v prirozeném ladéni

Vyhodou takto vybudované stupnice je vyuzitelnost v harmonii. Zakladem har-
monie je totiz durovy kvintakord@, ktery takto vytvorena stupnice obsahuje po

rfadé na prvnim, ¢tvrtém a patém stupni — v hudebni teorii oznacované po fadé jako

I"Kvintakordy jsou zikladni druhy akordf tvofené dvéma nad sebou postavenymi terciemi.
U kvintakordu rozlisujeme dva druhy obrati: sextakord (spodni tén kvintakordu se prelozi o ok-

tavu vys) a kvartsextakord (spodni t6n sextakordu se prelozi o oktdvu vys) [3 s. 99].

Tabulka 8: Zleva kvintakord, sextakord a kvartsextakord C dur

35



tonika, subdominanta a dominanta. Ladéni je vybudované na myslence, ze poméry
intervalii maji byt tvorené malymi prirozenymi ¢isly. Takovy pristup, ktery jako
prvni popsal Aristoxenos z Tarentu (okolo 360-300 pr. Kr.), vSak s rozvojem hu-
debnich néastroji neobstal. Jakmile jsme totiz chtéli néjakou melodii transponovaﬂ:g]
do jiné téniny, narazili jsme na problém, ze dané intervalové poméry se nezachova-
vaji, coz si ale ukazeme pozdéji [7, s. 21-22].

Na hlavnich funkcichﬂ (ténice, subdominanté a dominanté) ndm tedy vznikly
durové kvintakordy (viz tabulka [9)), které maji vzdy stejny pomér mezi sousednimi

tony v daném akordu.

Tabulka 9: Zleva kvintakordy C dur, F dur a G dur

Priklad 14. Owérte vypoctem, Ze na hlavnich funkcich jsou durové kvintakordy.
Resend.

Kvintakord C dur tvofen tény ¢!, e!, ¢g' s poméry poifadé 1:1,5:4, 3:2.

(.

[@)RING; G F TSN

Wl Do Ot =~

Kvintakord F dur sklddajici se z tént f1, a', ¢* s poméry po fadé 4:3,5:3, 2: 1.

3
Il

—— M =

)

N — Ot W

-n == n=

Oﬂw»&\w
[N NS J TN

8Transponovanim melodie rozumime posunuti melodie o néjaky interval vys nebo niz.
YHarmonické funkce jsou jednotlivé stupné stupnice, kde prvni tén stupnice oznadujeme

jako prvni stupen, druhy tény jako druhy stupen, ..., sedmy tén jako sedmy stupen. RozliSujeme
tfi hlavni funkce: téniku jako prvni stupen, subdominantu jako ¢tvrty a dominantu jako paty

stupen [3] s. 152-153].
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Kvintakord G dur obsahujici tény ¢!, h', d* s poméry po fadé 3 :2, 15: 8, 9 : 4.

2 8 L
397 15 °= %
8 4 . ,.5
15 P79 P=5%

Vidime, ze k = m = o a zaroven | = n = p, akordy tedy budou znit stejné az na
vysku. Ziskali jsme ale novy pomér 6 : 5, ktery byl vzdy mezi druhym a tretim

ténem akordu. Tento pomér nam bude zfejmé udavat novy interval [7), s. 23].

Priklad 15. Urcete, mezi jakymi dvéma intervaly se bude interval o pomeéru 6 : 5

nachdzet.

Resend. Interval o poméru frekvenci 6 : 5 budeme shora a zdola postupné odhadovat
jinymi poméry, abychom zjistily, kde se nas interval nachazi. Hledany interval bude

nékde mezi primou a oktavou, protoze

151
176 2
6_5_3
6 6 6
Odhadneme shora velkou sekundou:
8.5 1615
9 6 18 18

Velka sekunda je tedy uréité nize nez nami hledany interval. Pokusime se opét

odhadnout shora tentokrat velkou tercii:

4 5 24 25

- > = >
5 6 30~ 30’
coz neni pravda — velka tercie nebude odhad shora nybrz zdola. Interval o poméru

6 : 5 se bude tedy nachazet mezi velkou sekundou a velkou tercii:

8 5 _ 4

97675

807572

90~ 90 = 90
Tento interval nazveme mala prirozena tercie. Pomoci velké tercie jsme sesta-
vili durovou stupnici, analogicky mtizeme pomoci malé tercie vybudovat diatonickou

stupnici moll [7) s. 23].
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4.2 Konstrukce mollové stupnice a problém transponovani

V diatonické stupnici moll se vyskytuji intervaly malé sexta a mala septima, proto
si je nyni zkonstruujeme. Nésledné si ukazeme problém transponovani v prirozeném

ladéni.
Odvozeni 7. Mal4 sexta a mala septima v prirozeném ladéni.

Priklad 16. Urcete pomeéry intervali malé sexty a malé septimy diatonické stupnice

moll.
Resent.
« Mald sexta mize vzniknout dvéma zptsoby (viz obrazek [13)):
1) odectenim velké tercie a prictenim oktavy

1+

Ul >

N | —
=] ot
DO | —

2) pri¢tenim kvarty a malé tercie

3.0
16

b ab!

1) 1%
> |

Obrazek 13: Mala sexta v prirozeném ladéni

« Mald septima muze vzniknout pouze jednim zpusobem (za pomoci tercie) —

pri¢tenim kvinty a malé tercie (viz obrazek :

5
-

Wl o
| Ot
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Obréazek 14: Mala septima v pfirozeném ladéni

Diatonickou stupnici moll shrnuje tabulka [10}

interval || ¢.1 | v.2 |m. 3| ¢4 | ¢5 | m6|m.7|¢8
tén ct b oebt |t gt | oabt | bt c?

pomeér 1:119:8[{6:5(4:3[3:2[8:5/9:5]2:1

Tabulka 10: Poméry frekvenci intervalit mollové stupnice v prirozeném ladéni

Uz vyse jsme zminili, Ze v prirozeném ladéni narazime ale na problém pii trans-
ponovani melodie. Kazda tonina zni totiz trochu jinak a nékteré nejsou vibec po-
slouchatelné [7, s. 24]. Ukazeme si to na nésledujicim piikladu.

Méjme tryvek pisné Kocka leze dirou (viz obrazek v Cdur (¢! —d' —e' —

L' —al! — g'). Melodii transponujeme do G dur (o kvintu vyse):

ff=9'-g" —a
gt —at —ht - —d? — d® — e — €2 — d?. Melodie by méla znit stejné, ale nezni,
protoze poméry mezi tony pisné v G dur nejsou stejné jako v C dur, jelikoz ptivodni
pomeéry tonu se zachovavaji (jinak by transponovani nemélo smysl). Matematicky

uvadime v tabulce [Tl

A C dur 4 G dur
A
L2y FANN, o oo oo
[ fon W X ) ° —
) 1/ | |
;j o ® v

Obrézek 15: Uryvek pisné Kocka leze dirou v C dur a G dur
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C dur G dur
Gt [5eios g a[ietog
Ao [tes=slan|s oo
e I
Pog|iei=g |- [(1)+i-
A IR ) EE I B T

Tabulka 11: Poméry mezi jednotlivymi tony tryvku pisné Kocka leze dirou

Vidime, ze v nékterych pomérech téni se téniny shoduji, je to vSsak proto, ze
jsou si navzajem pribuzné, ale neshoduji se ve vsech. Prvni dva kroky pisné proto
budou znit trosku odlisné. Cim vice bychom se téninové vzdalovali od C dur — do
tonin s mnoha predznamenanimi — tim vice by se melodie zvukové ménila. Proto
prirozené ladéni neni pro transponovani vhodné a v historii se hledalo, jak tento
problém vytesit. Nakonec se vynalezlo rovnomérné temperované ladéni, které tento

problém fesi a jehoz konstrukei se zabyva nasledujici kapitola.
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5 Rovnomérné temperované ladéni

Na konci predchozi kapitoly jsme si ukazali, Zze prirozené ladéni neni pro harmonii
vhodné. Popisme si, jak se harmonické mysleni vyvijelo v déjinach.

O harmonickém obsahu hudby starovéku je znamo jen pomérné méalo informaci.
Napiiklad z hudby starovékého Recka se dochovalo pouze par malych ve vétsing
pouze melodickych fragmentt |4 s. 194].

V jednoduché formé se harmonie jako prvni objevila v liturgické hudbé okolo
roku 800 po Kristu ve formé paralelniho organa (melodie v paralelnich kvartach nebo
kvintdch). Durové tercie nebyly povazovéany za konsonantni, a tak pythagorejsky
systém s kvartami a kvintami fungoval pro takovou hudbu velmi dobfe [4}, s. 194].

Kolem jedenactého stoleti se zacala objevovat polyfonie. Avsak za konsonantni
intervaly se povazovaly stale kvarty, kvinty a oktavy. Proto se pythagorejska stup-
nice porad hojné vyuzivala. Tercie se ani v té dobé nepovazovaly za konsonantni,
jen obcas se pouzivaly k prechodim mezi tony [4, s. 194].

Prvni zminky o povazovani velké tercie (pomér 5 : 4) za konsonantni interval
pochazi z Anglie z dvanactého a tfinactého stoleti. Britska lidova hudba ¢trnactého
a patnactého stoleti vynalezla harmonizovani melodie pridanim velké tercie pod
a kvarty nad melodickou linku. Tak vznikla melodie v paralelnich sextakordech.
Na pocatku patnactého stoleti se konsonantni tercie dostala z Anglie na evropsky
kontinent. Kdyz se ale ve Francii snazili napodobit zvuk paralelnich sextakordi,
tak pouzili pro hlavni melodii misto prostfedni linky vrchni, a tak vznikl tzv. Faux
Bourdon [4], s. 194].

Od poloviny do konce patnéactého stoleti, zvlasté v Italii, dosahovalo mnoho
aspekti uméni nové drovné technické a matematické presnosti. V této dobé se
v hudbé vynalezlo stredoténové ladéni vyuzivajici durovych a mollovych trojzvuka
ve velké Skdle ténin a harmonické progrese s modulacemi®] které difve nebyly

mozné 4, s. 195]. O konstrukei stFedoténového ladéni se mizete doéist v podkapi-

tole [6.1] na s. [67]

2YModulace je piechod z jedné téniny do druhé za pouziti specidlnich pravidel.
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Mnoho klavesovych nastroji mélo od Sestnactého stoleti rozdélené klavesy pro
G1#/Ab a nebo Di/Eb kvuli rozsiteni pouzitelnych ténin. Toho se dosdhlo rozdvo-
jenim klavesy uprostted, kde zadni ¢ast byla vyssi nez predni, coz mizeme vidét na

obrazku 16| [4, s. 195].

Obrazek 16: Varhany Malamini v San Petronio, Bologna, Italie [4, s. 195]

Stredoténové ladéni pretrvavalo béhem historie dlouho. Az dodnes je bézné, ze
varhany se ladi ve ¢tvrt-stifedoténovém ladéni. Hudebni praxi sestnactého a sedm-
nactého stoleti bylo vybrat si tonalni stfed a postupné se od néj vzdalovat. Nej-
vzdalenéjsi toniny se ale ziidka pouzivali, protoze nez se k nim dostalo, modulovalo
se zpatky do tonalniho centra [4], s. 195].

Prvnim, kdo se zasazoval o rovhomérné temperované ladéni pro klavesové na-
stroje, byl Jean Philippe Rameau (1683-1764). To mu pomohlo v ziskéni popularity,
protoze az do pocatku devatenactého stoleti bylo toto ladéni alespon v teorii hojné
pouzivano. Nicméné mnoho klavirnich skladeb Ludwiga van Beethovena (1770 az
1827) zni nejlépe v ladéni nerovnomérném a ani Fryderyk Chopin (1810-1849) ne-
byl ochotny v nékterych téoninach psat — napr. charakteristika@ toniny D moll mu
nesedéla. Ve skutec¢nosti nebylo rovnomérné temperované ladéni plné vyuzivano az
do konce devatenactého stoleti. Ladéni pian v devatenactém stoleti ¢asto zahrno-
valo mirnou odchylku od rovnomérné temperovaného ladéni, aby byla alespon do

urc¢ité miry zachovana individuélni charakteristika jednotlivych tonin. Ve dvacatém

21To, jak ténina zni.
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stoleti se projevila dominance chromatikyP? a nastup dvanéctitonové hudby. Ty si
do zna¢né miry vynutily upusténi od nerovnhomérného ladéni a ladéni pian tento
fakt prijalo a reflektovalo [4, s. 197].

Béhem déjin vznikalo mnoho rtznych ladéni, které mély své vyhody a nevyhody.
Jednou z hlavnich nevyhod bylo, Ze takové systémy byly budovany zvlasté pro
jednu stupnici (rozumime napf. C dur, A dur) a pfi transponovani byly prakticky
nepouzitelné, coz byl problém vzhledem k tomu, ze skladby byly ¢im dal tim vic
bohaté na harmonii. Rovnomérné temperované ladéni bylo tedy vysledkem mnoha

kompromist [4, s. 197]. Ukdzky konstrukce dalsich ladéni najdeme v kapitole [6]

5.1 Konstrukce

V predchozi podkapitole jsme se dozvédéli, Zze rovnomérné temperované ladéni se
stalo kompromisem, aby ladéni bylo prakticky pouzitelné pro harmonii (zvlasté pro
modulace) a zdroven aby si zachovalo svoji libozvucnost. Takové ladéni déli oktdvu
na dvanact stejnych piltont. Proc¢ zrovna na dvanact se dozvime v podkapitole

o retézovych zlomcich.

Pozndmka. Pro jednoduchost nebudeme v této kapitole pocitat s poméry délek
struny, ale s poméry frekvenci, které jsou prevracenou hodnotou pomeéri délek

struny. A tedy i vyjadreni zlomkem i bude znacit pomér frekvenci danych intervali.

Priklad 17. Urcete, jak velky musi byt pulton, aby se jich do oktdvy veslo pravé

dvandct.

Reseni. Vime, ze oktavu dostaneme na struné, kdyz ji zkratime o polovinu, tedy
bude mit dvakrat vétsi frekvenci. Jelikoz sc¢itani intervalii odpovida v matematice

nasobeni pomeéri, dojdeme ke vztahu

' =2

kde z je hledany pultén. Jelikoz pomeér frekvenci mize byt pouze kladné realné

¢islo, ziskame vysledek x = /2 [7) s. 24-25].

22Chromaticka stupnice se skldd4 z dvanacti ptlténovych krokt v jedné oktévé [3] s. 77].
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Cili jednotlivé frekvence intervalu o n pilténech dostaneme vynasobenim za-
kladniho ténu

(¥2)"ine{0,...12} ,n e N [T} 5. 25).
Priklad 18. Jakym matematickym pojmem maiiZeme tuto ,frontu“ popsat?

Resend. Geometrickd posloupnost a,, = ( 1\2/5)” :n € {0,...12} ,n € N s kvocientem
q= Y21 s. 25

Zjistili jsme, Ze pomér frekvenci piltéonu v oktavé je ¥/2. Co to ale prakticky
znamena pro pultény? Vyznamem takto vybudovaného systému je moznost enhar-
monické zameény, tedy napt. pokud zvysim tén g na g, tak toto gf bude znit stejné
jako snizeny tén a (tedy na ab). Tento fakt je obrovskd vyhoda oproti ladénim,
které jsme zkoumali drive. Melodie mizeme totiz libovolné transponovat a dale
modulovat do jinych ténin bez toho, aby nam dané tony zménily vysku.

Nyni si ladéni vybudujeme matematicky.

Priklad 19. Zjistéte poméry frekvenci jednotlivijch toni v rovnomérné temperova-

ném ladéni. PouZijte pomér frekvenci pilténu z prikladu[17

Resend. Postupné zjistime poméry frekvenci viech ptlténtt v oktave tak, ze kazdy

pilton ziskdme jako predchozi plltén vynasobeny V2.

e C

1(1\2/5)0:17
° Cﬁli

1- V2= V72,
o d:

/5. %:(%)2:2%:2%:\6/5,

o dft:
o el

(¥2)" 2= (v2) =2 =25 = V2,
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(Vo) V2= (V2) =2 = V2

. fl:
(V2) V= (V2) =2f =2l =2
. gli
. gl
(V2)'- V2= (V2) =2h =2t = V2%
. al:
(Vo) - Vo= (VR) =2f =2i= V58
. aﬁlz
(V2)'- V2= (¥2)" =2H =28 = V5,
e hl:
(V)" V2= (v2)" ot - v
.

(Vo) Ve (V2)" — 2% -2

Pro prehlednost uvadime vysledné poméry v tabulce [12] nize.

ton ct cl d? dgt el ft fit
pomér 1:1 Y21 V21| V21 V21 V2511 vV2:1
ton gt gt at aft ht c?
pomér | V27 :1|v/22:1 | vV23:1|v/25:1| V21l:1 2:1

Tabulka 12: Poméry frekvenci tontt v rovnomérné temperovaném ladéni

Miizeme si véimnout, ze jsme u ténu ff dosli k poméru v/2, o kterém jsme psali uz
drive v kapitole [3| o pythagorejském ladéni. Kdyz jsme totiz pouzivali poméry délek

struny, dosli jsme k analogickému vysledku \/g pomoci geometrického priméru
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primy a oktévy. Interval ¢ — f (popf. enharmonickou zadménou ¢ — gb), oznacovany
jako triton, je presnym stiedem oktavy. Ve stfedovéku byl tento interval oznac¢ovan
jako ,dabelsky“ kvili tomu, ze zni velmi nelibé, je disonantni.

Kazdé dva tony tedy maji mezi sebou rozdil dvanacté odmocniny ze dvou. Tato
soustava bude vsak prakticky pouzitelna jen tehdy, kdyz budou poméry v rovno-
mérné temperovaném ladéni priblizné souhlasit s pomeéry ptirozeného (popft. pytha-

gorejského) ladéni [7, s. 25].

Piiklad 20. Urcete za pomoci kalkulacky odchylku rovnomérné temperovaného (RTL)
od prirozeného ladéni (PRIL). Vijsledky zaokrouhlete na Sest desetinnyjch mist.

Resend. Vysledky uvadime v tabulce [13] nize.

tén PRIL RTL RTL — PRIL
¢ | 1/1 | 1,000000 || 1/1 1,000 000 | 40,000 000
cf! V2/1 | 1,059463

d" || 9/8 |1,125000 || v/2/1 | 1,122462 | —0,002538
ebt || 6/5 | 1,200000 || v2/1 | 1,189207 | —0,010793
e' || 5/4 |1,250000 | /2/1 1,259921 | +0,009 921
fUoll4/3 1 1,333333 | V/25/1 | 1,334839 || +0,001 839
fe! V2/1 1,414 213
g' | 3/2 |1,500000 | ¥/27/1 |1,498307 | —0,001693
ab' | 8/5 | 1,600000 || v/22/1 | 1,587401 || —0,012599
a' | 5/3 | 1,666666 || v23/1 | 1,681792 | +0,015792
bt | 9/5 |1,800000 | v/25/1 | 1,781797 | —0,018203
A | 15/8 | 1,875000 | ¥/211/1 | 1,887 748 | 40,012748
A | 2/1 |2,000000 | 2/1 2,000 000 || +0,000 000

Tabulka 13: Rozdily pomért ténti prirozeného a rovnomérné temperovaného la-

déni [7, upraveno dle s. 25, Tab. 1]

Vidime, Ze rovnomérné temperovaného ladéni se od ladéni prirozeného lisi nej-
vice v tadu setin, coz tedy ve vysledku vadit nebude, protoze odchylka je velmi

mala.
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Pro hudebni praxi je kromé pomeérové vzdalenosti mezi tony dulezité znat i frek-

vence danych tont — jejich absolutni vysky.
Priklad 21. Zamyslete se nad tim, jak by se dala zjistit frekvence jednotlivych tona.

Reseni. Abychom mohli frekvence (vysky) jednotlivych ténil zjistit, potiebovali
bychom znat alespoii hodnotu jednoho ténu. Nyni se v hudebni praxi pouziva tén a'

o frekvenci 440 Hz, tzv. komorni a.

V historii vSsak frekvence komorniho a nebyla jednotna. Naptiklad v dobé, kdy
zil Wolfgang Amadeus Mozart (1756-1791), se frekvence a' blizila k 422 Hz, cozZ je
o trochu vyse nez nas dnesni ptltén pod komornim a. Jesté predtim v baroku se
lisily i vysky v jednotlivych méstech, kde se hudba provozovala, az o cca + 50 Hz.
Nage komorni a! bylo poprvé zavedeno ve Spojenych stiatech americkych v roce 1925.
Nésledné se v kvétnu 1939 na mezinarodni konferenci v Londyné rozhodlo, ze frek-

vence 440 Hz bude pouzivdna pro dnesni moderni ladéni [7, s. 26].
Piiklad 22. Spoctéte frekvence toni c', ..., c* za pomoci a* = 440 Hz.

Resend. Jednotlivé tény budeme nasobit hodnotou ( %)n, kde n je pocet pultont,
o které se hledany tén lisi od a'. Hodnotu ¥/2 pouzijeme z pifkladu .

o f(e) =440 (¥2) " ~ad0. (ﬁ%) ~ 0. ﬁg?j = 961,625 Hz,
o fleth) =440 ( 1\2/5)_8 ~ 440 - G;‘%)S = 440 - ig?i = 277,182 Hz,
e fd)=440- (¥2) "~ 440. Gg%) "o ig: = 993,664 Hz,
o f(dfh) =440 ( 16/5)_6 ~ 440 - (ﬁ%) 0. ﬁgz = 311,126 Hz,
o f(eh) =440 ( 1\2/5)_5 ~ 440 - <1§%)_5 — 440 - i;iz = 329,627 Hy,
e F(f) =440 (¥2) "~ 440 (%)4 — 440- ﬁg‘?i = 349,228 H,
o F(fE) =40 (¥2) " ~ 440 (ﬁ%) T o0 12(?192 = 369,994 Hz,
. flgh) =440 (¥2) ~ 40 (ﬁ%) e ig?z = 391,995 Hz,

47



1461
1379

-t 1379
=440 —— =41 H
> 0 1161 9,305 Hz,

F o) =440 (¥/2) " ~ 440 (

e f(a") =440 (¥/2) = 440,000 He,

. 1461\ ! 1461
. 1y = 440 (/2 z440-(> — 440 - = = 466.164 H
flat) (v2) 1379 1379 s
) 146112 14612
e F(RY) =440 ( %2 %440-() — 440 =22 = 493,884 H
() (V2) 1379 13792 ’ %
5 1461\ 3 14613
o F(2) =440 ( %2 %440-() — 440 -~ = 593,252 Hz.
1) (V2) 1379 1379° ’ z

V piiloze [A] jsou popsané soubory s nahravkami tént a Preludia C' Dur sklada-
tele J. S. Bacha porovnavajici pythagorejské, ptrirozené a rovnomérné temperované

ladéni v hertzech.

5.2 Centy

Jak jsme si ukazali diive, s¢itani intervalt odpovida nasobeni poméru frekvenci
(nebo prevracenych poméru délek struny). Tedy hudebni vzdalenost mezi dvéma
tony je ve frekvenci logaritmicka. Nyni si ukazeme systém méreni pomért interval
v centech, ktery prvni predstavil okolo roku 1875 anglicky matematik Alexander
Ellis (1814-1890). Tento systém spo¢iva v tom, Ze uvazujeme logaritmickou stupnici

takovou, ve které mame 1200 centi v oktavé [4, s. 158].

Priklad 23. Kolika centum odpovidd v rovnomeérne temperovaném ladéni cely ton
a kolika pulton? Hodnoty poméri v centech spocitejte pro tony durové stupmnice.

Visledky uvedte v tabulce.

Reseni. V rovnomérné temperovaném ladéni mame v oktaveé dvanact piltont. Pocet

1200

=~ Jeden pilton tedy odpovidd 100 centiim a jeden cely ton

centl v piltonu je
200 centum [4], s. 158].
Ostatni poméry vypocitame tak, ze vynasobime pocet centti v plltonu cislem

oznacujicim pozici daného tont v dvanactitonové chromatické stupnici.
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ton ct d* el f! g at ht c?
pomér || 1/1 | /2/1 | ¥/2/1 | V/25/1 | W27/1 | v/23/1 | ¥211/1| 2/1
centy | 0 | 200 | 400 | 500 700 900 1100 | 1200

Tabulka 14: Poméry frekvenci intervali rovnomérné temperovaného ladéni v centech

Pro ptfevedeni poméru frekvenci r na pocet centlt n pouzivame vztah

1
1200 - logy r = 1200 - flg —n [ s. 158]. (13)
n

Priklad 24. Urcete vztah pro prevedent intervalu o n centech na pomér frekvencir?

Resend. Vise jsme pro prevedeni poméru frekvenci na centy pouzivali logaritmickou
funkci. Jelikoz chceme udélat operaci ,zpét“, budeme k tomu potrebovat funkei
inverzni. Inverzni funkce k funkci logaritmické je funkce mocninna. Pravé funkce
inverzni totiz prevadi hodnoty ,tam a zpét“. Najdeme ji nasledovné:

Vime, ze

1200 - logy, r = n,

kde r je pomér frekvenci.

Upravime na
n

log, = -
982" = 1500

b

Pievedeme na mocninnou funkci pomoci vzorce log, c = b <= a’ = c¢. Dostaneme

27200 = 7,
Cili pfevedeni intervalu o n centech na pomér frekvenci mizeme vyjadiit vztahem
2120 /1 [ s. 158].

Kdyz uz vime, jak se poméry frekvenci prepocitavaji na centy, mizeme si to

zkusit u pythagorejského a prirozeného ladéni.
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Priklad 25. Spocitejte hodnoty intervali v centech u pythagorejského ladeni. Po-
uzijte pomery frekvenci z kapitoly [3 na s. [18.

Resend. Napiiklad interval z ¢ do d (velkou sekundu) reprezentuje pomér frekvenci

9 : 8. Dosadime do vzorce a spocitame:

)

DN | ool

In
1200 - log, (2) = 1200 - (

= 203,910 centu.
In

Ostatni intervaly spocitame analogicky. Vysledky ukazuje tabulka

tén ct d* el f1
pomeér 1/1 9/8 81/64 4/3
centy 0,000 | 203,910 | 407,820 | 498,045

ton g at ht c

pomeér 3/2 27/16 | 243/128 2/1
centy || 701,955 | 905,865 | 1109,775 | 1200,000

2

Tabulka 15: Poméry frekvenci intervali pythagorejského ladéni v centech [4, upra-

veno dle s. 158]
Priklad 26. Spocitejte hodnoty intervalu v centech u prirozeného ladéni. PouZijte
pomery frekvenci z kapitoly [f] na s. [33.

Reseni. Pocet centti u jednotlivych intervalii spocitdame analogicky jako v piedcho-

zim prikladu (viz Ptiklad 25). Vysledky ukazuje tabulka [16]

tén ct d* el f!
pomeér 1/1 9/8 5/4 4/3
centy 0,000 | 203,910 | 386,314 | 498,045

tén g at ht c?
pomeér 3/2 5/3 15/8 2/1
centy || 701,955 | 884,359 | 1088,269 | 1200,000

Tabulka 16: Poméry frekvenci intervali prirozeného ladéni v centech
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Priklad 27. Spocitejte, o kolik se v centech lisi prirozené od rovnomérné tempero-

vaného ladéni. Visledky zaokrouhlete na tri desetinnd mista.

Resend. Rozdil pomért v centech daného ténu spocitame tak, Ze vezmeme hodnotu
v rovnomeérné temperovaném ladéni (RTL) z tabulky [14] a od ni odecteme hodnotu
v prirozeném ladéni (PRIL), kterou najdeme v tabulce

Vysledky ukazuje tabulka

) PRIL RTL RTL — PRIL
fon pomeér centy pomeér centy centy

|l 1/1 0,000 1/1 0,000 40,000

cf! ¥/2/1 | 100,000

d" | 9/8 1203910 | v2/1 |200,000 || —3,910
eb! || 6/5 | 315,641 | v/2/1 | 300,000 | —15,641
el || 5/4 386,314 || v/2/1 | 400,000 | 413,686
fUoll 473 [ 498,045 | N/25/1 | 500,000 || +1,955
1t V2/1 600,000
g' | 3/2 | 701,955 | W27/1 | 700,000 | —1,955
ab' | 8/5 | 813,686 | v/22/1 | 800,000 | —13,686
a' | 5/3 884,359 | v/23/1 | 900,000 || +15,641
bt 9/5 1017,596 || v/2°/1 | 1000,000 || —17,596
ht |l 15/8 | 1088,269 | ¥/2'1/1 | 1100,000 || +11,731
A | 2/1 1200,000 | 2/1 1200,000 || +0,000

Tabulka 17: Rozdily poméri ténti prirozeného a rovnomérné temperovaného ladéni

v centech

Na obrézku [17] muzeme vidét porovnani pythagorejského (PYTH), ptirozeného
(PRIL) a rovnomérné temperovaného (RTL) ladéni v centech. Modie jsou zobrazeny
tony o stejné hodnoté vzhledem k rovnomérné temperovanému ladéni, cervené tony
o hodnoté nizsi a zelené tény o hodnoté vyssi.

Ve Francii se spiSe nez pocitani s centy pouziva k méreni pomeért intervala jed-

notka savart, pojmenovand po francouzském fyzikovi Félixi Savartovi (1791-1841).
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Obrazek 17: Porovnani pythagorejského, ptrirozeného a rovnomérné temperovaného

ladéni v centech

V tomto systému je pomér 10 : 1 vyjadien hodnotou 1000 savarti. Tedy pomeér
oktavy 2 : 1 je
1000 - log 2 = 301,030 savartu.

Jeden savart se d4 vyjadrit pomérem 1010w : 1 a je roven

1200 6

B = 1 centt [4, s. 158].
]- 000 . log 2 5 . 10g 2 379863 centu @7 S 58]

Priklad 28. Quvérte, Ze pythagorejské komma je rovno 23,460 centum. Kolik je to
v savartech [4, s. 158]7

Reseni. Pythagorejské komma je vyjadieno pomérem 3'2 /219, Dosadime do vzorce

a dostaneme
12

n = 1200 - log, ( > = 23,460 centi.

219

Pocet s savarti poméru frekvenci r je vyjadren vzorcem
s =1000-logr.

Dosadime do vzorce pythagorejské komma a vypocitame:
12

s =1000 - log ( ) = 5,885 savarti.

219
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5.3 Retézové zlomky
Nasledujici podkapitola bude pfevazné zamérena na to, jak se pomoci fetézovych
zlomkil aproximuji iraciondlni ¢isla, tedy ta cisla, ktera tvori doplnék racionalnich
¢isel do ¢isel redlnych, jak jsme si uz popsali v kapitole [T na s. [I1]

V této ¢asti budeme mluvit o tzv. dobrych aproximacich. Co je to dobra apro-

ximace daného ¢isla popisuje Vitézslav Kala v [9] s. 18] takto:

LBud { € R. Zlomek =, kde (r,s) =1 a s > 0, je dobrd aprovimace cisla §,
pokud pro kazZdé Pe Q, kde 1 < q < s, plati |r — s&| < |p — ¢¢]
q
a|r—s&| < |p— q€| plati pro vSechna p € Z.

Takto formulovana definice nam iik4, Ze zlomek £ ma nejmensi ,relativni chybu*

T

,_5‘

81 :’T—Sﬂ,
s

tedy ze se od daného ¢isla & skoro nelisi [9] s. 18].

Da se dokéazat, ze vSechny konvergenty ¢isla & > 0 davaji dobré aproximace. Zde
tento dikaz uvadét nebudeme, muzeme ho najit v [9, s. 18-19]. Co to jsou konver-
genty néjakého cisla, si vysvétlime pozdéji, az budeme mit zadefinované retézové
zlomKky.

Dnesni rovnomérné temperované ladéni je zalozené na faktu, ze

. . P - id Ty x ,
tedy ze rovnomeérné temperovand kvinta s pomérem 27z : 1 se priblizné rovna py-
thagorejské (a prirozené) kvinté s pomérem 3 : 2, coZ mizeme prepsat na

3

7
10g2 <2> ~ E [47 S. 204]

Ze hodnota zlomku % = 0,583 je dobra aproximace ¢isla
3
log, <2> = 0,584 9625007

si ukdzeme v piikladu [37] na s. [60]
Tedy pokud rozdélime oktavu na dvanact stejnych pultond, tak sedmy z nich je
dobréa aproximace kvinty. Tento fakt nés privadi k otézce, jestli ¢islo log, (%) muze

byt vyjadieno zlomkem ™, kde m,n € N, tedy jestli je racionalni [4, s. 204].
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Priklad 29. Rozhodnéte, zda cislo log, (%) je raciondlni, nebo iraciondlni. Své

turzeni dokazte [{], upraveno dle s. 20/].

Reseni. Cislo log, (%) je vhodné si nejdrive upravit. Logaritmus upravime na

log, (g) = log,(3) — log,y(2) = logy(3) — 1

a nyni nas zajima pouze, jestli ¢islo log,(3) je racionalni.

Piedpokladejme, ze Cislo log,(3) je raciondlni, tedy jde vyjadiit jako ™, kde
m,n € Nt. Pak 3 = 2%, neboli 3" = 2. Cislo 3" je vzdy liché a ¢islo 27 vidy sudé
(jelikoz m > 0), ¢ili rovnost neni moznd. Proto ¢islo log,(3), a tedy i log, (%), je

iracionalni [4, s. 204].
Dobrou aproximaci ¢isla log, (%) je tedy zlomek 1—72 Raciondalni aproximaci ira-
cionalnich ¢isel se systematicky zabyva teorie fetézovych zlomki.

Retézovy zlomek je vyraz ve tvaru

K
ay + ———
as _|_ e
kde ag,aq, ... € N a a; je obvykle kladné pro i > 1 [4, s. 204].
Tento vyraz (14)) muze byt konecny nebo mit nekoneény rozvoj. Pokud je ko-
necny, tak posledni a, nemtize byt rovno 1, protoze tato 1 by byla prevzata do

¢lenu a,_; a rozvoj by skoncil diive (napt. 1+ ﬁ muze byt prepsano jako 1+ %)

T
[ s. 204].

Pozndmka. Pro typografickou jednoduchost budeme psat retézovy zlomek ve
tvaru

[ao; ai, g, as, . . ] [4, S. 204]

Nyni si ukdzeme algoritmus popsany v [4, s. 205], diky kterému dokdzeme néjaké
realné ¢islo prevést do tvaru retézovych zlomkii.
Necht x je realné ¢islo. Pak nejvétsi prirozené ¢islo, které je mensi nez x, je dolni

celd ¢ast |x|. | x| tedy bude nase ag. Pokud je zbytek x—|z | splnujici0 < z—|z] < 1

1
z—|z]’

nenulovy, tak ho obratime na zlomek ktery je pak urcité vétsi nez jedna.
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Formalnéji tento postup muzeme zapsat nasledovné.

Necht g = x, ag = |z] a 1 = m Méame
1
T = Qg + —.
T
Takto pokracujeme. Necht a1 = |21 a 29 = m, pak
1
Tr = ag+ T
ap + —
)
Obecné, necht a, = |z,] a z,4 = m, tak
1
T = Qg + il .
Gt 1
as +
ag _|_ . e

Vyse ukazany algoritmus lze opakovat do nekonecna prave tehdy, kdyz x,, # 0,
tedy kdyz x je iracionalni. Jinak, pokud z je raciondlni, dostaneme z algoritmu

kone¢ny zlomkovy rozvoj.

Piiklad 30. Spocitejte retézovy zlomek pro ¢islo /2 pomoci algoritmu popsaného
vyse.

Resend. Na kalkula¢ce spocitdme hodnotu

V/2 = 1,059 463 094 4.

Mame ag =1 a

T = = 16,817 153745 1.

1
2 -1

Naésledné a; = 16 a zaroven

Ty = =1,2237599179.

_.171—1

Dale

1
ay =1, 73 = o= 4,4600756482,

To —

1
as =4, x4 = po— = 2,131852 301 3,
5 —

1
a1 =2, 15 = ——— =75842438129,
=
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= 1,711614 1890.

as =17, re =
Ty —
Pokracovanim bychom dostali nasledujici fetézovy zlomek
V2 = [1;16,1,4,2,7,1,1,2,2,7,4,1,2,1,60,1,3,1,2,...].

Priklad 31. Viyjddrete aprozimaci ¢isla /2 aZ do as pomoct jednoduchého zlomku

Reseni. Zapiseme Y/2 jako fetézovy zlomek v zdkladnim tvaru a postupnymi tpra-

vami prevedeme slozeny zlomek na jednoduchy.

1 1
16 + T 6+ ——v—
14+ ——7— 1+ ——
7 7
1 1
16 + 1 16 + 1
1+ Z 1+ 67
440 hd
* 15 15
1 1
=1+ =1+ =
67 67
_q 1 _q I ] 82
82 82
1461
= —— =1,059463 379 3.
1379 ’
V/2 = 1,059 463 094 4.
Véta 1. Necht cisla p, a q, jsou definovana indukcné takto:
Po = Qo, p1=aao+ 1, Dn = QnPn—1 + Pn—2 (n >2),
qo = 1; q1 = a, In = GnGn—1 + Gn—2 (n > 2)
Pak mdme
lag; a1, az,as,...,a,] = ];n M, s. 206].
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Priklad 32. Dokaste Veétu[ll

Diikaz. Dtkaz provedeme indukci pro n. Pron = 0 a n = 1 je dikaz trivialni.

Predpokladejme tedy, ze n > 2 a véta plati pro mensi hodnoty n. Pak mame

1
CL0+ 1

a1+ 1
a2+ 1
a3+...+

Ap—1 + —
Qp

Nyni pouzijeme vzorec dany vétou a za n dosadime n — 1.

1
(an—1 + a) Pn—2 +pn—3 . an(@nflpn72 +pn73> +pn72 . ApPrn—1 +pn72 _ ]ﬁ

((Zn_l + i) qn—2 + dn—3 B an(an—lqn—Z + Qn—3> + Gn—2 AnGn—1 + n—2 dn

Indukei jsme dokazali, ze véta plati pro n [4, s. 206-207]. ]
Priklad 33. Pomoct Véty vypoctéte aprozimaci ¢isla N2 aZ do as.

Reseni. Uréeme podle Véty [1] hodnoty po, ..., ps a qo, - ., ¢5. Mame py = ag = 1,
Go=1,p=aa0+1=16-1+1=17, ¢4 = a; = 16. Déle vypocteme ostatni p, g

podle vzorce az do indexu 5.

p2:a2p1—|—p0:1~17+1:18, q2:a2q1+q0:1'16+1:17,
p3 =agps +p1 =4-184+ 17 = 89, g3 =asqs+q1 =4-174+ 16 = 84,
Py = asp3z + po =2 -89 + 18 = 196, Gs = a4q3 +qo =2 -84 4 17 = 185,

Ds = asps+ps =T7-196+89 = 1461, g5 = asqy +qz = 7 - 185 + 84 = 1379.

Nyni dopocitame aproximaci

ps 1461 .
— =——=1,059463 379 3.
Q5 1 379 ’

Vidime, ze ndm vysel stejny zlomek jako u Pikladu[31] Jak vidime, tento postup
pocitani aproximaci je vS8ak mnohem jednodussi a rychlejsi nez u vyse zminéného
prikladu, kdy pocitani velkého slozeného zlomku zabere docela dost casu.

Jak jsou ale racionalni aproximace ziskané z fetézovych zlomki presné? Na to

nam odpovi nasledujici véta [4, s. 208].
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Véta 2. Necht x,, = g—: je n-ty konvergent. Chyba n-tého konvergentu rozvoje reté-

zového zlomku redlného cisla x je ohranicend

Piiklad 34. Dokazte Vétul2.

Diikaz. Jako prvni si ukdzeme, Ze pn,_1¢n — Pngn-1 = (—1)". Nejjednodussi cestou
bude diikaz matematickou indukeci.
Pron =1 mame py = ag, g0 = 1, p1 = apa1 +1, ¢1 = a1, tedy poa; —prag = —1.

Pro n > 1 pouzijeme rovnice a ze s. |p6| a dostaneme

Prn—19n — Pndn—1 = pn—l(qn—Q + anQn—l) - (pn—Q + anpn—l)Qn—l
= Pn—-19n—2 — Pn—24n-1

= _(pananl - panQn72)

Nyni vyuzijeme faktu, ze x lezi mezi

Pn—2 + ApPr—1 a Pn—2 + (an + 1)pn71
gn—2 + AnQn—1 dn—2 + (an + 1)(]1171

nebo jinymi slovy mezi 2= g LntPoot

. Vzdalenost mezi témito dvéma cisly je
dn Qn"l‘anl

Pot Doy Po| _ | (ot Pn1)tn = Puldn + Gn-1)
I+ 1 o (gn + Gn-1)n
_ | Pne1n = Pon
G Gt
S G )
G+ Gnn—1|  4n

]

Vidime, ze pokud zvolime jmenovatel ¢ ndhodné, potom intervaly mezi realnymi

¢isly tvaru 17; budou o velikosti é. Tedy minimalizovanim chyby volbou p dostaneme

’ P

i x‘ < %q. Vyznam vyse uvedené véty je takovy, ze konvergenty rozvoje te-

tézovych zlomkt jsou vyrazné lepsi nez ndhodni jmenovatelé a tedy tvori dobré

aproximace, coz jsme se dozvédéli na zac¢atku této podkapitoly 4] s. 208].
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V kapitole [3 na s. [I§ o pythagorejském ladéni jsme si ukézali, co je problém
tohoto ladéni — tzv. pythagorejské komma. Ukazali jsme si, Ze pokud postavime
nad sebe dvanact kvint a od stejného ténu sedm oktav, dostaneme se do dvou
tont, které jsou sice po provedeni enharmonické zamény totozné, ale jejich pomeér
frekvenci se lisi pravé o pythagorejské komma [7], s. 27].

Abychom dostali presnou shodu oktavovych a kvintovych vzestupnych kroku,

musela by platit pro néjaka prirozena ¢isla m a k rovnice

I\™ 2\ %
— == . 27]. 1
) e o
Priklad 35. Vyjddrete m, k z rovnice (17

Reseni. Na rovnici provedeme k-tou odmocninu:

- ()

m
3
Upravime na

a pomoci vzorce log, ¢ = b <= a°

lo (3)_m
g? 2 _k

3
log, <2> =0,5849625007

= ¢ prevedeme na logaritmus

Vysledny logaritmus

je iraciondlni ¢islo, jak jsme si uz dokdzali v prikladu 29 na s. Pythagorejsky
zpusob vzestupnych kvint tedy nevede ke koneé¢nému poctu ténti. Muzeme se vsak
pokusit nalézt takové raciondlni cislo ™, které bude dany logaritmus dobre aproxi-

movat. Pfevedeme ho tedy na fetézovy zlomek [7, s. 27-28].
3
Priklad 36. Prevedte log, (2> na retézovy zlomek aZ do ag.

Resend. Budeme postupovat stejné jako v piikladu [30| na s. . Ziskame

1
3\
1 _

082 (2)

1
= 1,409420839 7,
r1 — 1

apg = O, T, = = 1,709 511291 4,

a1:17x2:
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CLQZ]_,I'g
a3:2,x4
CL4:2,ZL‘5
CL5:3,
CL6:1,
CL7:5,
a8:2,x9:

Tg =

7 =

xrg =

1

To —

Ty —

Tg —

1

1

1

1

.2?7—1

rg —

- = 2,4424745962,
I

= 2,260016 7527,
r3 — 1
1

= 3,845906 041 5,
Ty — 1
o= 11821643905,
= 5,4895470921,
= 2,042704 401 8,

= 23,416 789 808 0.

Dostali jsme prvnich devét ¢isel fetézového zlomku. Opakovanim tohoto algoritmu

bychom dospéli dale k fetézovému zlomku

3
log, (2) =10;1,1,2,2,3,1,5,2,23,2,2,1,1,55,1,4,3,1,1, .. ]

Piiklad 37. Vypoctéte aprozimace (konvergenty) cisla log, (%) od Z—g do Z—z.

Reseni. Budeme postupovat analogicky jako v pifkladu 33| na s. .

p0:a0:07

p1:a1p0+1:1~0+1:1,

90:17

¢ =a =1,

p2=ap1 +po=1-1+0=1, @=aqg+tqgp=1-1+1=2
ps=agpa+p1=2-1+1=3, g3 =a3q2 +q =2-2+1=5,
Pa=ap3+p2=2-3+1=7, Qe =043+ q=2-5+2=12,
Ps =asps+p3s=3-7+3 =24, ¢ =a5qs +q3 =312+ 5 =41,
Pe = agps +pg =1-24+7 =31, G = agqs +q4 =1-41 412 = 53,
pr=arps+ps =5-31+24 =179, g7 = a7qs + @5 = 5 - 53 + 41 = 306,
ps = agpr +ps =2-179+31 =389, ¢s = asqr + qs = 2 - 306 + 53 = 665.
Nyni postupné spocitame konvergenty Z—g, - Z—:.
index n € N 0|1(2|3[4]|5]6|7 8
Tabulka 18: Konvergenty ¢isla log, (%)
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Takova posloupnost konvergentt by dale pokracovala az do n € N. Jmenovatelé
jednotlivych zlomki ndm udéavaji pocet tont v oktave, citatelé pak kolikaty tén
urcuje v dané soustavé kvintu. Dostavame tedy rozdéleni oktavy na 1, 2, 5, 12, 41,
53, 306, 665 ténu podle jmenovatelu z tabulky (18] [7, s. 30].

Abychom mohli vybrat mezi témito ladénimi, potrebovali bychom néjaké krité-
rium nebo kritéria, podle kterych dana ladéni seradit od téch nejméné vhodnych po

ty nejvhodnéjsi. Takova kritéria budeme mit t1i:

» bohatost, kterou budeme rozumét to, kolik a jaké melodické a harmonické

moznosti nam dané ladéni poskytuje;

« Uuspornost (nebo prakticnost), kterd bude urcovat, jestli je ladéni vhodné pro
stavbu néstroju nebo pro manipulaci s nimi (napf. aby néstroje nebyly moc

velké pro velké mnozstvi téni);

o Cistotu kvinty (nebo dokonalost) ve smyslu dobré aproximace, kterd bude

ladéni rozdélovat podle toho, jak se lisi od pythagorejské (a ptirozené) kvinty.
Priklad 38. Seradte ladéni dand jmenovateli konvergenti z tabulky [18 podle
1) bohatosti,
2) dspornosti (prakticnosti),
3) cistoty kvinty (dokonalosti).
Resent.

1) Sefazeni podle bohatosti bude jednoduché, jelikoz nejvice bohaté budou ladéni
s nejvice tony v oktavé, nejméné bohaté (nejchudsi) s nejméné tény v oktave.

Sefazeni mizeme vidét v tabulce [19

2) Uspornost, neboli prakti¢nost, je do jisté miry subjektivni, jelikoz kazdy vni-
mame toto kritérium trosku jinak. Pokusme se ale o sefazeni v nésledujici

tabulce 201

61



nejbohatsi | 665tonové ladéni
306tonové ladéni
53tonové ladéni
41tonové ladéni
12ténové ladéni
S5ténové ladéni
2tonové ladéni

1tonové ladéni

nejchudsi | Oténové ladéni

Tabulka 19: Konvergenty cisla log, (%) sefazeny podle bohatosti

nejuspornéjsi | 12ténové ladéni
5tonové ladéni
41t6nové ladéni
53tonové ladéni
306t6nové ladéni
665tonove ladéni
2tonové ladéni

1tonové ladéni

nejméné usporné | Otéonové ladéni

Tabulka 20: Konvergenty ¢isla log, (%) sefazeny podle tspornosti

3) Cistota kvinty je naopak piesné dani svymi konvergenty. Nejprve musime
zjistit, jaka jsou komma jednotlivych konvergentii. To zjistime tak, ze jmeno-
vatel konvergentu bude mocninou poméru frekvenci kvinty a c¢itatel poméru
frekvenci oktavy. Matematicky:

<3>k + 2" kde Z;: = % je konvergent.
Spocitejme komma prislusnych konvergentii a zaokrouhleme na Sest desetin-

nych mist.

62



(3>2; 13 1.8
2) 22 2 9
3
° g
(B emo¥ L
2 25 23 287
7
L] E.
3 12. . 312 1 312
5) *¥=fm 55w
24
[ ] E'
3 41 ‘ 24_341 1 _341
5) * =3 w5
31
° %'
3 53. a1 353 1 353
(2) 2T o gw g
179
" 306
3 306 170 3306 1 3306
(2) +2 T 9306 9l79 9485’
389
" 665

T 9665 9389~ 91054

2

(3)665 ) 2389 _ 3665 1 3665

Vysledky setadime do tabulky [21] podle ¢istoty kvinty vzestupné.

Systém s jednim nebo dvéma tény nemd smysl uvazovat, protoze hudba by
v takovém ptipadé byla velmi chuda, ozvlastnit by sla pouze néjakym zajimavym
rytmem.

Dal$im jmenovatelem konvergentu je ¢islo pét. Stupnici s péti tény (tzv. penta-
tonikou) se budeme podrobnéji zabyvat v dalsi podkapitole, jelikoz se tato stupnice
bézné pouziva. Podivame se na jeji riizné vystavby.

Dvanéctitonova stupnice je nam dobfe znamé, tvori hudbu, kterou poslouchdme
a tvorime. Tento systém vsak neni postaven na kvintovych vzestupnych krocich, ale

na principu rovnomérného temperovani, ktery jsme si ukazali v kapitole 5| na s.
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Hudba o 41 ténech by byla dokonalejsi ve smyslu dobré aproximace pythagorej-
ské nebo prirozené kvinty, nicméné pro praktické pouziti nevhodné (neni tispornd),
coz plati i o nasledujicich jmenovatelich jednotlivych konvergentii.

Nase stupnice o dvanacti tonech je tedy velmi dobry kompromis mezi dokonalosti

konvergentti, ispornosti a bohatosti [7,, s. 30].

konvergent mn pocet téonu komuma
k ve zlomku | v desetin. & (D) | rozdil |1 — D)
: 2 8 1,125000 0,125 000
g 5 g 0,949 219 0,050 781
z 12 i 1,013 643 0,013 643
2 41 o 0,988 603 0,011 397
8 53 o 1,002 090 0,002 090
17 306 i 0,998 978 0,001 022
389 665 S il 1,000 044 0,000 044

Tabulka 21: Konvergenty cisla log, (%) sefazeny podle Cistoty kvinty [7, upraveno
dle s. 32, Tab. 2]

5.4 Porovnani pentatonik

V této podkapitole si rozebereme rtizné moznosti konstrukce pentatoniky, stupnice
tvorené péti tony, jelikoz pravé rozdéleni oktdvy na pét témil je jedna z moznosti
dobré aproximace pythagorejské (a ptirozené) kvinty.

Ne vsak kazda pentatonika musi byt rozdélena rovnomérné temperované, tedy
ze v oktavé bude pét tont rozdélenych tak, aby kazdé dva mély mezi sebou stejny
pomeér frekvenci. Dnes se vSak spise pouziva pentatonika tvorend péti tony (¢ —d —

e — g — a) rovnomérné temperovaného dvanactitonového ladéni.

Priklad 39. Utvorte pentatoniku z rovnomérné temperovaného dvandctiténového

ladénd.

Reseni. Jelikoz méame pentatoniku tvorenou téony ¢ —d — e — g — a, staci ndm pouze

tyto tény vyjmout z rovnomérné temperovaného dvanactiténového ladéni.
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Pro prehlednost uvadime v tabulce [22] niZe.

ton c d e g a c

112 :112:1

=
W=
Y

pomér || 1:1 |2 12512

Tabulka 22: Pentatonika v rovnomérné temperovaném dvanactitonovém ladéni

Priklad 40. Utvorte pentatoniku z rovnomerné temperovaného petitonového ladend.

Reseni. Konstrukei pétitéonového rovnomérné temperovaného ladéni sestavime ana-
logickym zptisobem jako ladén{ dvandctiténové (viz piiklad [17) na s. [43)). Zeptdme
se tedy, jak bude velkych pét tona v oktave, aby méli kazdé dva mezi sebou stejnou

vzdalenost, coz mizeme matematicky vyjadrit rovnici

S

kterda ma praveé jedno kladné realné reseni x = 25.

Tony takové pentatoniky vsak nemizeme pojmenovat ¢ — d — e — g — a, jelikoz
tyto hodnoty ani priblizné neodpovidaji hodnotam v centech, coz si ukazeme hned
v néasledujicim prikladu, a takové pojmenovani ténu by se nam tedy pletlo. Proto
tony pojmenujeme pismeny fecké abecedy a — f — v — 6 — €.

Pomeéry frekvenci téchto tént podle prikladu 40| uvadime v tabulce

ton o I6; vy 4] € o
1 125:1125:1(125:112:1

SIS
SIS
(S

S

pomér || 1:1 |2

Tabulka 23: Rovnomérné temperovana pentatonika

Priklad 41. Ukazte, jok se v centech lisi dvandctitonové rovnomérné temperované

ladéni (12RTL) od rovnomerné temperované pentatoniky (5RTL).

Reseni. Spocitame poméry frekvenci intervalii » v centech n podle vzorce

1
1200 - logy r = 1200 - —ln; = n (viz vzorec 1} na s.
n

a porovname.

Vysledky uvadime v tabulce
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12RTL 5RTL
12RTL—-5RTL v centech

ton | pomér | centy | ton | pomér | centy

¢ | 1:1 100 o | 1:1 100 +0,0

d | 25:1/2000 | B |25:1|240,0 | —40,0

e | 25:1 14000 | v | 2%:1|480,0 | —80,0

g |2%:1]7000 | 6 |2:1 7200 | —200

a | 21:1 9000 | e |25:1|960,0 | —60,0

c 2:1 112000 || « 2:1 |1200,0 | +0,0

Tabulka 24: Srovnani 12ténového rovnomérné temperovaného ladéni a rovnomérné

temperované pentatoniky v centech

Vidime, ze rovnomérné temperovana pentatonika se lisi od naseho rovnomeérné
temperovaného mnohem vice, nez naptiklad pentatonika tvorena téony z ladéni pti-
rozeného (viz podkapitola na str. [33]). Porovnani rovnomérné temperované pen-

tatoniky a dvanactitonového rovnomérné temperovaného ladéni miizeme vidét na-

priklad také graficky znazornéné na obrazku [1§]

Obrazek 18: Porovnani 12ténové rovnomérné temperovaného ladéni a rovnomérné

(LN

| wo

[S21 s

(S il

(S

temperované pentatoniky podle jednotlivych mocnin

Pentatonika by se ddle mohla vytvorit vyjmutim ptislusnych tént z pythagore;j-
ského nebo prirozeného ladéni. Témito pentatonikami se vSak zabyvat blize nebu-

deme, nebof nejsou tak zajimavé.
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6 Jina temperovana ladéni

Temperovana ladéni jsou systémy odvozené od upraveného pythagorejského nebo
prirozeného ladéni tak, ze se dva tony, které se lisi o néjaké komma, srovnaji do
jednoho, aby se vytesila nemoznost modulaci a transponovani melodie [4, s. 176].

V nasledujicich podkapitolach si ukazeme nékolik dalsich temperovanych ladéni.

6.1 Stredotéonové ladéni

Stredoténové ladéni je temperované ladéni zalozené na upraveni zlomku syntonic-
kého kommatu (viz kapitola |4 na s. [33)) na kvintu, aby lépe znéla velkd tercie.
Nejpouzivanéjsi variantou tohoto ladéni je ladéni ¢tvrt-stfedotonové, které je vy-

tvorené z velké tercie o pomeéru 5 : 4 a zbyvajici tony jsou doplnény, jak nejpresnéji

je mozné. Tedy tony ¢ —d — e jsou vyjadreny pomeéry % : § : %, stejné jako f—g—a

a g —a — h. Nyni musime rozhodnout o poméru dvou ptiltont, které jsme zatim

neurcili. Jelikoz ma pét tént pomér % : 1 a do oktavy nam zbyvaji pultony dva,

jejich pomér bude
2
/50
(%)

Pro pfehlednost uvddime nasledujici tabulku [25]

:1=28:51 [ s. 177].

ton c d e f
pomér | 1:1 | v/5:2 | 5:4 2:5%
centy 0,000 | 193,157 | 386,314 | 503,422
ton g a h c
pomeér 51:1 51:2 51 :4 2:1
centy || 696,579 | 889,735 | 1082,892 | 1200,000

Tabulka 25: Diatonickd durova stupnice ve stfedoténovém ladéni |4, upraveno

dle s. 177]

Vidime, Ze kvinta v tomto ladéni uz neni ¢ista (viz podkapitola o centech na

s. [, s. 177].
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Druhym, vice pou¢nym zptsobem, jak zkonstruovat ¢tvrt-stredotéonové ladéni,
je naladit kazdou kvintu tak, aby byla blize kvinté pythagorejské. Toho dosdhneme
tak, ze kazdou zadanou kvintu snizime presné o ¢tvrtinu syntonického kommatu
k tomu, aby nam velké tercie vychazely spravné. Pokud pijdeme od tonu ¢, dosta-
neme kvintu g, ktera bude o ¢tvrtinu syntonického kommatu nize nez jeji pythago-
rejskd hodnota. Tén d bude o polovinu niz, tén a o tfi ¢tvrtiny kommatu, a konecéné
ton e bude o celé komma nize od pythagorejské tercie, coz nam da presnou rovnost
s tercii ptirozenou. Pokud bychom v tomto postupu pokracovali, dostali bychom
ton h o pét c¢tvrtin kommatu nize, nez je jeho pythagorejskd hodnota. Stejnym zpti-
sobem bychom pak dosli k tonu f, ktery by byl o ¢tvrtinu syntonického kommatu
vyssi, nez pythagorejskd kvarta [4, s. 177].

Syntonické komma nam da tedy moznost modulovat do rozumného poctu pred-
znamenani. Pythagorejské komma tuto moznost nemé, takze modulace neni stale
po kvintovém kruhu proveditelna. Rozdil mezi enharmonickymi tény ab a g je
vskutku tii syntonické komma minus pythagorejské komma, coz nam dava pomér
128 : 125 neboli rozdil 41,059 centii. Tento interval, nazyvany velké diesis, se blizi
poloviné pilténu a je uchem velmi dobfe rozpoznatelny. Nedokonald kvinta mezi
tény cf a ab (neboli kterymikoli jinymi) se ve stiedoténovém ladéni nékdy oznacuje

jako tzv. vI¢i interval [4, s. 178].

6.2 53tonové ladéni

V podkapitole |5.3| o fetézovych zlomcich na s. 53| jsme se dozvédéli, ze rozvoj Teté-

zového zlomku éfsla log, (2) vypada takto
3
log, (2) =0:1,1,2,2,3,1,5,2,23,2,2,1,1,55,1,4,3,1,1,.. ] .

Dana posloupnost konvergentii ¢isla log, (%) je pak

113 7 24 31 179 379 9126

172757127417 537 306" 665’ 15601 "’
kde jmenovatel ¢lent této posloupnosti vyjadiuje pocet tont v oktavé a citatel
nam udava, kolik téchto tént je potfeba k aproximaci kvinty (%) Tyto znalosti

budou pro zavedeni dalsich ladéni klicové, jelikoz ¢im lépe bychom aproximovali
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kvintu, tim 1épe by ndm dané stupnice znéla. Ctvrty ¢len posloupnosti vyjadiuje
aproximaci kvinty rovnomérné temperovaného ladéni, které zname a pouzivame
v dnesni dobé. Pro vybudovani dalsich ladéni by v dvahu prichazely pouze dalsi
dva cleny s 41 a 53 tony v oktavé. Jmenovatel dalsich ¢lent je uz totiz moc velky,
takové stupnice s 306 a vice tény by byly prakticky nepouzitelné [4l, s. 213].
53tonové rovnomérné temperované ladéni vyvolalo mnoho diskuzi. Napriklad
v roce 1876 Robert Bosanquet (1841-1912) sestavil harmonium s 53 tény v oktavé

(viz obrézek. Toto ladénti je zalozeno na aproximaci, ktera ukazuje pythagorejské

1200

komma rovné = v oktévé, neboli =

=3 = 22,642 centtli, spise nez prava hodnota

pythagorejského kommatu o 23,460 centech. Pokud bychom §li po kvintovém kruhu
od zacatku do konce, dostali bychom se z tonu ¢ k tonu hf, ktery je o 22,642 centii

vys. To je shodné s rovnosti
12-31 -7-53 =1,

ktera nam tika, ze rozdil dvanacti kvintovych krokti 53ténového ladéni a sedmi

oktéav odpovida jednomu kroku v 53ténové stupnici [4, s. 215].

/—l'l;.’-l'l,-“l L AR '(I"n\ -\‘\’\\'\
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Obréazek 19: 53ténové harmonium sestavené Robertem Bosanquetem [4, s. 214]

Nésledujici tabulka [26] ukazuje 53ténové ekvivalenty téni pythagorejského la-

déni.

69



ton c |hit|dv|ct| d|eb|dt]| e | f | gt
pomér || O | 1 |4 |5 |9 |13 |14| 18|22 26

ton fil g la|gt|al| blal|cd| h| c
pomeér || 27 | 31 | 35|36 |40 | 44 | 45 | 48 | 49 | 53

Tabulka 26: Chromatickd stupnice v 53ténovém ladéni [4, upraveno dle s. 215]

Tim padem je 53ténova stupnice vytvorena z péti celych ténu (kazdy z deviti
stupni) a dvou pulténu (kazdy ze ¢tyt stupnu), 5-9+2-4 = 53. V tomto ladéni je

velmi blizko aproximace kvinty jednatficatym stupném:

1
:;3 - 1200 = 701,887 cent,

ktery je lepsi nez 701,955 centt v pythagorejském ladéni [4, s. 215].

Tercie prirozené¢ho ladéni je zde aproximovana sedmnactym stupném:

;; -1200 = 384,906 cent,

coz je lepsi nez prava hodnota 386,314 centu [4], s. 215].

Pythagorejci si byli pravdépodobné 53ténového temperovaného ladéni védomi.
Pythagoriv zak Filolaos (cca 470-385 pr. Kr.) si myslel, Ze tén je rozdéleny na dva
malé pythagorejské pultéony a pythagorejské komma. Urcil tak maly pythagorejsky
pultén roven ¢tyrem kommattim, coz vytvorilo devét kommati v celém ténu. Dohro-
mady tedy dostal 53 kommat v oktavé. I ¢insky teoretik Jing Fang ze tfetiho stoleti
pred Kristem si byl patrné védom, ze ¢tyriapadesaty ton je v pythagorejském sys-
tému skoro identicky s prvnim 4 s. 217].

Po 53 je dalsim jmenovatelem posloupnosti konvergentt c¢isla log, (%) ¢islo 665.
Zv1astnimi vyhodami ziskanymi z 665t6nového rovnomérné temperovaného ladéni,
které ndm da az pozoruhodné dobrou aproximaci kvinty, jsou daleko prevazujici
fakta, ze sousedni tény jsou velmi blizko u sebe (1,805 centt1), tedy témér k nero-

zeznani, a pro hudebni praxi zcela nepouzitelné [4 s. 217].
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6.3 Ostatni rovnomérné temperovana ladéni

Ostatni déleni oktavy na rovnocenné intervaly, které byly pouzity pro ritizna experi-
mentalni ladéni, zahrnovaly déleni 19, 24, 31 a 43. 19t6nové ladéni ma vyhodu dobré
aproximace malé tercie (6 : 5) a velké sexty (5 : 3) a zaroven také aproximace velké
tercie (5 : 4) a malé sexty (8 : 5). Jedendcty stupen tohoto ladéni ndm déava apro-
ximaci kvinty (3 : 2), ktera je sice o néco horsi nez v nasem 12t6novém ladéni, ale
porad prijatelna. V tabulce 27| nize ukazujeme srovnani prirozeného a 19ténového

ladéni v centech [4] s. 217].

interval pomeér centy 19tomnovy stupen centy
prima 1:1 0,000 0 0,000
mala tercie || 6:5 | 315,641 5 315,789
velka tercie | 5:4 | 386,314 6 378,947
kvinta 3:2 | 701,955 11 694,737
mald sexta 8:5 | 813,687 13 821,053
velka sexta || 5:3 | 884,359 14 884,211
oktava 2:1 | 1200,000 19 1200,000

Tabulka 27: Srovnani pfirozeného a 19t6nového ladéni [4, upraveno dle s. 217]

Na konci sedmnéactého stoleti byl Christiaan Huygens (1629-1695) nejspise prvni,
kdo pouzival k aproximaci prirozeného ladéni ladéni 19t6nové, diky némuz mohl mo-
dulovat do jinych ténin. Tato vlastnost je s ohledem na stavbu diatonické stupnice
velmi podobnda dnesnimu 12ténovému ladéni, ale napriklad chromatické stupnice se
chovaji velmi rozdilné [4] s. 217].

Dalsim rovnomérné temperovanym ladénim je ladéni 24ténové, znaméjsi pod
jménem ctvrttonové, které nezahazuje 12 téni naseho ladéni, ale vytvari nové tény
pouze délenim. Toto ladéni nemé lepsi aproximaci poméra 3 : 2 a 5 : 4 nez ladéni
12t6nové, ale ma o néco lepsi aproximaci 7 : 4 a mnohem lepsi aproximaci 11 : 8. Dvé
fady po dvandcti ténech slozené vybranim kazdého druhého ténu lze se zajimavym
efektem stridat, ale pouziti obou fad najednou ma velkou tendenci vytvaret neshody,

tedy vSech dvacet ¢tyfi téni tohoto ladéni neni v celku pouzitelnych [4, s. 217-218].
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Priklady pouziti ¢tvrttonového ladéni muzeme najit u némeckého skladatele
Richarda Steina (1882-1942) v jeho skladbé pro violoncello a klavir Zwei Konzert-
stiicke, op. 26, z roku 1906. Vyznamnym tuzemskym skladatelem, ktery komponoval
ve ¢tvrttonovém (a nékolika jinych) ladéni, je Alois Haba (1893-1973). Héba toto la-
déni pouzil napiiklad ve své Suité pro smyccovy orchestr (1917) nebo v opetre Matka
(1927/1930) a jako prvni sestavil tzv. ¢tvrtténovy klavir (viz obrézek 20]). Dalsimi
skladateli jsou Howard Hanson (1896-1981) a Charles Ives (1874-1954), americti
skladatelé dvacatého stoleti, kteri psali hudbu pro dva klaviry také ve ¢tvrttonovém

ladéni [4] s. 218].

Obrézek 20: Ctvrtténovy klavir Aloise Haby [10]

Posledni rovnomérné temperované ladéni bude obsahovat 31 toni v oktavé. To-
muto ladéni vénujeme nasledujici podkapitolu, jelikoz v ném je neobvykle dobra

aproximace vSech ti1 intervali 3:2, 5:4a 7:4 [4, s. 218].

6.4 31tonové ladéni

31tonové ladéni bylo jako prvni prostudovano italskym hudebnim teoretikem a skla-
datelem Nicolou Vicentinem (1511-1575/6) a pozdéji také Christiaanem Huygensem,

o kterém jsme uz mluvili ve spojitosti s ladénim o devatenécti ténech. 31ténové
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ladéni ma lepsi aproximaci kvinty nez 19ténové, ovsem stale horsi nez ladéni dnesni.
Také obsahuje dobrou aproximaci velké tercie a malé sexty stejné jako velké sep-

timy [4], s. 219]. Porovnéni s pfirozenym ladénim ukazujeme v nasledujici tabulce

interval pomér | centy | 31ténovy stupen | centy
prima 1:1 10,000 0 0,000
mala tercie 6:5 | 315,641 8 309,677
velka tercie 5:4 | 386,314 10 387,097
kvinta 3:2 | 701,955 18 696,774
mala sexta 8:5 | 813,687 21 812,903
velkd septima || 7:4 | 968,826 25 967,742

Tabulka 28: Srovnani prirozeného a 31ténového ladéni [4, upraveno dle s. 219]

Hlavni vyznamem, pro¢ je zajimavé studovat 31ténové ladéni, je, ze osmnacty
ton tohoto systému necekané lépe nez kvintu prirozenou aproximuje kvintu v stte-
doténovém ladéni (696,579 centt) [4, s. 219]. VSimnéme si v tabulce [29| niZe, ze se
takto dobre aproximuje celé stifedotonové ladéni.

Obrazek ukazuje nastroj ladény v 31ténovém rovnomérném ladéni. Tento
nastroj sestavil roku 1606 ital Vitus Trasuntinis. Kazda oktdava mé sedm bilych
klaves, jak je obvyklé, a ¢tyri fady po péti klavesach na mistech, kde jsou bézné
klavesy cerné. Na mistech, kde obycejné nejsou bile klavesy rozdéleny ¢ernymi, jsou

jesté dva pary klaves, které potrebujeme do celkového poctu 31 ténii:

T4+4-5+2-2=31[4 s 220-221].
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31ténové ladéni
téon || stfedotonové ladéni v centech

stupen centy
¢ | 0,000 0 0,000
ct || 76,049 2 77,419
d | 193,157 5 193,548
eb || 310,265 8 309,677
e | 386,314 10 387,097
f | 503,422 13 503,226
fi | 579,471 15 580,645
g || 696,579 18 696,774
ab | 813,686 21 812,903
a | 889,735 23 890,323
b || 1006,843 26 1 006,452
h || 1082,892 28 1083,871
¢ || 1200,000 31 1200,000

Tabulka 29: Srovnani stfedoténového a 31ténového ladéni v centech [4, upraveno

dle s. 220]

Obrazek 21: 31ténové cembalo sestavené Vitem Trasuntinim [4) s. 220]
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Pojdme nyni prozkoumat vztah mezi stredotonovym a 31ténovym ladénim po-
moci Tetézovych zlomki. Stredoténovy systém je zalozeny na stredotonové kvinté,
kterou reprezentuje pomér v/5 : 1. Tedy se podivame na fetézovy zlomek ¢isla log, v/5.

Dostaneme

1
log, V5 = ;10825 = 05804820237

=0;1,1,2,1,1,1,1,5,1,3,3,1,2,1,7,78,2,13,5,2, .. ]

s konvergenty

1134 7 11 18 101 119
e oA s, 221].

Kdybychom tetézovy zlomek ukoncili pred ¢islem pét ve jmenovateli, dostali

18

31> €0z davd vzniknout 31t6novému rovnomérnému ladént, které

bychom aproximaci

popisujeme vyse [4, s. 221].
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7 Alikvotni rada

V 4 s. 85-91, 99-102] muzeme vidét, ze pokud zahrajeme néjaky urcity tén o dané
frekvenci na strunném nebo dechovém nastroji, tak s takovou frekvenci je dany zvuk
periodicky. Teorie Fourierovych fad nam ukazuje, ze takovy zvuk muize byt rozdé-
len do nékolika sinusovych vin s riznymi fazemi. Zakladni slozkou takového zvuku
je tzv. fundamentdl, tedy ton, ktery na nastroji realné hrajeme. Ostatni slozky se
nazyvaji alikvotni tony, které spolu s fundamentélem tvori alikvotni fadu 4] s. 136].
Takova Tada se da vyjadrit matematicky pomoci nékolika prvnich prirozenych ¢i-
sel n = 1,2,3,..., které v intervalech rovnomérné temperovaného ladéni dobte
aproximuji alikvotni tény dané pomérem n. Ukazeme si, jak se takové intervaly

s alikvotnimi tény 1isi v centech [8 s. 97].

1) Pomérem 1 : 1 je vyjadiena prima. Neni divné, Ze pomér dvou stejnych frek-

venci dava stejnou vysku.

=

o o

Obréazek 22: Alikvétni ton s pomérem 1 : 1

2) Uz jsme si ukdzali, ze pomérem 2 : 1 lze vyjadrit oktavu, kterd muze byt ozna-
covana jako hudebné nejvice konsonantni interval, protoze, kdyz ji zahrajeme,

tak pro mnohé je stézi slysitelna nebo neslysitelna viibec.

-
Obrazek 23: Alikvétni tén s pomérem 2 : 1

3) Pomérem 3 : 1 lze nejlépe vyjadrit oktavu s kvintou. To jsme mohli vidét uz
v kapitole nas. , 1 % % = 3. Soucet oktavy a kvinty nam dava 19 pualténi,

coz v rovnomérné temperovaném ladéni odpovida 1900 centim. Také jsme si
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ukazali, ze pomér 3 : 1 Ize vyjadrit v centech takto:

1200 - log, 3 = 1901,96.

Tedy aproximace pomeéru 3 : 1 je o 2 centy nizsi, coz je velmi presné.

-
Obrazek 24: Alikvétni tén s pomérem 3 : 1

4) Pomér 4 : 1 jsou vlastné dvé oktavy nad sebou, protoze 4 = 2% a 1200-log, 4 =
= 2-1200. Vidime, Ze mocniny dvojky jsou jedina prirozena cisla, ktera jsou

zcela presna.

P —

— J e
L 4

Obrazek 25: Alikvotni tén s pomérem 4 : 1

5) Dal$im zajimavym pomérem je 5 : 1, ktery lze v centech vyjadrit jako 1200 -

.....

coz jsou dveé oktavy a velka tercie. Aproximacni rozdil je priblizné o 14 centu

vyse. Tento rozdil je uz dobfe rozeznatelny pro lidi s vycvicenym sluchem.

Obrazek 26: Alikvotni tén s pomérem 5 : 1
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6) Dalsim pfirozenym ¢islem je ¢islo 6 = 3 - 2, coz je soucet oktavy a oktévy
s kvintou, tedy dvou oktav s kvintou. V centech mtizeme pomér 6 : 1 spocitat

takto:

1200 - log, 6 = 1200 - log,(2 - 3)
= 1200 - (log, 2 + log, 3)
= 1200 - log, 2 + 1200 - log, 3
= 1200 + 1901,96

= 3101,96.
Tento pomér je o 2 centy vétsi nez 3100 centti, coz je 31 piltont.

— ¢
R 2

Obrazek 27: Alikvétni tén s pomérem 6 : 1

7) Prvocislo 7 je nejmensi prirozené ¢islo, které je velmi Spatné aproximované
temperovanou chromatickou stupnici. Hodnota v centech je dana 1 200-log, 7 =
= 3368,83, ke které je nejblizsi interval o 34 pulténech (3400 centech). Tento

interval odpovida dvéma oktavam s malou septimou a je o 31 centi vySsi.

YL e

— J
R 4

Obrézek 28: Alikvétni ton s pomérem 7 : 1

8) Cislo 8 je dalif (tfet) mocnina dvojky, tedy presné tii oktavy.

L -

— dJ
K 2

Obréazek 29: Alikvétni ton s pomérem 8 : 1
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9) Prvociselny rozklad ¢isla 9 je 32, coZ odpovida dvakrat oktave s kvintou, neboli
trem oktavam se sekundou. V centech lze vyjadrit 1200 - log,9 = 1200 -
log, 32 =1200-2-log, 3 = 2-1901,96 = 3 803,92, coZ je ptiblizné ¢tyfcentovy

rozdil oproti danému intervalu.

L

— dJ
K 2

Obréazek 30: Alikvotni ton s pomérem 9 : 1

10) Pomeér 10 : 1 je aproximace oktavy s intervalem tii oktav a velké tercie (10 =

= 2-5) se stejnou chybou 14 centt jako aproximace cisla 5.

I

— ¢
R 2

Obrazek 31: Alikvétni tén s pomérem 10 : 1

11) Dalsim pfirozenym ¢islem je prvoéislo 11, které ma zatim nejhorsi aproximaci
(odchylku): 1200 -log, 11 = 4 151,32. Vsimnéme si, Ze tento alikvotni ton lezi
skoro v piilce pultéonu, mezi 41 (t¥i oktavy a kvarta) a 42 pultény (t¥i oktavy

a triton), ale blize k druhému zminénému. Je o 49 centt vys.

oyt

— d
2

Obrazek 32: Alikvétni tén s pomérem 11 : 1

12) Vime, 7e 12 = 223 je aproximovana o 14 centlt vy$ tfemi oktéavami s kvintou.

b

— dJ
K 2

Obréazek 33: Alikvotni ton s pomérem 12 : 1
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13) Poslednim pfirozenym ¢islem, které si ukazeme, je prvoéislo 13. Hodnota
v centech poméru 13 : 1 je 1200 - log, 13 = 4440,53. Pomér 13 : 1 je nej-
lepsi aproximace 44 piltont, neboli tii oktav s malou sextou. Aproximace je

okolo 41 centu niz, nez zminény interval [, s. 97-102].

e
A S

—
L g

Obrazek 34: Alikvotni tén s pomérem 13 : 1

Na obrazku vidime celou fadu tonu, kterou jsme ted vytvorili. Jak jsme si
rekli na zacatku kapitoly, tato rada se nazyva alikvotni a vSechny tony této rady se
rozeznivaji pfi zahrani nami zvoleného fundamentalu na nastroji. Nékteré vsak jsou
slyset vice, nékteré méné, — zalezi na konkrétni stavbé, materialu a tvorbé ténu na

daném nastroji.

be

-

Obrazek 35: Alikvétni rada od ténu C

Témito tény ale alikvotni fada nekonci. S dalsimi prirozenymi ¢isly vétsimi
nez 13 bychom dostali dalsi alikvétni tony, které vsak v této kapitole déle popi-

sovat nebudeme. Matematicky pohled jsme si uz totiz pro predstavu ukazali.
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Zaveér

Cilem této bakalarské prace bylo nastinit zvlasté stredoskolskému uciteli a zakovi
matematicky pohled na hudebni ladéni — pythagorejské, prirozené a rovnomérné
temperované — a ukazat resené priklady, které je mozné pouzit pro zéky jako tilohy
rozsifujici znalosti o racionalnich a iracionalnich ¢islech. Vyukovy text, ktery byl
vytvoren, je psan jazykem stifedoskolské matematiky, aby zaci neméli vétsi problémy
s pochopenim obsahu.

Préace obsahuje podrobnou konstrukci vyse zminénych ladéni razenych tak, jak
byly v déjinach objevovany. Zabyva se poméry jak zakladnich, tak odvozenych inter-
valii a matematicky je popisuje. Zajimavé je, Ze vSechna t¥i ladéni (pythagorejské,
prirozené a rovnomérné temperované) se od sebe v zdsadé moc nelisi, coz mizeme
vidét zvlasté v podkapitole zabyvajici se vyjadrenim intervalovych poméru v cen-
tech.

Soucasti prace jsou rovnéz, jiz v uvodu zminéné, zvukové soubory porovna-
vajici jednotlivé tony durové stupnice pythagorejského, prirozeného a rovnomérné
temperovaného ladéni. Tyto nahravky maji za tucel nazorné ukazat rozdily mezi
jednotlivymi ladénimi. Nékteré zvukové rozdily se vsak netrénovanym sluchem jen
stézi rozpoznavaji, coz je disledek malych odchylek jednotlivych ladéni. Posledni
ukazka porovnava prvni takt skladby Johanna Sebastiana Bacha Preludium C' dur
(BWYV 846) ve trech jiz zminénych ladénich. Bohuzel se mi nepodafilo k praci na-
jit dalsi nahravky, které by porovnavaly jednotliva ladéni, nebo dostupné webové
stranky ¢i programy, které by melodie prevadély do rtznych ladéni.

Zamérem prace také bylo vytvorit konkrétni pracovni listy pouzitelné ve vyuce
na stfednich a jinych skolach, ale pro ¢asovou naro¢nost to nebylo mozné realizovat.
Nakonec se ukazalo, ze to této bakalarské prace nijak neuskodilo, jelikoz jsem zjistil,
ze nemam dostatecné pedagogické zkusenosti na to, abych mohl vytvorit kvalitni
didaktické materialy. Také jsem se chtél puvodné v praci vénovat zlatému fezu
a jeho vyuziti v hudbé, ale rozhodl jsem se tuto kapitolu nezaradit, aby text nebyl

obsahové moc Siroky.

81



Prace by se tedy dala rozsitit v praktické ¢asti o pracovni listy a jejich nasledné
pouziti v hodinach matematiky na stfedni skole, popt. v hodindch hudebni teorie
na hudebnich konzervatorich. V teoretické ¢asti by mohlo byt zajimavé zkoumat
vyuziti zlatého tfezu v hudebnich dilech, teorii grup v hudbé nebo matematicky

popis motivické a tematické prace.
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A Zvukové nahravky

V nasledujicich dvou podkapitolach najdeme popis prilozenych nahravek ténu dia-
tonické durové stupnice (c!, ..., ¢?) a Preludia C dur, BWV 846, skladatele Johanna
Sebastiana Bacha (1685-1750) z prvniho dilu sbirky preludii a fug Das wohltempe-
rierte Klavier. Nahravky jsou v pythagorejském, prirozeném a rovnomérné tempe-

rovaném ladéni.

A.1 Nahravky tont

V prilozenych souborech najdeme nahravky porovnani tonta v pythagorejském, pti-
rozeném a rovhomeérneé temperovaném ladéni. Nahravky obsahuji vzdy dany tén
zahrany v prvnim ladéni, ve druhém ladéni a poté soucasné.

Jako zékladni tén byl vzat tén ¢t o frekvenci 261,625 Hz vypocteny dle pii-
kladu na s. [47 Ostatni tény o frekvenci f Hz byly vypocteny podle vzorce

(uvedeného ve stejném piikladu):

kde ¢ je dand frekvence ténu ¢! a r pomér frekvence hledaného ténu vici frekvenci

tonu ¢t

, a zaokrouhlena na tti desetinna mista. Poméry frekvenci pythagorejského
ladéni (PYTH) jsou prevzaty z tabulky [3| na s. , poméry frekvenci ptirozeného
(PRIL) z tabulky [7| na s. [35|a poméry frekvenci rovhomérné temperovaného ladéni
(RTL) prevzaty z prikladu[33|na s.[57 V tabulce nize jsou uvedeny dané frekvence.

Nazvy nahravek jsou ve tvaru
xx_ton_ladenil-ladeni2.mp3,

kde

XX ¢islo nahravky;
ton Cl? d17 617 f17 917 a17 h17 02;
ladenil pythagorejské ladéni (PYTH), prirozené ladéni (PRIL);

ladeni2 prirozené ladéni (PRIL), rovnomérné temperované ladéni (RTL).

Pozndmka. U nékterych toni nejsou nahravky vsech t¥i kombinaci, jelikoz frekvence

danych tént jsou v pythagorejském a prirozeném ladéni stejné.
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PYTH PRIL RTL
tén
pomér | f (Hz) | pomeér | f (Hz) pomeér f (Hz)
! 121 261,625 | 1:1 | 261,625 | (499)°:1 | 261,625
2
db|9:8 294328 9:8 | 294,328 | (141 293,664
4
el | 81:64 | 331,119 | 5:4 | 327,031 | (155%) 329,627
1 1461\ °
f 4:3 | 348,833 | 4:3 |348:833 | (15o%) 349,228
1 1461\ 7
g 3:2 | 392438 | 3:2 | 392438 | (148) 391,995
1 1461 "
al | 27:16 | 441,492 | 5:3 | 436,042 | (11) 440,000
1 1461\ 1
B\ 243128 | 496,679 | 15:8 | 490,547 | (1455) 11 | 493,884
2 1461 12
c 2:1 |523250 | 2:1 | 523,250 (m) .1 | 523,252

A.2 Nahravky Preludia C dur J. S. Bacha

V priloZenych souborech je i nahravka prvniho taktu Preludia C' dur J. S. Bacha ve
vsech tfech ladénich sestfithana z nahravek dostupnych z https://cs.wikipedia.
org/wiki/Lad’,C4%9Bn7C3%AD. Nahravka byla sesttihand proto, aby odchylky riz-
nych ladéni byly hned znatelné. Celou skladbu naleznete k poslechu na vyse uvede-
ném odkazu i v jinych ladénich.

Nazev nahravky: 14 Preludium-C-dur  PYTH-PRIL-RTL.mp3.

A.3 Seznam nahravek

01_d1_PYTH-RTL.mp3
02 el PYTH-PRIL.mp3
03 _el PYTH-RTL.mp3
04 el PRIL-RTL.mp3
05 f1 PYTH-RTL.mp3
06 gl PYTH-RTL.mp3
07 _al PYTH-PRIL.mp3
08 al PYTH-RTL.mp3
09 al PRIL-RTL.mp3
10_h1_ PYTH-PRIL.mp3

IT


https://cs.wikipedia.org/wiki/Lad%C4%9Bn%C3%AD
https://cs.wikipedia.org/wiki/Lad%C4%9Bn%C3%AD

11_hl1_ PYTH-RTL.mp3

12 _h1 PRIL-RTL.mp3

13 _¢2 PYTH-RTL.mp3

14 Preludium-C-dur  PYTH-PRIL-RTL.mp3
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