Zapoctova pisemka z Teorie informace

22. kvétna 2024

Instrukce k vypracovani: PiSte stru¢ny postup, zdivodnéni. Pfi vypocty s loga-
ritmy zjednoduste vSe tak, aby zistaly jen logaritmy od lichych prirozenych ¢isel. V
pfipadé€ kodovani ndhodné veliciny, kddujte pouze hodnoty, které maji v prisluSném
rozdéleni nenulovou pravdépodobnost. Pouzivat miiZete psaci pomticky a oficialni
tahak, ktery dostanete.

1. Méjme néhodné veliCiny X, Y, kde sdruZen€ rozd€leni Py , je ddno tabulkou

X\y[ 1 2 3
1 1/8 1/2 1/8
2 /8 0 1/8
3 0 0 0
(a) UrCete H (X). [1b.]
(b) UrCete H(X | Y). [2b.]
(¢c) UrCete I(X : Y). [1b.]
(d) Necht Z je ndhodna veli¢ina, ktera je rovna 1, pokud X = Y. Jinak je
rovna 0. Urcete H (Z | (X,Y)). [2b.]
ReSeni:
31
(a) PX ~ <Za Z’O>
3 3
H(X) = —Zlog— ——log—-=2-=1log3

(b) PY ~ <ia %’%>aPX|Y=1 ~ (%s%aO)aP)ﬂY:Z ~ (1’070)’PX|Y=3 ~ <%a %’O>
1 1 1
HX|Y)=HX Y =D+ HX Y =2)+ 7H(X|Y =3)

=2.1<_2.llogl>=l,
4 2 °°2) 72



(c) Dosadime vysledky z ptedchozich bodu

I(X : Y):H(X)—H(XlY)=%—%10g3.

(d) Z je zcela urcena veli¢inami (X, Y), proto H (Z | (X,Y)) = 0.

Presnéji feceno, Z je transformaci (X,Y). Disledné odvozeni z teo-
rie (které jsme zde nepoZadovali) by vypadalo takto: definujme f
{0,1,2} x {0,1,2} — {0, 1} predpisem f(a,b) = 1 pokud a = b, ji-
nak f(a,b) = 0. Potom z definice plyne Z = f(X,Y). Definujme jesté
g : {0,1,2}%> - {0,1,2}? x {0, 1} ptedpisem g(a, b) = (a, b, f(a, b)).
Potom g(X,Y) = (X,Y, Z). Neboli (X, Y, Z) je transformaci (X,Y), a
to prostou. Tedy H (Z, X,Y) je stejna jako H (X, Y) a podminéna ent-
ropie musi byt nula.

2. Méjme nadhodné veli¢iny X,Y z predchozi tlohy. Ozna¢me W = (X,Y). V
néasledujicich dlohach uvazujte pouze kddovani téch hodnot veli¢in, které maji
nenulovou pravdépodobnost(!):

(a) Spoctéte entropii W'. [2b.]
(b) Vymezte délku kodovych slov Shanonnova kodu pro veli¢inu W. [1b.]

(c) Najdéte Shanonntiv kéd pro veli¢inu W a spoctéte jeho stfedni délku

EC(SW)D. [2b.]
(d) Najdéte Huffmanidv binarni kod pro W a spoctéte jeho stfedni délku.
[2b.]

(e) Vyrovna se stfedni délka néjakého z koda entropii? Bylo ziejmé z néja-
kych teoretickych poznatk, Ze bude stiedni délka Huffmanova, ¢i Shan-
nonova kddu rovna/nerovna entropii? [2b.]

(f) Pokud bychom kédovali Shannonovym kédem veli¢inu Y, bude stfedni
délka kodu vétsi/menSi/rovna stiedni délce Shannonova k=odu pro W?
[1b.]

ResSeni:

(@) H(W)=—4-logz—logs =2

(b) Hodnotam (1, 1),(2,1),(3,1),(1,2),(3,2) odpovidaji délky slov (horni
cela cast logaritmu pravdépodobnosti) 3, 1, 3, 3, 3.

(¢) Vzhledem k pfedchozimu bodu odpovidaji hodnotam (1, 1), (2, 1), (3, 1),

(1,2), (3,2) naptiklad slova 000, 1, 001, 010, 011. Je tieba zachovat pre-
fixovost! Stiedni délka kodu je

[flw =EAf W) =4-3--+1.-5=2.
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(d) Jeden z moznych Huffmanovych kédt pro W splyva s Shannonovym
kédem z predchoziho bodu. Ma tedy i stejnou stfedni délku.

(e) Stiedni délky Huffmanova i Shannonova kodu se entropii rovnaji. To
bylo jasné z toho, Ze pravdépodobnosti jednotlivych jevil jsou celociselné
mocniny velikosti vystupni abecedy (tedy cisla 2).

(f) Hodnoty veli¢iny Y maji také podobu celoCiselnych mocnin ¢isla 2. Proto
stfedni délka Shannonova (i Huffmanova)kodu pro Y musi byt rovna en-
tropii Y. Ta je men$i nez entropie W. TudiZ stfedni délka Shannonova
kédu pro Y bude mensi nez stiedni délka Shannonova kédu pro W

3. Pan Vomacka si voli ¢tyfmistny ¢iselny PIN velmi lehkovazné, pouziva jen
nuly a jednicky, pficemZ jedni¢ku pouZije maximalné jednu. Kazda z moz-
nosti je stejné pravdépodobna. Ozna¢me jednotlivé pozice v PINu jako X,
i = 1..4. Nésledujici slovni zadani vyjadfi pomoci entropie, ¢i podminéné
entropie zavedenych veli¢in a vyfes:

(a) Jaka je entropie celého PINu? [1b.]

(b) Jaka je entropie tfeti pozice PINu? [2b.]

(c) Jaka je entropie tfeti pozice PINu za predpokladu, Ze je druha pozice

rovna 1? [1b.]

(d) Jaka je vzajemnd informace druhé a tieti pozice v PINu? [2b.]
ReSeni:

(a) Cely PIN odpovida uspofddané ctvetici X, X,, X5, X,. JelikoZ PIN na-
byva kazdou z hodnot 0000, 0001, 0010, 0100, 1000 se stejnou pravde-
podobnosti, je H (Xl, X,, X5, X4) = log3.

(b) Pro tfeti, ale také pro kazdou jinou, pozici plati, Ze je v jednom piipadé z
pétirovna jedné, jinak rovna nule. Tedy Py (0) = %, Py (1) = % Entropie
treti pozice (a jakékoliv jiné) je tedy

4. 4 1 1 8
H(X;)=—-log-——-log- =log5— —.
() = —5log 5~ glog 5 =log5 -2

(c) Pokud je druha pozice rovna 1, pfichazi v dvahu jen 1 PIN 0100. Dalsi
pozice jsou tedy touto podminkou zcela determinovany a podminéna en-
tropie H (X3 | X, = 0) musi byt nulova.

(d) Zname entropie jednotlivych pozic, dopo¢teme tedy sdruZenou entropii
druhé a tfeti pozice. Rozborem 5 moZnych pinti dostaneme, Ze uspora-
dand dvojice X,, X; nabyva hodnot 00, 01 a 10. Prvni moZnost nastava
ve 3 piipadech z péti, dalsi dva kazdy jednou. Tedy

3 1
Py, x,(00) = 5 Py x,(01)= Py, (01) = 5



3 3 1 1 3
H (X, X5) =—§log§—2-§log§ =10g5—§log3

I(X,:X;)=H(X,)+H(X5)-H(X,,X5)
—2 <10g5 _ %) _ <10g5 _ %logB)
3 16

=log5+ 2 log3 — =
og 5Og 3

4. (a) Zakédujte jeden z PING pana Vomacky LZ kédem (uvedte také jasné

rozbor slova). [1b.]
(b) Zakddujte jiny z PING pana Vomacky frekvenénim kédem. [1b.]
Reseni:

(a) Uvedme rozbory a kédy vSech PINi: Rozbory jsou (0, 00, 0), (0,00, 1),
(0,01,0), (0,1,00), (1,0,00), prislusné odkazy na pfedchozi vyskyty
jsou (0, 1,0), (0, 1,0), (0,1, 0), (0,0, 1), (0,0, 2). Koncové bity kodujeme
identitou. LZ kody jsou:

+(0000)=001011000
¢(0001)=001011001
+(0010)=001011100
v(0100)=0001 10110
+(1000)=010010100

(b) Uved'me frekvencni kdd pro vSechny PINy. (Pfipometime: pozice v mno-
Zinéch Ctvefic se stejnym Parikhovym vektorem c¢islujeme od nuly.)

#(0000) = 110100 0
5(0001) = 11011 101 0
£(0010) = 11011 101 1011
#0100) = 11011 101 1010
7(1000) = 11011 101 10011



