DEUTSCHUV ALGORITMUS

Deutschiv algoritmus je nejjednodussi priklad toho, Ze kvantové pocitace jsou
schopny vypocti, které presahuji schopnosti poc¢itacu klasickych. Pfedpokladejme,
7e je dana funkce f : {0,1} — {0,1} pomoci n&jakého ordkula (neboli ,erné
skrinky“, ktera na vstupu x vraci hodnotu f(z), aniz bychom cokoli védéli o zpi-
sobu vypoctu této hodnoty). Ukolem je rozhodnout, zda je f konstantni, nebo ne.
V klasickém piipadé je zfejmé, ze musime provést dva dotazy, tedy zjistit obé hod-
noty funkce f. Na druhou stranu si v8imnéme, Ze otézka sméfuje na jediny bit
informace: ,konstantni ano, nebo ne“? Neexistuje vSak zadny zpusob, jak takovou
otazku orakulu polozit. To je pfesné bod, ve kterém ma kvantovy pocita¢ pfevahu.

Situace se ponékud komplikuje otézkou, jak ma vypadat kvantové orakulum. 7Z
postulati kvantové mechaniky plyne, ze by to méla byt néjaki unitéarni transfor-
mace. Problém je ovSem v tom, ze funkce f nemusi byt injektivni, tedy ani regulérni,
tim méné unitarni. Standardni feSeni tohoto problému spociva v zavedeni pomoc-
ného kubitu, ktery reprezentuje vstupni hodnotu. Funkce f bude tedy odpovidat
dvoukubitovému operatoru Uy, ktery je pro z,y € {0,1} definovan vztahem
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kde symbol & zna¢i binarni soucet (soucet v Zy). Vsimnéme si, Ze matice Uy per-
mutuje ¢tyfi bazové stavy |00),|01),]10),|11), a je tedy zjevné unitarni (specialné
plati Uy o Uy = Id.

Uvedené konstrukce kvantového orakula je zékladem rozsiFenych schopnosti kvan-
tového algoritmu. Je proto snadné nabyt dojmu, Ze kvantovy algoritmus je uspés-
néjsi diky uvolnénéjsi definici ordkula. Tento dojem je opréavnény jen z Casti. Kvan-
tové ordkulum nema oproti klasickému zadnou vyhodu, pokud jde o bazové stavy
|0) a |1), na nichz je funkce definovana. Rozsifené schopnosti nejsou dany ani tak
konstrukei orakula, jako typicky kvantovym faktem, Ze orakulum muze zpracové-
vat i superpozice. Tim se také objevuje jista ,nedovolena® informace o vnitfnim
fungovéani orakula, totiz ze se vi¢i superpozicim stavi chova linearné.

Po vzoru algoritmickych schémat miizeme Uy zobrazit jako logické hradlo:
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Tento zapis by nemél byt sméSovan se schématem, které jsme pouzili pro polopro-
pustné zrcadlo pii popisu Machova-Zehnderova interferometru. Tam se jednalo o
operator jednokubitovy, ktery by mél byt jakozto hradlo nakreslen jako
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kde |v) = H|u), nebo jesté lépe jako
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aby bylo jasné, Zze nam nezalezi na tom, jestli je operator
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realizovan polopropustnym zrcadlem, nebo jinak. Jak uvidime, hraje pravé tento
operator H v kvantovych pocitacich vyznamnou roli a nazyva se Hadamardiv.

Kvantovy obvod realizujici Deutschuv algoritmus je pomérné jednoduchy. Se-
stava, kromé ordkula Uy, ze tif Hadamardovych hradel:
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Na obrazku jsou svislymi ¢arami vyznaceny ¢tyti faze vypoctu. Na zacatku je dvou-
kubitovy registr ve stavu
Ve druhé fazi dostavame
0411 10) - 1)
V2 V2
Vysledek orakula samoziejmeé zalezi na funkei f. Nejjednodussim p¥ipadem je f(0) =
f(1) =0, kdy Uy je identita (jednotkova matice). Pak mame
0 1 0) — |1
oy = 104 10) — 1)
V2 V2
Pokud f(0) = f(1) =1, je akce Uy dana vztahem
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Podobné miizeme postupovat v ostatnich pfipadech a dostaneme celkové vyjadreni

+1041) o M, pokud f(0) = f(1),
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S3 =
+ 100 g 02U pokud £(0) # £(1).
Konecéné
+(0) @ L pokud £(0) = (1),
S4 =

+[1) @ B2 pokud £(0) # £(1).

Nyni je pravy ¢as zméFit prvni kubit. Vlastni &islo pfislusné |0) bude znamenat,
7e f je konstantni, vlastni ¢islo pFislusné |1) opak.

Deutchuv algoritmus ve své jednoduchosti ukazuje zakladni myslenku v8ech kvan-
tovych algoritmi: superpozice stavi umoziuje v jistém smyslu spoc¢itat mnoho hod-
not soucasné. Vsimnéme si, ze Hadamardova transformace zptsobuje zpracovani
vyvéazené superpozice obou hodnot. To na druhou stranu neznamené, ze bychom



méli pfimy piistup k jakékoli funkéni hodnoté. Pokud bychom napf¥. zméfili prvni
kubit ve fazi s3, dostaneme bezcenny ndhodny vysledek, nezéavisle na funkci f.

DEUTSCHUV-J0OZSUV ALGORITMUS

Obecnéjsi forma uvedeného algoritmu se nazyva Deutschiv-Jozsiv algoritmus.
Je dana funkce f : {0,1}™ — {0,1}, ktera je bud konstantni, nebo balancovana
(tj. presné polovina argumenti nabyva hodnoty 1 a druh4 polovina hodnoty 0).
Ukolem je opét zjistit, ktera z moznosti plati.

Obvod vypada stejné jako v Deutschové algoritmu, pouze na vstupu je namisto
|0) registr |0)®™ a rovnéZ piislusné Hadamardovy transformace tohoto registru jsou
tenzorové umocnény: H®". Dostavame tak ponékud komplikovandjsi popis jednot-
livych fazi. Na zacatku mame stav
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a ve druhé fazi
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Analyzu ptipada z Deutschova algoritmu je moZné zapsat tisporné. Viimnéme si,
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Po aplikaci orakula tedy dostavame
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Pripomenme, Ze plati
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kde x - 2 = x129... 2, - 2122 ... 2, znadi skalarni soucin vektort cifer binarniho

rozvoje, tedy
n
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Pro zavére¢nou fazi algoritmu tedy dostavame

z€{0,1}™ ze{0,1}"
Jaké jsou mozné vysledky mérfeni prvniho registru? Vsimnéme si, ze kazdy bézovy
stav je v souCtu 2™-krét, s riznymi znaménky. Znaménka u stavu |0™) ovSem zaviseji
pouze na f(z). Je-li tedy f konstantni, je amplituda pravdépodobnosti stavu |0™)
rovna 1 nebo -1. Je-li naopak f balancovana, kladnych i zapornych ¢lent je stejny
pocet a amplituda pravdépodobnosti je 0. Vysledek méfeni tedy bude odpovidat
stavu |0™), pravé kdyz je f konstantni.
Vsimnéme si, ze plati obecnéjsi pravidlo, které zhruba fiké, Ze pravdépodobnost
nameéfeni nuly je tim vétsi, ¢im je funkce f blizsi konstanté.



Deutschiv-Jozsiiv algoritmus umoziuje spravnou odpovéd po jediném dotazu na
ordkulum. To vii¢i deterministickému klasickému algoritmu znamené exponencialni
zrychleni, protoZe ten potfebuje pro (jistou) odpovéd 27~ ! + 1 dotazti. Existuje
ov8em klasicky probabilisticky algoritmus s tolerovanou chybou 2%, kterému staci k
dotazii: po k ndhodnych dotazech odpovime , konstantni“, pravé kdyz jsou vSechny
vysledky stejné. Moznost chyby existuje pouze u balancované funkce a je zjevné
mensi nez pozadovana mez. Z tohoto hlediska, zejména kdyz uvazime nachylnost

kvantovych jevi k chybam, je zrychleni kvantového pocitace pouze konstantni.
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