KOMPLEXNI UNITARNI PROSTORY

Komplexni unitdrni prostor dimenze n je vektorovy prostor C" se skalarnim
sou¢inem. Pokud o = a + bi, a,b € R budeme znacit a* &islo komplexné sdruzené
s «, tedy a — bi.

Pripomenime, Ze skaldrni soucin, ktery budeme na chvili znac¢it symbolem ©, je
zobrazeni C™ x C* — C splitujici nasledujici vztahy:

uOWt+w) =uEv+udw;
u® (av) = alu ©v);
vOu=(ud®uv)*
u®u >0 prou#0.

Ctvrta podminka tiSe pfedpoklada, ze u ® u je redlné ¢&islo, coz je ovSem zaruceno
tieti podminkou. Nejdilezit&jsi je uvédomit si, Ze z podminek plyne (au) ® v =
o*(u ® v), skalarni sou¢in tedy neni linedrni v prvni sloZce. Je ovSem linearni ve
slozce druhé.

Hilbertiv prostor dimenze n, ozna¢ovany symbolem H,,, je vlastné totéz co n-
dimenzionalni komplexni unitarni prostor. Rozdil mezi pojmy unitarni prostor a
Hilberttv prostor je dan dodate¢nou podminkou, Zze Hilbertiiv prostor musi byt
uplny vzhledem k normé definované skalarnim soucinem. Tato podminka je ovSem
pro kone¢né dimenzionalni prostory splnéna vzdy, a proto oba pojmy na konecné
dimenzi splyvaji.

Skute¢nost, ze proménna u oznacuje prvek vektorového prostoru, byva nékdy
oznacovana jako u. My budeme pouzivat znaceni zavedené Diracem, bézné v kvan-
tové fyzice, které prvek vektorového prostoru oznacuje symbolem |u).

Jak uz jsme fekli, je skalarni sou¢in linedrni ve druhé slozce, tedy zobrazeni
@ : C" — C dané pfedpisem u(v) = u ® v, je linearni forma, neboli linedrni zobra-
zeni z vektorového prostoru do t&lesa (nebo, ekvivalentné, do jednodimenzionalniho
vektorového prostoru). Linearni formy samy tvoii vektorovy prostor, kterému se
k& dudlni prostor. Protoze je to, v maticovém zapisu, prostor fadkovych vektort
z C™, je dualni prostor isomorfni C", ve kterém podle konvence pouZivame vektory
sloupcové. Dudlni vektor @ k vektoru u piSeme v Diracové znadeni jako (u|. Puvod
tohoto znaceni je v tom, Ze skalarni sou¢in u ® v je nyni po vynechani znaménka
©® mozné psat jako (u|v), coZ je znaCeni pro skalarni soudin béZné pouZivané. Z
anglického slova pro zavorku, bracket, vzniklo oznaleni bra-vektor pro prvky (u]
duéalniho prostoru a ket-vektor pro prvky |v) pavodniho prostoru.

V kone¢né dimenzionalnim prostoru jsme zvykli zapisovat vektory jako n-tice
pomoci jejich soufadnic vzhledem ke zvolené bézi. Je dobré si v8imnout samoziej-
mosti, ze v piipadé aritmetického vektorového prostoru, jako je napt. C”, a pfi
volbé kanonické baze K = (eq,...,e,) je n-tice chapana jako vektor stejné jako
n-tice chdpana jako soufadnice vzhledem ke K. Formalné,
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Skalarni soucin se snadno vyjadfuje pomoci soufadnic vicéi ortonormalni bézi,
tedy vici bazi B = (by,...,b,) spliwjici (b;|b;) = d;;. Pak pro

ay
u = :
an
plati
(ul = (ai,...,ap).
To miizeme zapsat jako (u| = (|u)*)T, nebo zkracené jako (u| = |u)T.
Plati také
n
(uluy = 3 .
i=1

Pfipomefime, Ze skalarni soucin umoziuje definovat normu vektoru ||u|| jako +/{u|u).
Vsimnéme si, Ze |a| = ||a||, pokud « chapeme jednou jako komplexni &islo a jednou
jako jednodimenzionélni vektor.

SPEKTRALNI VLASTNOSTI LINEARNICH OPERATORU

Lineéarni zobrazeni (neboli homomorfismy) vektorovych prostori se také nazyvaji
(zejména ve fyzice) linedrni operdtory. Kazdy operator ¢ : C™ — C" lze, jak znamo,
reprezentovat nasobenim matici A velikosti n x m. Tato matice je dana volbou béazi
M a N prostora C™ a C™ a plati

A-A{lu)}ar = {plu)}n-

7Z predchoziho zapisu plyne, pro¢ budeme vektory C™ chéapat jako sloupce, nikoli
radky: je to prirozenégjsi kvili konvenci, Ze vektor nasobime matici operatoru zleva.
Matice nas zajimaji pravé proto, Ze to jsou (spolu s nasobenim) linearni operatory.
Mluvime-li tedy o matici, mame na mysli p¥islusny operator. Budeme proto obvykle
psat A|u), namisto A - {|u)} .

K operatoru ¢ definujeme adjungovangj operator ¢ vztahem

(" (w)v) = (ulp(v)),
kde of(u) je pro piehlednost zkratkou za of|u), a ¢(v) za ¢|v). Tento zapis muze
byt z formalniho hlediska (které fyziky obvykle tolik netrapi) trochu matouci, ale
bez Diracovy notace ho miizeme zapsat jako

o) Ov=u®p).

Neni tézké ovéfit, ze v maticovém zapisu operatoru ma symbol 1 obvykly vyznam
Hermitovsky sdruZené matice (transponované a komplexné sdruzené), ve kterém
jsme ho pouzili uz vySe pfi charakterizaci (u|. Zejména v kontextu kvantové me-
chaniky se Hermitovsky sdruzené matici ¥ika jednoduSe matice adjungovand (ackoli
tento termin byva v linearni algebi‘e Casto pouZivan pro matici definovanou pomoci
subdeterminanti).

Pro vlastnosti operatori jsou rozhodujici jejich wvlastni ¢isla a vlastni vektory.
Vlastni vektory (které jsou podle definice nenulové) uréuji jednodimenzionalni pod-
prostory, které se operatorem zobrazuji samy na sebe (jsou tedy invariantem zob-
razeni). Je-li tedy |u) vlastni vektor operatoru ¢, plati

plu) = A-u),



kde A je komplexni ¢islo, nazyvané vlastnim ¢islem piislusnym (linearnimu obalu)
vektoru |u). MnoZina vlastnich ¢isel se nazyva spektrum operatoru. Nasledujici se-
znam charakterizuje matice operatori, které maji néjaké pékné spektralni vlast-
nosti.

e Matice A je diagonalizovatelnd pokud existuje regularni matice P takova, Ze
P~ AP je diagonalni. To nastava pravé tehdy, pokud existuje baze vlastnich
vektori operatoru A. Matice P je pfitom matici pFfechodu od kanonické baze
k bazi vlastnich vektori.

e Matice A se nazyva normdlni pokud plati rovnost

AAT = AT A,

tedy pokud zobrazeni komutuje se svym adjungovanym zobrazenim. Jedna
rozkladu normalnich operatori, kterd fika, ze operédtor je normalni
pravé tehdy, pokud jeho vlastni vektory tvofi ortonormalni bazi (vzhledem
k tomu, ze vlastni vektory jsou dény az na nasobek, bylo by pfesnéjsi Fict,
7e tvori ortogonalni bézi, kterou je ovSsem mozné normovanim pievést na
ortonormalni). Existuji dvé dulezité podtfidy normalnich matic:

— Matice A je Hermitovskd, neboli samoadjungovand, pokud plati

A=Al

Hermitovské matice jsou zjevné normalni a navic maji readlna vlastni
¢isla.
— Matice U se nazyva unitdrni, pokud zachovava skalarni soucin. To plati
pravé tehdy, kdyz
UtU = E,
coz je v Diracové znaceni pékné vidét:

(ulv) = (uUTT0).

Rovnost UTU = E rovnéz ukazuje, Ze sloupce (fadky) matice U tvoii

ortonormélni bazi. Unitarni matice jsou zjevné normalni.
Vétu o spektralnim rozkladu normélnich operatori muzeme nyni také for-
mulovat tak, Ze operator je normalni, pravé kdyz je unitarné diagonalizo-
vatelny, tedy kdyz prislusna matice prechodu je unitarni. To musi platit,
protoze jak vychozi, tj. kanonicka baze, tak cilovd baze vlastnich vektoru
jsou ortonormélni. (Kanonickd béaze je ortonormalni z definice; jinak Fe-
¢eno, operatory zapisujeme podle dohody vzdy v bézi, kterd je v daném
unitarnim prostoru ortonormélni.)

Diracovo znaceni umoziuje elegantni zapis operatort projekce P, na zvoleny vektor
v. Plati:

P, = |v){v].

Soucinem aritmetického (tj. soufadnicového) zapisu vektort |v) a (v| v tomto poradi
je Ctvercova matice. Ze se jedna o projekéni operator, je vidét ze zapisu

Bylu) = [v) {v|u)

a z faktu, Ze skalarni soucin (v|u) urcuje velikost projekce vektoru u na vektor v.



Snadno se také nahlédne, ze kazdy normélni operdtor 1ze napsat jako linearni
kombinaci projekci na vlastni vektory vy, ve, ..., v, (tvoFici ortonormalni bazi).
Tedy

A = Z ai|vi>(vi|,
=1

kde a; je vlastni ¢islo prislusné vektoru v;.
To také unmoziuje definovat standardni funkce komplexnich ¢&isel pro operatory.
Je-li f:C — C né&jaka funkce, znamena f(A) operator

f(4) = Zf(ai)lviﬂvil-
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