Cviceni - kapacita kanalu

Michal Kupsa, §tépén Holub

V tomto cvic¢eni uvazujeme pouze bezpamétové kanaly (vyjma bodu 4c). Pripo-
meiime pusobeni takového kanalu na ndhodny vstup. Mame nahodnou veli¢inu §
s hodnotami v A a jeji vystup poSleme kandlem I'". Tim vznikne ndhodna veli¢ina
R =T'(.S), ktera reprezentuje vystup. Kanal a vstup zcela determinuji rozloZeni R,
ale také vzajemné rozlozeni R, S, konkrétné

P(S =a,R=b)=P(S =a) -PI(a) =0D),
tj.
P(R=b|S =a)=PI(a) =D), pokud P(S = a) > 0.
Bezpamétovy kanal budeme popisovat matici ptislusSnych pravdépodobnosti P(I'(a) =
b)w.pyeaxs
Pfipomernime, Ze
IX :Y)=HY)-HY|X)
H(Y|X)=Z[I3>(X=a)-H(Y|X=a)

acA

H(Y|X=a)=—2|]3’(Y=b|X=a)-10g[|3’(Y=b|X=a).

beB

1. UvaZujme kanal dany matici

0.5 05
(T %)
s binarni abecedou pro vstup i vystup.

(a) Pro vstup S s uniformnim rozdélenim najdéte sdruzené rozdé€leni (.S, R),
kde R =I'(S). Najdéte rozdéleni R.
(b) Urcete H(R|S), H(R)a I(R : S). Co vysledek iikid o C(I")?

(c) Zméiite S tak, aby H(R | .S) bylo minimélni. Jaké je v takovém piipadé
I(R : 5)? Rik4 to néco nového o cI)?

(d) Zméinite S tak, aby H(R) bylo maximalni. Jaké je v takovém piipadé
I(R : S)? Rika to n&co nového o C(I)?



2. Uvazujme kanal dany matici

o~ 0.5 025 0.25
0.5 025 0.25

z binarni do ternarni abecedy. Reste otazky z predchoziho bodu. Uréete kapa-
citu kanalu a zdroj ktery ho maximalizuje.

3. UvaZujme kanal dany matici

e 0.5 025 0.25
025 05 0.25

z binarni do ternarni abecedy. Urcete kapacitu kanélu a zdroj ktery ho maxi-
malizuje.

4. Uvazujme kanal dany matici

05 05 0 O
e 0 05 05 O
0 0 05 05
05 0 0 05

z abecedy A = {a, b,c,d} do sebe.

(a) Navrhnéte kdédovani f : {0,1} — A a dekédovani f 1 A - {0,1} tak,
aby se z vystupu kanalu dalo s jistotou urcit, zda byla poslana nula nebo
jednicka.

(b) Pokud to lze, co to vypovida o kapacité kanalu?

(c) Pokud zakdédujeme A jako {00,01, 10,11}, 1ze I" chapat jako dvojna-
sobné pouziti binarniho kanélu. UkaZte, Ze I neni bezpamétovy, tedy Ze
ho nelze napsat jako Fé pro zadné I',.



ResSeni a komentar

Abeceda bude vzdy sestavat z poc¢atecnich nezapornych ptirozenych ¢isel 0, 1, ..., n—
1. Funkce A znaci funkci definovanou predpisem h(x) = —x log x—(1—x) log(1—x),
tedy je to entropie nahodné veliCiny s hodnotami v {0, 1} takové, ze P(X = 0) = x.
Budeme také psat H(p,, p,, ... , p,) pro pravdépodobnostni vektor. Takovy zapis od-
povida entropii veli¢iny o pfislusném rozdéleni.

1. OznaCme p, = P(S = i), p := p,. Lze obecné dopocitat, v zavislosti na té€chto

parametrech:
Prns |HR|S=a)| P P Py
S| 0 1 0 1
0105 05 1 p |05p 05p 0.5p
110 1 0 1-p| O 1-p|1-=0.5p

HR|[S)=1-p+0-(1—-p)=p
H(R) =H(0.5p,1 —0.5p) = h(0.5p)
I(S : R)=1(p) :=h0.5p)—p

(a) Pro vstup S s uniformnim rozdélenim,

Ky 0 1
P 0(1/4 1/4
RS 1 0o 172
P, 1025 0.75

(b) Pro vstup S s uniformnim rozdé&lenim, H(R|S) = 0.5, H(R) = h(0.25) =
0.81aZ(R : S) = 0.31. Z toho dostavame, C(I') > 0.31.

(c) H(R | §) = p bude minimélni, pokud p = 0, neboli P(S = 0) = 0,
P(S = 1) = 1. Obecné, davime maximalni pravdépodobnost (tedy jed-
nic¢ku) tomu vstupu, jehoZz fadek v I' ma nejmensi entropii. Entropie toho
fadku se tak stane entropii H (R | §). V naSem ptipadé€ plati H(R) = 0,
proto I(R : §) =0. Tedy C(I') > 0, ale to plati obecné.

(d) H(R) = H(0.5p,1 — 0.5p). Zde se da nastavit p = 1, tj. P(S = 0) =
I, P(S = 1) = 0, abychom dostali uniformni rozdéleni pro R. To ma
pak maximalni entropii (ne vZdy lze nastavit zdroj tak, aby byl vystup
uniformni - srovnejte s dalSimi piiklady). Pro tuto volbu je H(R) = 1,
HR | S) =1, I(R : S) = 0. Tedy opét dostdvame trivialni dolni
odhad pro kapacitu C(I') > 0.



Tento piiklad ukazuje, Ze pfi maximalizaci Z(R : §) = H(R) — H(R | S)
nelze optimalizovat jeden ze Ciniteld bez ohledu na druhy. Graf funkce I(p)
vypada takto:

0.2 04 0.6 08 1.0

Maximum se nabyva pro p = 0.4 a ma hodnotu zhruba 0.322.

. Kanal ma vSechny fadky stejné, ¢imz naznacuje, Ze mu vibec nezilezi na
vstupu. Vypoctem se ukaze, Ze opravdu neprenasi Zadnou informaci (pro zadny
zdroj). Kromé vypoctl entropii miZzeme piimo dokazat, Ze jsou vstup a vystup
nezavislé. Plati

H(R| S) = H(0.5,0.25,0.25) - p, + H(0.5,0.25,0.25) - p, = H(0.5,0.25,0.25) = 1.5
H(R) = H(0.5,0.25,0.25) = 1.5
I(R: S)=0.

Bez ohledu na vstup ma vystup konstantni entropii i podminénou entropii a
vzhledem k nulové vzijemné informaci je nezavisly na vstupu. Kapacita ka-
nélu je nulova (zde jiZ nejde o dolni odhad, protoZe nulovou vzijemnou infor-
maci dostavame pro jakykoliv zdroj). Této kapacity pfirozené dosahuje jaké-
koliv rozdé€leni na vstupu.

D4 se ukazat, Ze nulovou kapacitu ma kanal pravé tehdy, kdyZ ma vSechny
radky totozné.

. Réadky v I' maji stejnou entropii (jsou jen propermutované), proto podmin&né
entropie H(R | §) nezavisi na zdroji .S, konkrétné

H(R|S)=H(0.5,0.25,0.25) - p, + H(0.5,0.25,0.25) - p, =
= H(0.5,0.25,0.25) = 1.5
Da se lehce nahlédnout, Ze je podminéna entropie nezavisla na volbé zdroje
pravé tehdy kdyz maji vSechny fadky v I stejnou entropii (toho 1ze docilit 1

jinak, nez jen permutaci). Potom je maximalizace vzijemné informace totoZna
s maximalizaci entropie vystupu R. V tomto piipadé,

Py = (r, 1, 75) = (0.5p + 0.25(1 — p),0.25p + 0.5(1 — p), 0.25).

Je vidét, Ze treti sloZzka nezavisi na zdroji. Intuice by méla radit, snaZit se o
co nejrovnomérnéjsi rozdéleni na té Casti, na kterou mame vliv. To potvrzuje



4.

nasledujici obecny vypocet: Nejprve ozna¢me r = r, + r;, potom
H(R) = —rylogr,—r logr, —r,logr,

"o .
:r(——logro— 710gr1> —r,logr,
r

o o 1 "
=r<—logr——log———log—>—rzlogr2
r ror r
Fo Iy
=rH<—,—>—rlogr—r210gr2.
ror

Jelikoz jsou r = 0.75 a r, = 0.25 konstanty, je tfeba maximalizovat entropii
H(%‘), %). Idedlni by bylo (nelze vzdy), kdyby se jednalo o uniformni rozdg-
leni, tedy r, = r,. Toho v tomto piipad€ lze dosdhnout, nebot rovnice

0.5p +0.25(1 — p) = 0.25p + 0.5(1 — p)

ma feSeni. Konkrétné ma feseni jediné, p = 1/2. Vzajemni informace (a za-
roven entropie vystupu) bude nejvétsi v piipadé rovnomérného rozdéleni na
vstupu, P (S =0)=0.5aP (S = 1) = 0.5. Pro tento zdroj plati

CI) =1I(R : S)=H(0.375,0.375,0.25) — H(0.5,0.25,0.25) = 0.06.

(a) Pripozadavku na presné dekddovani se snazime vybrat maximalni mno-
Zinu vstupd tak, aby se mozné vystupy pro né nepiekryvaly. MozZné vy-
stupy precteme z I'. Zde miiZzeme napiiklad volit {a, c}, protoZe a a c se
nemohou zobrazit na stejny vystup. Kédovani pak je

fO =af()=c, f@=0,fb)=0,f(c)=1,7d) =1

(b) Pokud lze kandlem bezchybné pfenést abecedu velikosti n, je kapacita
kanélu rovna pfinejmensim logn. To lze ukazat tim, Ze budeme volit
zdroj S rovnomérné€ rozloZeny na vybranych pismenech, v nasem pfi-
padé a a ¢ (nebo b a d). Vzhledem k dekddovatelnosti musi byt H(S |
R) = 0 (S je funkci R pfi zpétném dekodovéni). Z toho plyne

logn =H(S)=H(S)—H(S | R =1I(S : R).

Tedy kapacita kanalu je vét$i neZ logn. V naSem konkrétnim pfipadé
tedy C(I') > log?2 = 1. Zaroven se da spocitat kapacita kanalu tak, jako
v ptipadé tfi. Vyjde C(I') = log2 = 1.

(¢) Necht
y a b
r < d).

Pak matice pravdépodobnosti pro prichod slov délky 2, vypada nasle-
dovné



aa ab ba bb

- ac ad bc bd
Forl ca ¢cb da db
cc cd dc dd

. 'V prvnim fadku napf. vidime, ze P(I""(00) = 01) = PI7(00) = 10).
To by pro pivodni kanal znamenalo, ze P(I'(a) = b) = P(I'(a) = ¢), coz
neni pravda.

Obecné plati, Ze pisobeni bezpamétového kanalu na slova délky n, re-
spektive rozloZzeni moznych vystupi, je moZno zapsat matici, ktera je
tzv. Kroneckerovym &1 tensorovym soucinem matic pro jednotlivé pre-
nosy (takto lze definovat i kandl, ktery neni ¢asové invariantni). Tento
soucin je definovany (na pfikladu matice A typu 2 X 3 a matice B typu
m X n) jako matice

A®B:<all.B a12'B 013’B>

typu 2m X 3n. V ptipadé matice I" by matice

0.5 0.5 . 0 0
0 05 05 0

musely byt ndsobkem téZe matice. Matice I" tedy neni tensorové rozlo-
zitelna, a pfislusny kanal tedy neni bezpamétovy, ani kdyZ odstranime
podminku ¢asové invariance.



