Cviceni - Komprese dat

Michal Kupsa, §tépén Holub

Zadani

1. Mé&jme nahodnou veli¢inu X s hodnotami v abecedé A = {1,2, 3,4} a rozdé-
lenim Py (i) = ﬁ, i=1,....,4.
(a) Spoctéte jeji entropii.

(b) Najdéte pro tuto veli¢inu binarni Shannontiv kéd, spoctéte jeho stiedni
délku. Je mozné nékteré kodové slovo zkratit, abychom dostali prefixovy
koéd? Pokud ano, o kolik klesne primérna délka?

(¢) Najdéte Huffmantv binarni kéd pro predchozi zadani a spoctéte jeho
stfedni délku. MiiZeme najit lepsi prefixovy kod (mensi stfedni délku)?

2. Mg&jme nhodnou veli¢inu Y s rozlozenim Py(i) = 0,5 — —, i = 1.4.

(a) Spoctéte jeji entropii.

(b) Pouzijte Shannontv kdd pro veli¢inu X z pfedchoziho bodu a spoctéte
jeho stfedni délku E(] f(Y)]). Z vysledku vysvétlete, pro€ Ize najit lepsi
prefixovy kéd z hlediska stfedni délky kodu.

(c) Najdéte Huffmantv binarni kéd pro Y a spoctéte jeho stiedni délku.
3. Uvazujme i.i.d proces X, X,, ..., kde jednotlivé ndhodné veli¢iny maji roz-
dé€lenti stejné jako veli¢ina X definovana vyse.
(a) Spoctéte entropii H(X, X,).

(b) Uvazujme kédovani po pismenkach. Definujme kod g : A2 — {0,1}7,
predpisem g(a,a,) = f(a,)f(a,), kde f je Huffmantv kéd pro veli¢inu
X . Jaka bude stfedni délka kodu E|g(X, X,)|?

(c) Jak dlouhé zpravy musime kédovat blokovym rozsifenim popsanym vyse,
abychom si byli jisti, Ze nas vysledny blokovy kod neni optiméalni?

(d) Najdéte piedpis pro délky Shannonova kédu f : A% — {0,1}* a spo&i-
tejte jeho stiedni délku. pro ndhodnou veli¢inu (X, X,).

(e) Pokud zakodujeme vSechna pismena pomoci Shannonova kodu pro X,

a vSechny dvojice pismen pomoci Shannonova kédu pro (X, X,), bude
takto vznikly k6d na A U A? prosty? Je mozné to poznat z délek?
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(f) Pokud zakodujeme vSechna pismena pomoci Shannonova kodu pro X, a
vSechny dvojice pismen pomoci blokové konkatenace tohoto kédu, bude
takto vznikly k6d na A U A? prosty?

(g) U obou piedchozich kodi se zamyslete, zda je mozné aby nastala situace
lul < folalf@]>[f@)I.
(h) U obou piedchozich kodi se zamyslete, zda je mozné aby nastala situace

uvalf@l>|f@)

4. Pro vyse uvedeny i.i.d proces X, X,, ..., uvaZzujme prefixovy kéd f : AT —
B*, ktery je pro slova délky n definovany piedpisem y,(n)f,(u), kde f, je
Shanonntiv kéd pro (X, .., X,).

(a) Najdéte kody pro a € A.
(b) Porovnejte stiedni délku kédu E|f(X,)| s entropii.
(c) Zapiste délky kodovych slov pro u € A2

(d) Je moZné aby nastala situace |u| < |v| a |f ()| > | f(v)|?



Vysledky a reSeni

Vzhledem k vystupni abecedé pouzivame vSude ziklad logaritmu roven 2.

1.

(@) H(X)=1log5 - %logS = 1.85 (pfesnéji asi 1.84644)
(b) Jeden z moznych Shannonovych kédi psany postupné pro vstup 1 a7 4
je 1010, 100, 01, 00, se stiedni délkou 2.4. Tento kdd neni tplny, mozno

zkratit na vSech vstupech néasledovné 101, 10, 01, 00. Nyni je stfedni
délka 2.1.

(c) Nejlepsi vzhledem ke stiedni hodnoté je Huffmantiv kdd (zas neni jed-
noznacny) 000, 001, 01, 1, se sfedni délkou 1.9.

2. (a),(c) Stejné jako pro X z bodu (1), jen kodova slova budou v opa¢ném poradi.

3.

(b) Shannontv kéd f pro X z pfedchoziho bodu ma stfedni hodnotu E(| f(Y)|) =
3.1. Ze se d4 kdd zlepsit, 1ze vysvétlit vice zplisoby:

e jako vyse lze kddova slova zkritit,

e stfedni délka kodu presahuje entropii o vice nez o jedna,

e kdd necti zdsadu, Ze jevy s vétsi pravdépodobnosti maji kratsi kdd;
1ze ho tedy zlepsit prohozenim kédovych slov,

e nejpracnéjsi postup (a zde zbyte¢ny) pak je najit Shannoniv kéd
(nebo dokonce Huffmantiv) a ukazat, Ze jsou lepsi.

(a) Zi.id.plyne H(X,, X,) = 2H(X) = 3.69.

(b) Z linearity stfedni hodnoty plyne E|g(X, X,)| = 2E| f(X)| = 3.8. (Mi-
mochodem, zde neni dulezita nezavislost).

(c) Rozdil mezi entropii X a zakédovanim pomoci Huffmanova kodu je vice
nez 0.05. n-t konkatenace ma stfedni délku rovnou rnE| f(u)|, pfic¢emz
kdduje velic¢inu (X, X,, ..., X,,) o entropii n - H(X). Je to n = 20, kdy
bude rozdil entropie a stiedni délky kédu vétSineZz 1. V tu chvili je jasné,
Ze Shannontiv a Huffmantiv kéd pfimo pro n-tice bude lepsi.

(d) Usporadejme vstupy lexikograficky: 11, 12, 13, 14, 21, 22,...,44. Délky
kodovych slov jsou pak postupné 7,6,6,5, 6,5,5,4, 6,5,4,4,5,4,4,3. Sttedni
délka je 4.31.

(e) Pokud zkombinujeme Shannontiv kéd pro pismenka a Shannondv kod
pro digramy, miZe se stat, Ze pismenko bude mit pfifazené stejné kodové
slovo, jako digram, protoZe existuji digramy, které jsou zhruba stejné
pravdépodobné jako néjaké pismeno. Pokud bychom se tomu chtéli vy-
hnout, mohli bychom zkouset rizné pary Shannonovych kéda a kombi-
novat. VétSinou to nepujde.

Lze nicméné pomérné snadno rozhodnout, zda lze pro pismena a di-
gramy najit Shannonovy kody, jejichZ kombinace bude dokonce prefi-
xovy kdd. Staci vzit vSechny délky kédovych slov pro pismenka a di-
gramy, tedy 4+ 16 = 20 délek a spocitat pro n¢ ,,Kraftiv soucet*. Pokud
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je mensi roven jedné, pak to lze a vime i jak, pokud je soucet vétSi nez
jeden, pak to nelze.

(f) Sjednocenim konkatenaci dostavame prosty kod na A U A2 U ... U A",
pro libovolné n, protoZe blokové rozsiteni prefixového kddu je prefixové
(viz skripta).

(g) V pfipadé kddi z bodu (e) i (f) miiZze obecné nastat situace, kdy digram
ab ma kratsi kod neZ pismenko c. V takovém piipadé musi byt soucin
pravdépodobnosti pismen v digramu vétsi neZ pravdépodobnost pismena
¢ a to tak, aby se to projevilo pii zaokrouhlovani logaritmu pfi urco-
vani délek pro Shannoniiv kdd. V nasem konkrétnim piipadé€, nejprav-
dépodobnéjsi digram 44 ma pravdépodobnost 16/100 a délku kédu 3,
nejméné pravdépodobné pismenko 1 ma pravdépodobnost 1/10 a délku
kodu 4. V pripadé kédovani z bodu e) bude mit tedy pismeno delSi kod
nez digram. V ptipadé bodu f) je to uz jinak. Délka blokového kodu nej-
pravdépodobnéjsiho digramu 44 je 24-2. To uz neni méné nez délka kodu
nejméné pravdépodobného pismene 1. (Pokud by ov§em byly pravdépo-
dobnosti vice vychyleny, pak by popisovana situace mohla nastat i pro
blokovy kéd.)

(h) Tato situace nastat nemuZe ani v obecném piipad¢ jiného rozd€leni. Po-
kud je u prefixem v pak je pravdépodobnost u vétSi nebo rovna pravde-
podobnosti v, tedy délka Shannonova kodu pro u je mensi nebo rovna
délce Shannonova kdédu pro v. Tim jsme oSetfili kdd z bodu e). Pokud
bychom pro v uvazovali blokové rozsifeni Shannonova kddu, pak je da-
sledek ocividny, nebot kod f*(u) = f(u) pak bude pifimo prefixem kédu
fH).

Pro zajimavost, graf Huffmanova kodu pro (X, X,) vypada (napf.) takto (prav-
dépodobnosti v procentech):



4.

Tabulka (zaokrouhlenych) normalizovanych stfednich délek

E (|7 (X0.0)])

n
Shannonova a Huffmanova kodu pro n nezavislych opakovéani X vypada takto:

n|Shannon [Huffman
1 2.4 1.9

2 2.155 1.865
311.96133| 1.859
4(1.98708(1.85323
5(1.9725411.85347
6/1.92483(1.85143
711.92851(1.85111
8|1.89376(|1.85065
9| 1.9025 |1.84955

Zajimavé je, Ze Huffmantv kéd pro pét iteraci je v prepoctu na jedno pou-
ziti horSi nez pro Ctyfi iterace: souciny Ctveric pravdépodobnosti se shodou
okolnosti aproximuji mocninami dvojky relativné 1épe neZ souciny pétic. Po-
dobné pro Shannontiv kéd mezi Sesti a sedmi iteracemi a osmi a deviti ite-
racemi. Tento jev je u Shannonova kédu vzhledem k ,,bezmySlenkovitému*
zaokrouhlovani nahoru méné prekvapivy.

(a) Pro vstupy 1,2,3,4 jsou kodova slova po fadé 1011010, 101100, 10101,
10100. Je to piivodni Shannontiv kdd s prefixem y,(1) = 101.

(b) Stfedni délka koédu stoupla o 3 (délka kazdého kddového slova takto
stoupla) na hodnotu 5.4. Porovnanim s entropii 1.85 je vidét, Ze je kod
znacné neoptimalni.

t.j. 3, k délkam 7,6,6,5, 6,5,5,4, 6,5,4,4, 5,4,4,3, ptivodniho Shannonova
kédu pro digramy.

(d) MiZe to nastat, pokud ma né&jaké kratsi slovo vyrazn€ mensi pravdépo-
dobnost nez slovo delsi. Takova situace nastane kdykoliv existuji dvé
pismenka o rtizné pravdépodobnosti (pro jednoduchost nenulové prav-
dépodobnosti). Reknéme, 7e P(a) > P(b) > 0. Uvazujme u = a"*!' a
v = b". Informacni obsahy budou s # rtst linearné, t.j.

IXI’XZ’---’XnH(an) = (n+ D1Ix(a), IX] X, Xn(a") =nIy(b)

.....

Rozdil délek kédovych slov | f,,(v)| = | £, (w)| pljde tedy do nekonecna
linearnim tempem. Naopak y,(n) ma logaritmicky rist. Tedy i po zao-
krouhleni bude pro dostatecné velké n,

[ () £, (0] > 1y, (n+ D f,y (@D



