Cviceni - komprese dat II

Michal Kupsa, §tépén Holub

1. Pfipomeinime definici frekvencniho kédu:

f(u) = y1(|u|1)y1(|u|2) V1(|u|m)72(f(u)),

a uvazujme abecedy A = B = {0, 1} a obvyklé lexikografické usporadani
slov. Dekodujte
f(u) = 111010010110001 .

2. Pripomenme definici LZ kodu:

v(w) = yy(a)fepryay) f(cy) ... 72(ac(u))f(cc(u))-
a uvazujme f jako identitu. Dekddujte

v(u) = 000110110101111010010101100110100111100100
100101100010100011100000100001110111110110111111

3. Necht L(n) je délka LZ rozboru prefixu délky n nekone¢ného slovau € {0, 1}®.
Najdéte u takové, aby L(n) rostlo
a) co nejrychleji,
b) co nejpomaleji.
4. Uvazujme LZ kompresi slova u = (01)™.
a) Jak takova komprese vypada?

b) Srovnejte ji s kompresi danou vyrazem v zadani.

¢) Vymyslete modifikaci LZ komprese, ktera bude vyuZzivat fakt, Ze prefix
u délky 2(m — 1) se znovu opakuje na pozici 3.



ResSeni a komentar

1. Kéd mé v naSem piipadé formu y,(|ul,)y, (|ul,)y,(£ (). Mame

3 10 1 1 1 2 5
i | o | e— | o | e | ea—

yi(lulp) = 1110 100, 7, (lul)= 10 1, pEw)= 10 0 0l .

Slovo u tedy obsahuje deset nul a jednu jedni¢ku a mezi slovy s timto Pa-
rikhovym vektorem ma index 5. MnoZinu T'((10, 1)) Cislujeme od nuly, hle-
dané slovo u je tedy Sesé v lexikografickém seznamu této mnoZiny, tedy u =

0000100000.
2. Mame
0
—
na) =rnla)= 0, fe) =0, fle) =1,
1 1 1
—1r—r—
v2(az) = yy(ay) = 10 1 I, fle3) =0, fley) =1,
1 1 2
—1r—r—
vo(as) = yy(ag) = 10 1 0, Sfles) =0, flcg) =1,
1 2 3
—1r—r—
v2(a;) =y,(ag) = 10 0 11, f(e;) =0, fleg) =1,
1 2 4
—r—r——
Yo(ag) = v,(a )= 10 0 10, f(cg) =0, fle) =1,
1 2 5
—r—r—
vo(ay) =y(a)= 10 0 OI, f(c;) =0, flep) =1,
1 2 6
—r—r—
va(a3) = y,(a,)= 10 0 00, f(c3) =0, flew) =1
2 3 7

—r—r—

v.(a;s) = y(a) = 110 11 111, f(c;3) =0, flc)=1.

Rozbor kddovaného slova u tedy je

R@u) = 4,0,1,00,01,10,11,000,001,010,011,100,101,110,111,0000, 0001

a kédujeme posloupnost dvojic (a;, c;)

(0,0)(0, 1)(1,0)(1, 1)(2,0)(2, 1)(3,0)(3, 1)(4,0)(4, 1)(5,0)(5, 1)(6,0)(6, 1)(7,0)(7,1).

Jedna se o zacatek tzvn. Champernowneovy (binarni)posloupnosti, ktera je
seznamem vSech bindrnich slov sefazenych podle maximo-lexikografického
usporadani (nejprve fadime podle délky, poté lexikograficky).
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K bodiim 3. a 4. nejprve obecny komentar. Tyto tGlohy se zabyvaji vlastnostmi kom-
prese jednoho konkrétniho slova. To nema Zadnou bezprostiedni souvislost s teorii
univerzalnich kéda, protoZe ta se zabyva kompresi nahodnych procesu. Pro jedno
slovo (jednu zpravu, jeden komprimovany soubor ...) nedava dobry smysl se ptat,
zda se jedna o optimélni kompresi:

e optimalita komprese je definovana pro entropii prislusného procesu;

e pevné zvolené slovo lze vzdy ,,optimalné* zakédovat napt. nulou. K6d nula
pak prosté znamena: ,,to specialni slovo, které jsme zvolili“.

S timto pfedbéZnym varovanim mutizeme nicméné zkoumat vlastnosti LZ komprese
1 na jednotlivych slovech.

3. Poznamenejme nejprve, Ze rychlost riistu rozboru vyjadiuje G¢innost kom-
prese: rychly rist znamena malou kompresi a naopak. Kéd je totiZ pravé za-
kédovany rozbor. Kratky rozbor znamena, Ze se ve slové opakuji dlouhé useky,
které umoznuji efektivni odkazy typy ,.to uz jsme vidéli“, které jsou podstatou
LZ komprese.

a)

b)

Délka rozboru roste nejpomaleji pro posloupnost 0“ (nebo 1¢). Slovo
délky n(n + 1)/2 ma rozbor délky n + 1. Takovou posloupnost miizeme
popsat ndhodnym procesem, kde pravdépodobnost nuly je jedna. Pro ta-
kovy proces jizZ dava smysl ovérit, zda je LZ komprese optiméalni. Protoze
proces ma nulovou entropii, musi byt limita (primérné) délky kédu pre-
fixu délky n vydé€lené n nulova. Slovo ,,primérné* je v zavorce, protoze
proces je deterministicky a slovo dané délky je jen jedno. Ovéfujeme
tedy, zda

o BODL

im =

n—o0o n

0,

coz jisté plati, protoZe délka kodu je shora odhadnuta néjakym ndsobkem
logn - \/Z (kde log n zastupuje délku kédu jednoho slova rozboru).

Nejrychleji naopak roste pravé rozbor Champernowneovy posloupnosti.
Podslovo délky d se totiz zopakuje az poté, co jsou vycerpana vSechna
ostatni slova délky d. Champernowneova posloupnost je tedy pro LZ
kompresi nejhorS$i moZnosti. Lze ukazat, Ze délka rozkladu prefixu této
posloupnosti délky n se asymptoticky bliZi n/ log n. Protoze délka kédu
se asymptoticky blizi C(u)log C(u), vidime, Ze kompresni

Lze 1 tuto situaci popsat s ohledem na optimalitu komprese, tedy s ohle-
dem na néjaky ndhodny proces? V tomto piipad¢ je situace vyrazné méné
jasna. Champernowneova posloupnost je moznym vystupem jakéhokoli
1.i.d. procesu, jehoZ nosi¢ obsahuje obé pismena. To ilustruje pfidavek
,,skoro jisté*“ ve vété o optimalité komprese. Proces s malou entropif
musi byt podle této véty dobfe komprimovatelny pomoci LZ. To plati pro



b)

9)

vSechna slova azZ na mnoZinu miry nula. Champernowneova posloupnost
je kandidatem na prvek takové nekomprimovatelné mnoZiny miry nula.

Nejhife komprimovatelny proces je i.i.d. proces s uniformnim rozdéle-
nim. Ten ma entropii jedna a je tedy nekomprimovatelny. Délka kodu
takového procesu musi byt (opét skoro jisté) v limité rovna délce kom-
primovaného slova. Komprese je tedy zcela net¢inna. Kéd bude nao-
pak typicky zpravu prodluzovat o ,,transakcni naklady“, jejichZ vyznam
bude ov§em asymptoticky zanedbatelny. Uniformné nahodny proces tedy
produkuje skoro jisté nekomprimovatelné posloupnosti, coz jsou ty, u
kterych (v limité) odpovidaji relativni Cetnosti podslov jejich pravdépo-
dobnosti. Takovym posloupnostem se tika normdlni. Champernowne-
ova posloupnost je jednou z nich. Z vySe uvedeného rozkladu je vidét,
Ze komprese je pro ni asymptoticky stejné dobra jako nekomprese (opét
uvazme, Ze jedna dvojice ma kéd délky zhruba log n).

Pro tento pfipad plati podobna (byt o hodné komplikovanéjsi) analyza
jako pro posloupnost 0“ vySe. VSimnéme si zejména, Ze slovo (01)® ob-
sahuje jen dvé slova libovolné délky, délka rozboru je tedy v porovnani s
0“ zhruba polovi¢ni. Poznamenejme také, Ze tato posloupnost je produ-
kovana markovskym procesem se dvéma stavy a deterministickou pre-
chodovou funkci. Proces tedy mé entropii nula.

Tato otazka poukazuje na to, Ze posloupnost ma velmi efektivni zapis
(kompresi) sestavajici z ¢isla m (jehoz zapis ma délku log n). Je ovSem
opét tieba pfipomenout, Ze existence kratkého zapisu nesouvisi pfimo
s otazkou komprese procesu. Kratky zapis ma i Champernowneova po-
sloupnost (totiZ jeji slovni popis, ktery jsme uvedli, resp. algoritmus,
ktery ji generuje). V piipadé€ periodickych posloupnosti ov§em kréatkost
popisu odpovidé urc¢itému deterministickému markovsky procesu, ktery
ma nulovou entropii. Kompresni pomér proto asymptoticky klesa k nule
1 pro LZ kompresi.

LZ komprese, kterou pouzivame, se pfesnéji nazyva LZ78 (podle roku
publikace). Varianta, na kterou poukazuje tato otazka, se nazyva LZ77.
Tato varianta umoziuje odkazovat na posloupnosti, které se s pravé zkou-
manou pozici prekryvaji. To je Gcinné€jsi pravé pro periodické dseky.
Tato varianta pouziva odkaz na misto predchoziho vyskytu pravé zpra-
covavaného useku a jeho délky. Jinak feceno (i,d) znamena: zopakuj
usek délky d zacinajici na pozici i. (Prvni vyskyt v§ech pismen je pfitom
treba zakodovat jinak). Naptiklad rozbor slova 0101010 je tedy podle
LZ77 roven 4,0, 1,01010, pficemzZ posledni ¢len rozboru je reprezento-
van dvojici (1, 5). (Celé slovo lze kédovat napft. jako (0, 0), (0, 1), (1, 5).)



