Cviceni - procesy

§tépén Holub, Michal Kupsa

UvaZujme néhodny proces X = (X)), na dvouprvkové abecedé¢ A = {0, 1}
dany timto pfechodovym grafem:

a
p

1. Napiste prechodovou matici procesu.

(w57755)
a+p a+p

je stacionarni rozdé€leni procesu.

2. Ovérte, Ze

3. Pro jakéd a a f je proces 1.1.d?
4. Urcete entropii ptisluSného procesu pii stacionarnim rozdéleni.

5. Dokazte, Ze (X 2 ) e, J€ také markovsky proces, napiste jeho prechodovou ma-
tici a urcete jeho stacionarni rozdéleni.

6. Urcete vzajemnou informaci 7 (X it X; +1) al (X . ¢ +2) pfi stacionarnim
rozdéleni.

ResSeni
Poznamenejme nejprve, Ze zadani pokryva zcela obecny piipad nahodného markov-

ského procesu na dvouprvkové abeced€. Tomuto pfipadu se také vénuje CT, Exam-
ple 4.1.1. na str. 73n.



1. Pfechodova matice je matice M, ; = P(X,,, = j | X, = i), tedy

l—a a
w= (5,0

2. Stacionarni distribuce je podle definice X, zaruCujici X, = X,, i € N. Tomu
odpovida, Ze vektor y = (P(X, = 0), P(X, = 1)) spliiuje uM = p. Ovéite rozepsa-
nim, Ze tento vztah opravdu zarucuje X, = X,. Stali tedy tento vztah ov¢fit pro
navrzeny vektor.

3. Proces je i.1.d, pokud plati P(X,,, = j | X, =i) = P(X,,, = j) pro vSechna i, j.
Pro pfechodovou matici to znamenad, Ze jeji fadky musi byt stejné. Pti pohledu na
graf to znamena, Ze ob¢ vstupni Sipky musi mit stejnou hodnotu. Z kazdého z té€chto
pohledi lze ziskat podminku 1 — @ = f neboli @ + f = 1. VSimnéte si, Ze v tomto
ptipadé ma X, i > 1, rozdéleni (f, 1 — f) = (1 —a, a) (které je zaroveni stacionarnim
rozdélenim tohoto procesu) bez ohledu na pocatecni rozdéleni X|,.

4. Entropie procesu je definovana jako limita primérné entropie pocatecnich vektort
X, Pro stacionarni pfipad nenf tfeba nic primé€rovat, entropie procesu je rovna
piirtstku entropie v jednom kroku, tedy podminéné entropii H(X,,, | X,), neboli
H(X, | X,). Tuto hodnotu je zde vhodné vyjadfit jako stfedni hodnotu jednotlivych
entropii:

H(X1|X0)=ai-H(X1|XO=0)+ *

+p o+
piicemz H(X, | X, =0) = h(a) a H(X, | X, = 1) = h(p), kde

5 MG X = 1),

h(x)=H(x,1-x)=—-x-logx - (1 —x)-log(l —x)
je zndma funkce entropie binarni ndhodné veli¢iny s rozdélenim (x, 1 — x).
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5.Rozdéleni Py,  je Py  -M arozd€leni Py = Py -M.Tedy Py =Py -
M?. Proces <X2i)ieN je tedy opét markovsky a jeho prechodovi matice je druha
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mocnina M. Pro zapis M? je vhodné si uv&domit, co jsme fekli na za&atku. Jedna
se opét o markovsky proces nad binarni abecedou, jen s jinymi parametry. Po tpravé

dostavame
l—c-a c-a
2 _
M_< c-p 1—c~ﬂ>’

kde ¢ = 2 — (@ + f). Neni prekvapenim, Ze pro piipad i.i.d., tedy pro a + f = 1,
dostavame M? = M.

Stacionarni rozdéleni X’ je stejné jako pro X. To lze zjistit nékolika zpisoby.
Jednak miizeme do jiz ovéfeného vztahu pro stacionarni vektor dosadit nové precho-
dové pravdépodobnosti a zkratit c. Nebo milizeme (zbyte&né pracng) ovéfit uM? =
U, coz je ovSem ziejmé ze zapisu (uM )M . To také odpovida jednoduché avaze: pro
soucasné X, maji vSechna X, stejné rozdéleni, tedy i vSechna suda.

6. Pro vypocet vzajemné informace pouZijeme souctovy vzorec

I(X,:X,)=H(X,)-H(X,]X,),

piicemz H(X,) = h (Tﬂ> a pro H(X, | X,) = H(X') miZeme pouZit jiZ spoc-
tenou hodnotu upravenou pro koeficienty matice M2, tedy «’ = c-aa p = c - p.
MiZeme tedy rovnou napsat hodnoty pro oba procesy

. _ a b o«
I(XI.XO)_h<a+ﬂ> —Lh@) = =),

1%, X)) =h (=2 ) ==L ()= = n(p)
2 - A0 a + p a + p a + p ’
kde ve druhém vzorci mliZzeme vyuZit rovnosti

a _d g F
a+pf o +p’ a+pf o +p’

které uz navic zname z rovnosti stacionarnich rozdé€leni pro procesy X a X'.
V tomto vzorci je pékné vidét, Ze vzijemna informace je kladna diky konkavnosti
entropie. S vyuZzitim rovnosti A(f) = h(1 — f) miZeme psat

cx)=n( P @ q_p)__? % pa-
I(Xl.XO)—h<a+ﬁa+a+ﬂ(1 ﬁ)) a+ﬂh(a) a+ﬂh(1 p)

a vidime, Ze vzajemna informace je svisla vzdilenost mezi bodem na grafu A v bodé

ﬁ a tétivou mezi hodnotami v bodech @ a 1 — . Vz4jemna entropie je tedy neza-

porni a je nulova, jen pokud @ = 1 — f3, coz je jiz vySetifeny piipad nezavislosti.



Predchozi postup miizeme opakovat a vySetfovat vzdjemnou entropii X, a X .
Je intuitivné zfejmé, Ze zavislost by méla postupné klesat, vzajemna entropie by se
tedy méla bliZit k nule. To se skutecné déje, protoze a + f se blizi k jedné. To je
vidét z hodnoty c. Je-litotiZa + f=1+¢,pakc=2—-(a+f)=1—-¢,a

d+pf=c-(@+p=>0-e)1+e)=1—¢%

Vzdalené veli¢iny procesu jsou tedy téméf nezavislé.

Pozn.: VysSetfovali jsme binidrni markovské procesy se stacionidrnim rozdéle-
nim. Pro markovské procesy nad libovolnou (kone¢nou) abecedou, a to i pro
ty nestacionarni, plati, Ze entropie (definovana limitou) existuje. Plati také, za
jistych podminek zkoumanych tzv. ergodickou teorii, Ze rozdéleni procesu ke
stacionarnimu konverguje.



