Cviceni - procesy

§tépén Holub, Michal Kupsa

UvaZujme néhodny proces X = (X)), na dvouprvkové abecedé¢ A = {0, 1}
dany timto pfechodovym grafem:

a
p

1. Napiste prechodovou matici procesu.

(w57755)
a+p a+p

je stacionarni rozdé€leni procesu.

2. Ovérte, Ze

3. Pro jakéd a a f je proces 1.1.d?
4. Urcete entropii ptisluSného procesu pii stacionarnim rozdéleni.

5. Dokazte, Ze (X 2 ) e, J€ také markovsky proces, napiste jeho prechodovou ma-
tici a urcete jeho stacionarni rozdéleni.

6. Urcete vzajemnou informaci 7 (X it X; +1) al (X . ¢ +2) pfi stacionarnim
rozdéleni.

ResSeni
Poznamenejme nejprve, Ze zadani pokryva zcela obecny pfipad homogenniho na-

hodného markovského procesu na dvouprvkové abecedé. Tomuto pfipadu se také
vénuje CT, Example 4.1.1. na str. 73n.



1. Pfechodova matice je matice M, ; = P(X,,, = j | X, = i), tedy

l—-a «

M= ( P ﬂ) |
2. Stacionarni rozdéleni je podle definice takové rozd€leni Py , které zarucuje Py =
Py.,i € N. Tomu odpovid4, Ze vektor u = (P(X, = 0), P(X, = 1)) spliiuje uM =
u. Ovérte rozepsanim, Ze tento vztah opravdu zarucuje Py = Py .Stacitedy tento
vztah ovéfit pro navrZzeny vektor.
3. Proces je i.i.d, pokud plati P(X,,, =j | X, =i) = P(X,,, = j) pro v§echna i, j.
Pro pfechodovou matici to znamena, Ze jeji fadky musi byt stejné. Pfi pohledu na
graf to znamena, Ze ob¢ vstupni Sipky musi mit stejnou hodnotu. Z kazdého z té€chto
pohledt lze ziskat podminku 1 — @ = f neboli @ + f = 1. VSimnéte si, Ze v tomto
pfipadé ma X, i > 1, rozdéleni (f,1—p) = (1 —a, @) (které je zaroven stacionarnim
rozdélenim tohoto procesu) bez ohledu na pocatecni rozdéleni X|,.
4. Entropie procesu je rovna limité primérného piirtistku H (X . X [0..n)) . Toje diky
markovskosti rovno primérné hodnoté H (X . X n_l). Pro stacionarni piipad neni
tieba nic primérovat, entropie procesu je rovna piiriistku entropie v jednom kroku,
tedy H(X, | X,). Tuto hodnotu je zde vhodné vyjadrit jako stfedni hodnotu jednot-
livych entropii:

H(X1|X0)=a—f_ﬂ-H(X1|X0=O)+ai

5 HOG X, = 1),

pricemZ H(X, | X, =0) = h(a) a H(X, | X, = 1) = h(p), kde
h(x)=H(x,1-x)=—-x-logx — (1 —x)-log(l —x)
je znama funkce entropie binirni ndhodné veli¢iny s rozdélenim (x, 1 — x).
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Maéme tedy

s a

5.Rozdéleni Py _je Py -M arozd&leni Py = Py -M.Tedy Py = Py -M?>.
2i+2 2i+1 2i+1 2i 2i+2 2i
Proces (X 2i>ieN je tedy homogenni a jeho prechodova matice je druhd mocnina M.

-h(p).
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Varovani: Pravé provedené tivahy jsou silné sugerované zakreslenim pro-
cesu do grafu. Jejich ospravedInéni ale vyZaduje dikaz, ktery najdete na konci
cviceni.

Pro zapis M? je vhodné si uvédomit, co jsme fekli na zac¢atku. Jedna se opét o
markovsky proces nad binarni abecedou, jen s jinymi parametry. Po Gpravé dosta-

vame
l—c-a c-a
2 _
M_< c-p 1—c~ﬂ>’

kde ¢ = 2 — (@ + f). Neni prekvapenim, Ze pro piipad i.i.d., tedy pro a + f = 1,
dostavame M? = M.

Stacionarni rozdéleni X’ je stejné jako pro X. To lze zjistit nékolika zptsoby.
Jednak mtizeme do jiz ovéfeného vztahu pro stacionarni vektor dosadit nové precho-
dové pravdépodobnosti a zkratit c. Nebo miizeme (zbyte&né pracng) ovéfit uM? =
u, coz je ovSem ziejmé ze zapisu (uM )M . To také odpovida jednoduché avaze: pro
soucasné X, maji vS§echna X, stejné rozdéleni, tedy i vSechna suda.

6. Pro vypocet vzajemné informace pouZijeme souctovy vzorec

I(X,:X,)=H(X,)-H(X,]X,),

piicemz H(X,) = h (Tﬂ) a pro H(X, | X,) = H(X') miZeme pouZit jiZ spoc-
tenou hodnotu upravenou pro koeficienty matice M2, tedy ' = c-aa fp =c- f.
MiZeme tedy rovnou napsat hodnoty pro oba procesy

I(Xl:XO):h< “ > P ey = nep).

a+p _a+ﬁ a+p
T(X,: X)) =h(-2% P (o LA
(X2 : Xy) = o +p ) o +p (a)_a’+ﬂ’ (7) -
kde ve druhém vzorci mliZzeme vyuZit rovnosti
a g F
atf o+ atf a+p

které uz navic zname z rovnosti stacionarnich rozdé€leni pro procesy X a X'.
V tomto vzorci je pékné vidét, Ze vzijemna informace je kladna diky konkavnosti
entropie. S vyuZzitim rovnosti A(f) = h(1 — f) miZeme psat

Sy ) p a__a\__P __«a _
I(Xl.XO)—h<a+ﬁa+a+ﬂ(l ﬁ)) a+ﬂh(a) a+ﬂh(1 p)

a vidime, Ze vzdjemna informace je svisla vzdilenost mezi bodem na grafu 4 v bodé

%ﬂ a tétivou mezi hodnotami v bodech @ a 1 — . Vz4jemna entropie je tedy neza-
[

porna a je nulova, jen pokud a = 1 — f, coZ je jiZ vySetieny ptipad nezavislosti.




Predchozi postup miizeme opakovat a vySetfovat vzdjemnou entropii X, a X .
Je intuitivné zfejmé, Ze zavislost by méla postupné klesat, vzajemna entropie by se
tedy méla bliZit k nule. To se skutecné déje, protoze a + f se blizi k jedné. To je
vidét z hodnoty c. Je-litotiZa + f=1+¢,pakc=2—-(a+f)=1—-¢,a

d+pf=c-(@+p=>0-e)1+e)=1—¢%

Vzdalené veli¢iny procesu jsou tedy téméf nezavislé.

Poznamka: Vysetfovali jsme binarni markovské procesy se staciondrnim
rozdélenim. Pro markovské procesy nad libovolnou (kone¢nou) abecedou, a to
ipro ty nestacionérni, plati, Ze entropie (definovan limitou) existuje. Plati také,
za jistych podminek zkoumanych tzv. ergodickou teorii, Ze rozdéleni procesu
ke stacionarnimu konverguje.

Dodatek o podprocesu sudych slozek

Pripometime, Ze pfechodova matice mezi veli¢inami A a B je definovéana pro a €
s (P,) piedpisem
my,=P(B=>b|A=a)
a mimo nosi¢ P, 1ze m , volit libovolné, poloZme v takovém pfipadé m , = 0.
V argumentaci predchazejici varovani vyse jsme vynasobili dvé pfechodové ma-
tice, coz lze pro markovsky fetézec X — Z — Y ospravedlnit nasledujicim vypo-



¢tem, kde s¢itame pres vSechna z, pro které je P (X = x, Z = z) nenulové:

PY=y|X=x)=)P¥=bZ=z|X=x)
=2|p(Z=z|X=x)[P>(Y=b|Z=z,X=x)
:ZP(Z:le:x)[P’(Y:ylZ:z)

- Z(sz)xz “(Mzy)zy = (Myz - Mzy)y.

VSimnéme si, Ze u tieti rovnosti pouzivime predpoklad, Ze fetézec je markovsky.
Pokud by prechod mezi Z a Y zavisel na X, ivaha by nemusela platit, bez ohledu
na to, Ze plati vztahy pro nasobené matice.

Uvedeny vztah jsme u naSeho binarnitho procesu pouZili pro fetézec X,, —
Xoui1 = Xou40- Jak ale vime, Ze je markovsky? Uvazme, Ze definice markovského
procesu fikd, Ze markovsky je fetézec Xy 5,41 = Xoup1 = Xoppo-

Zde je vhodné rozsitit nasi teorii Markovskych fetézct délky tii o nasledujici po-
znatky, které plati pro libovolnou ¢tveftici diskrétnich ndhodnych veli¢in X, Y, Z, W'

e Predpokladejme (X,Y) > Z - W.PakY - Z - W
(pravidlo selekce)

e Predpokladejme (X,Y) > Z - W.Pak X - (Y, Z) - W
(pravidlo propadu do podminky)

e Predpoklademe X - Y - ZaX - (Y,Z) > W.Pak X - Y - (Z, W)
(pravidlo vystupu z podminky)

e Predpokladeime X - Y - Za(X,Y) > Z > W.Pak X - Y - (Z, W)
(kombinované pravidlo)

Tato pravidla umoziuji chapat zvolené useky markovského procesu vhodnym
seskupovanim jako markovské fetézce délky tii a transformovat je na jiné markovské
procesy, coz bude stacit k dikazu toho, co potiebujeme.

Nejprve je ale dokaZme, a to pomoci vztahi pro entropii za podminky. Monoto-
nie v podmince dava

HW | XY, Z)SHW |Y,Z)<HW | Z).

Predpoklad prvnich dvou pravidel ale znamena rovnost prvni a tieti entropie a v
obou nerovnostech nastava rovnost, coz odpovida dokazovanym tvrzenim.
Pravidlo vystupu z podminky dokaZeme pomoci dvojiho pouZiti fetézového pra-
vidla:
HW,Z|Y,X)=H(Z|Y,X)+HW | Z,Y,X)
=HZ|Y)+HW | ZY)=HW,Z|Y),



kde druha rovnost pouZziva predpoklad.
Kombinované pravidlo je vskutku kombinaci pravidel o propadu a vystupu, lze
ho ale také dokazat ptimo:

HW,Z|Y,X)=H(Z|Y,X)+HW | Z,Y,X)
=H(Z|Y)+HW | Z)
>H(Z|Y)+HW | Z,Y)=H(W,Z|Y).

Prvni entropie je diky monotonii vZdy nejvyse entropii posledni, a proto musi misto
nerovnosti platit rovnost.

Nyni miiZzeme dokazat, Ze proces sestavajici ze sudych nahodnych veli¢in je mar-
kovsky. Zafixujme n > 1 a poloZme

XS:(XO’XZ""’XZ}’I—Q)’ Xf:(Xl’X3""’X2n—l)'
Markovska vlastnost procesu nim dava
(X5 Xp) = Xy = Xopyn (X X, X)) = Xy = Xoo

Pomoci kombinovaného pravidla dostavame:

(X5, Xp) = X5 = (Xopi15 Xopia)-

Pripometime, Ze markovsky fetézec je symetricky, selekci tedy mizeme provést po-
stupné na obou koncich a dostavame

Xs - X2n - X2n+2'

JelikoZ toto plati pro vSechna n € N, je z definice proces (X,,), ey markovsky.
Vypocet prechodové matice provedeny na zacatku plati pro kazdé n.



