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Zadani:

1.

10.

2 w7

M¢jme hod kostkou na které pada kazdé Cislo stejné pravdépodobné a ndhod-
nou veli¢inu X a Y, kde X nabyva hodnot .S a L podle toho, zda padla suda,
nebo licha, Y nabyva hodnot M nebo V' podle toho, zda padla mal4, nebo
velka hodnota (1-3 vs 4-6).

e Zapiste tabulky pro Py y, Py, Py, Pyy, Px)y, Pyx-

e Spoctéte vSechny mozné entropie, t.j. entropii X a Y, sdruZenou, vza-
jemnou a obé podminéné. Pro vyslednou prezentaci miiZete volit Venniv
diagram (vysledek zjednoduste na logaritmy prvocisel).

e Spoctéte entropii H(X|Y = M).

(Konkrétni ) V ptfedchozim prikladu zvolte konkrétni Q = {1, ...,6} s prav-
dépodobnosti P definovanou predpisem P(A) = %, pro vSechny podmnoZiny
A C Q. Definujte X a Y jako funkce na €2 a vyneste Iy, Sy )y, Sxy a Sx.y
do grafu, kde € je nyni pfirozenou soucasti realné osy x.

. Dokate s(X) C s(f(X)), s(Py y) € s(Px) X s(Py), s(X,Y) C s(X) N s(Y).

Spoctete H(X|X) aI(X : X).

Spoctete H(X|(X,Y))aZ((X,Y) : X).

Plati rovnost H(X, Z) | (X,Y))=H(Z | Y)?

Plati rovnost H((X, Z) | (X,Y)) = H(Z | (X,Y))?

Plati nerovnost Z((X, Z) : (X,Y)) > H(X)?

Pokud jsou Z a Y nezavislé, plati rovnost Z((X, Z) : (X,Y)) = H(X)?

Pro obecné kone¢né nahodné veli¢iny s hodnotami v redlnych ¢islech rozhod-
néte, zda plati:



(a) H(X?| X) =0, kde X? znad&i veli¢inu @ — (X (w))?, nikoli tedy vektor
(X, X).

b) H(X | X> =0
(c) H(X+Y|X) > H(Y|X), zvazte platnost i opa¢né nerovnosti a rovnosti.

d HX+Y | Z+Y)> H(X|Z), zvazte platnost i opacné nerovnosti a
rovnosti.

ReSeni a komentar:

1. Tabulky pravdépodobnosti:

Pyy: Py x, Pxy: Py: Py:
X\Y M V X\Y M V X | X |
S [1/6 1/3 S [1/3 2/3 L|1/2 M |1/2
L |[1/3 1/6 L [2/3 1/3 S |1/2 V|1/2

Staci spocist dvé entropie a sdruZenou a pak pouZit souctové vzorce.

H(X)zH(Y):H(%,%):l,
LTy
3°6°3°6

H(X|Y) = H(X,Y)—H(X)= H(X,Y)—H(Y):H(Y|X)=10g3—§,

HX,Y) = H< +log3,
IX:Y)=HX)+HY)-H(X.Y) = % — log 3.
Dale
12 2
H(XlM):H(XlV):H(—,—) —log3 — Z.
33 3
. VSechny informacni obsahy, véetné€ podminénych musi byt nezaporné, vyjma

vzajemného obsahu I .. Ten zde nabyva kladné i zdporné hodnoty. Presto
jeho stfedni hodnota, v tomto piipadé€ aritmeticky primér, musi byt nezaporna.
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3. Pro pevné o’ € s (X) z definice plati, Ze
X' X (@) ={w]| X(@) =X} .
ma nenulovou pravdépodobnost.

Ptame se, zda plati @’ € s (foX), tedy zda mnoZina

(foX) ™ (foX)(@) := {@]| (foX)(®) = (foX)(@)}

ma také nenulovou pravdépodobnost. Protoze X (w) = X (@) implikuje (foX)(w) =
(foX) (@), plati inkluze

X (X (@) S (foX) ™ (foX)(@)),
¢imz je dikaz hotov, protoze pravdépodobnost nadmnoZiny je nejméné prav-
dépodobnost podmnoZiny (z aditivity miry).
Z definic mnoZin s (Py y ), s (Py) a s (Py) plyne, Ze je tieba dokazat, Ze z
Py y(a,b) > 0 plyne, Ze jsou nenulové i pravdépodobnosti Py(a) a Py (b).
Jinymi slovy, otdzka je, zda z nenulovosti P (X = a,Y = b) plyne nenulo-
vost P (X = a)aP (Y = b). To plati, nebof prvni podminka je pfisnéjsi nez ty
druhé. Jesté presnéji, uvédomme si, Ze zapis (X = a,Y = b) oznaCuje mno-
Zinu takovych w, pro kterd X (w) = a A Y (w) = b. Podobné (X =a) a (Y = b)
oznacuji mnozinu takovych w, pro kterd X(w) = a, respektive Y(w) = b.
Proto dokonce plati:

X=aY=b=X=anY =D).
Predchozi diskuse ukazala, Ze tieti iloha je reformulaci té druhé.

4. Tvrzeni nejlépe dokaZeme ze souctovych vzorct za pouZiti tvrzeni H (X, X) =
H (X). Pak bude platit

HX|X)=H(X,X)-H(X)=0,
IX: X)=HX)+HX)-H(X,X)=H(X).



Tvrzeni H (X, X) = H (X) je specialnim pfipadem véty, podle které
H(foY)<H(Y),

a to prave proto, Ze rozklad dany foY je hrubsi nez rozklad dany Y (viz také
bod 3).

Pokud je f prosté, plati (foX)(w) = (foX)(@), pravé kdyZz X (w) = X(o').
Obé veli¢iny tedy definuji stejny rozklad €2 a maji tudiZ stejnou entropii.

Nyni si sta¢i uvédomit, ze (X, X) = foX pro prosté zobrazeni f : a — (a, a).

Vyse uvedenou tvahu zformulujeme jako nasledujici pozorovani.
Pozorovani: Pokud X = f(Y)aY = f/(X), pak H(X) = H (Y)

. Pouzitim souctovych vzorct pro X a (X,Y) v kombinaci s vySe uvedenym
pozorovanim dostavame

HX | (X, Y)=HX,X,Y)—H(X,Y) =0,
IX (X, Y)=HX)+HX,Y)—H(X,X,Y)=H(X).

U nésledujicich otazek se vyplati vyzkouset jako mozZny protiptiklad néjakou
variantu trojice veli¢in X, Y a X + Y, kde X a Y jsou nezavislé.

. Pokud Z = X +7Y, plati ze souctovych vzorct a podle vyse uvedeného pozo-
rovani

H((X,2)| (X, Y)=HX,X+Y,X,Y)-H(X,Y)=0
HZ|Y)=HX+Y,Y)-HY)=HX,Y)-HY)=HX|Y).

Rovnost tedy obecné neplati, staci aby X bylo nezavislé na Y a mélo nenulo-
vou entropii.

. Tato rovnost plati diky souc¢tovému vzorci a diky.

HX,Z,X,Y)=H(Z,X.,Y)

. I tato nerovnost by intuitivné méla platit: velic¢iny (X, Z) a (X, Y) urCité sdi-
leji veskerou informaci obsaZenou v X. Ze souctovych vzorct (pro dvé a tfi
veliciny) plati:

I(X,Z2) . X,)Y)=HX,Z)+ H(X,Y)-H(X,Y,Z),
IZ Y| X)=HX,Z)+ H(X,Y)-H(X,Y,Z)-H(X).

Vidime, Ze
I(X,2): X, Y)=HX)+I(Z : Y | X)

a nerovnost plyne z nezapornosti podminéné vzajemné entropie.
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9. Z ptedchoziho bodu vidime, Ze rovnost plati prave tehdy, kdyZ jsou Z a Y
nezéavislé podminéné vzhledem k veli¢in€ X. To je ale jind podminka nez
nepodminéna nezavislost. V nasem piipad¢ mizeme volit piipad Z =Y + X,
kdy jsou sice Y a Z nezavislé, ale za podminky X jsou ,zcela zavislé® a
jejich vzijemna informace za podminky X jecele H(Y | X) =H (Z | X) =
HY)=H(2).

Upozornéme, Ze neplati ani opacna implikace. Veli¢iny mohou byt podminéné
nezévislé, a pritom byt zavislé. UvaZzme napf. nezavislé veli¢iny X Y, Z, kde
X a Y jsou uniformné rozdélené na {0,1} a Z je uniformné rozdélené na
{0,2}. Pak jsou veli¢iny X + Z a Y + Z uniformné rozdé€lené na {0, 1,2,3}
a za podminky Z jsou nezavislé uniformné rozdé€lené (na {0, 1} nebo {2,3}).
Nejsou ale nezéavislé: hodnota jedné z nich omezuje defini¢ni obor té druhé na
polovinu.

10. (a) Plati H (X*| X)=H (X%, X)-H(X)=H(X)-H(X)=0.

(b) Plati H (X | X*) = H(X*X) - H(X*) = H(X) - H(X?). Pro
jakoukoli veli¢inu X s nenulovou entropii a s hodnotami +1 je entropie
X? nulové a rovnost neplati.

(c) Podle pozorovani vyse plati rovnost.

(d MeziH(X+Y | Z+Y)aH (X | Z)miZe byt libovolny vztah. Dvo-

dem je, Ze pricteni veli¢iny Y miiZe mit na veli¢iny X a Z velmi riizny
vliv. Pokud je napt. Y = —X, plati H(X +Y | Z+Y) = 0, zatimco
H (X | Z) miZe byt nenulova.
Pokud je naopak napiiklad Z = —X plati H (X | Z) = 0 a zbyva ovérit,
Zehodnota H (X + Y | —X + Y) miiZe byt nenulova. Uvazme napf. veli-
¢inu X s uniformnim rozdélenim na {0, 1} a na ni nezavislou veli¢inu Y s
uniformnim rozdélenim na {1,2}. Pakje H(X +Y | - X +Y =¢) =0
proc=0ac=2,ale H(X+Y |-X+Y =1)=1,protoZze X +Y jev
tomto piipadé se stejnou pravdépodobnosti 1, nebo 3. Vzhledem k tomu,
Ze entropie za podminky je vaZenym primérem entropii pro jednotlivé
hodnoty podminky s nenulovou pravdépodobnosti, a vzhledem k tomu,
Zze —X +Y =1 v poloviné pfipadd, dostavame

HX+Y|-X+Y) =1/



