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V tabulce je sdruzend pravdépodobnostni 1/411/6 | 1/12
funkce nahodnych veli¢in X, Y. Jiné nez vy- 2 1/6 | 1/4 | 1/12
znacené hodnoty tyto veli¢iny nenabyvaji.

(a) Uréete P(X =2|Y =1)aPY =1| X =2).
Rozhodnéte, zda marginalni rozdéleni X je uniformni na {1,2}.
Rozhodnéte, zda marginalni rozdéleni Y je uniformni na {1, 2, 3}.
Jsou X a Y nezavislé?
Urcete E(X 4+ Y).
Urcete E(XY).
(g) Urcete cov(X,Y).

Regeni: Napied ur¢ime marginalni rozdéleni X: jde o urceni Fadkovych sou¢ti. Neboli
PX=1)=1/441/6+1/12=1/2, P(X =2)=1/6+1/44+1/12=1/2.
Déale marginalni rozdéleni Y: P(Y =1) =1/44+1/6 =5/12 = P(Y = 2), P(Y =3) =
1/124+1/12 = 1/6.
(a) PIX=2|Y=1)=P(X=2&Y=1)/P(Y=1)=(1/6)/(5/12) =2/5
PY=1|X=2)=P(X=2&Y=1)/P(X=2)=(1/6)/(1/2) =1/3

b) Dle tivodniho vypoctu je rozdéleni X uniformni na mnoziné {1, 2}.
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¢) Dle avodniho vypo¢tu neni rozdéleni Y uniformni na {1,2, 3}.
d) Veli¢iny nejsou nezavislé. Na piiklad P(X =1&Y =2)=1/6 #1/2-5/12.
e) Z uniformity X plyne, ze E(X) = (14 2)/2 = 3/2. Dale podle tvodniho vypoctu

(
(
(
(

E(Y)=1-5/12+2-5/12+3-1/6 = 7/4.

Dohromady tedy E(X +Y) =E(X) +E(Y) =3/2+7/4 =13/4.
(f)
E(XY)=1-1- P(X=1&Y =1)+1-2. P(X =1&Y =2)+1-3-P(X = 1&Y = 3)
+2.1-P(X=2&Y =1)+2-2.P(X =2&Y =2)+2-3- P(X =2&Y = 3)
—=1-1/4+2-1/6+3-1/12+2-1/6+4-1/4+6-1/12
—8/3

(g) cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = 8/3 — 3/2-7/4 = 8/3 — 21/8 = 1/24

2. Kral Ludvik chce mit muzského potomka, aby ho mohl opét pojmenovat Ludvik. V kazdém
roce mu jeho manzelka porodi praveé jedno dité, které je stejné pravdépodobné chlapec i dévce,



Vs

tak dalsi potomky uz Ludvik mit nebude. Ozna¢me S pocet narozenych synu a D pocet
narozenych dcer.
(a) Urcete E(S).
(b) Urcete E(D).
ReSeni:
(a) Kral bude mit jednoho syna s pravdépodobmosti 1/2 + 1/4 + --- = 1. S pravdé-

podobnosti nula se mu narodi nekone¢né mnoho dcer a bude mit tedy nula syni. Je tedy
E(S)=1-1+0-0=1.

(b) Celkovy pocet potomki, tj. veli¢ina S + D mé geometrické rozdéleni Geom(1/2). Je
tedy E(S+ D) =1/(1/2) = 2. Podle linearity st¥edni hodnoty a ¢asti (a) je tedy E(D) = 1.
3. Necht X,Y ~ U(0,1) a X, Y jsou nezavislé ndhodné veli¢iny. Ozna¢me A = min(X,Y)
a B =max(X,Y).
(a) Urcete distribu¢ni funkei B.
(b) Urcete hustotu B.
(c) Vypoctéte E(B).
(d) Urcete E(X), E(Y) a E(A).
(e) Spottéte cov(A, B).
Reseni:

(a) Pro b < 0 je jisté Fp(b) =0 aprob>1je Fg(b) =1. Pro b € [0,1] mame

Fpb)=P(B<b)=P(X <b&Y <b)=P(X <b)-P(Y <b)=b-b= 1

(b) Z piedchozi ¢asti, fp(b) = Fg(b) = (b*) = 2b pro b € [0,1], a fz(b) = 0 jinak.
(c) Podle definice st¥edni hodnoty pro spojité nahodné veli¢iny,

00 1 2

E(B) = / b- fe(b)db = / b-2bdb = [2b°]) = 3

0o 0

(d) Podle vlastnosti uniformniho rozdéleni je E(X) = E(Y) = 1/2. Je tedy E(X +Y) =
E(X)+E(Y)=1/2+1/2 = 1. Jisté je pravda X +Y = A+ B, a tedy také E(A + B) =
E(X +Y) = 1. Podle linearity stfedni hodnoty a ptedchozi ¢asti je E(A) = 1/3.

(e) Spocteme napted E(AB). Protoze je AB = XY, je E(AB) = E(XY) =E(X)-E(Y) =
1/2-1/2 =1/4 (vyuzivame nezavislost X a Y'). Plati tedy

cov(A, B) = E(AB) —E(A)E(B) = 1/4 — 1/3-2/3 = 1/4 — 2/9 = 1/36.

(Veli¢iny tedy nejsou nezavislé.)



4. (a) Definujte pojem sdruzena hustota dvou nadhodnych veli¢in. Jak se pomoci sdruzené
hustoty pozn& marginalni hustota jednotlivych slozek?

(b) Definujte pojem nezavislost nékolika jevii. Mohou existovat tii jevy, které nejsou
nezavislé, ale kazdé dva z nich nezévislé jsou?

Regent:
(a)

e Pokud muzeme sdruzenou distribuc¢ni funkei psat jako integral pomoci nezadporné funkce
fxy

Fxy(z,y) = / / fxy(z,y)dzdy,

pak nazyvame n.v. X, Y sdruZené¢ spojité. Funkce fxy je jejich sdruZend hustota.

Stejné jako u jednorozmérného piipadu miuzeme pak pomoci hustoty vyjadrit i dalsi
pravdépodobnosti:

PUXY)€8) = [ fux(a)dudy

0?F z,
o frrlwy) = =55
o fx(z) = [T fxy(z,y)dy

fY f fXY(ﬂU y)dx

(b) Rikame, ze jevy A;, i € I jsou nezavislé, pokud pro kazdou kone¢nou mnozinu S C I

plati
P((4) =]] P
i€S i€S
Popsané situace muze nastat. Napt. volme A; = {0,i} pro i = 1,2,3, v prostoru 2 =

{0,1,2,3}. Pak P(A;) =2/4=1/2, P(A;NA; =1/4 (proi # j), ale P(A;NAyNA3) # 1/8.
5. Vyslovte Centrélni limitni vétu. Vysvétlete, k ¢emu se hodi.

Reseni: Necht X, Xo,... jsou stejné rozdslené nahodné velidiny se stiedni hodnotou I a

rozptylem 2. Ozna¢me
X1+ 4+ X, - nu

o

Pak Y,, konverguji v distribuci k N (0, 1), neboli pro kazdé x € R plati

Y, =

lim P(Y, <z) = ®(z).

n—o0

Vyznam véty je v tom, Ze ndm umoziuje aproximovat souc¢et mnoha nahodnych veli¢in
pomoci jednoho, dobfe znamého rozdéleni. Takové soucty se Casto vyskytuji — na piiklad



Bin(n,p) je soufet n veli¢in Ber(p), ve statistice takové soucty Casto potkdme a mnoho
fyzikalnich jevi je (pfiblizné) popsano jako soucet nezavislych nahodnych veli¢in. To vysvét-
luje pro¢ binomické ¢isla, stejné jako mnoho v praxi se vyskytujicich veli¢in, maji ptiblizné
normalni rozdéleni.

6. Vyslovte a dokazte Bayesovu vétu (zakladni verze, pro jevy).
Reseni:
Véta:
Pokud By, By, ... jerozklad Q, A€ F a P(A), P(B;) > 0, tak
P(A| B;)P(B;)
P(B; | A) = I I
! > P(A| B;)P(B;)

(s¢itance s P(B;) = 0 povazujeme za 0).

Dikaz: Podle definice podminéné pravdépodobnosti je P(B; | A) = P(B;NA)/P(A) =
P(A | B;)P(Bj)/P(A). Podle véty o tplné pravdépodobnosti je P(A) = >, P(A | B;)P(B;).



