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V tabulce je sdruzenéd pravdépodobnostni a |1/8
funkce nahodnych veli¢in X, Y. Jiné nez vy- 0 1/8 13/8 | ¢
znacené hodnoty tyto veli¢iny nenabyvaji.

(a) Rozhodnéte, zda je mozné tabulku doplnit (tj. zvolit a, b, ¢) tak, aby byly X a Y
nezavislé.

(b) Dopliite tabulku tak, aby byla stfedni hodnota E(X) co nejvétsi.

(c) Dopliite tabulku tak, aby byla stfedni hodnota E(Y") co nejvétsi.

(d) Doplite tabulku tak, aby byl rozptyl var(X) co nejmensi.

=8

Reseni:

(a) Musi byt py(1) = P(Y = 1) = 1/8+3/8 = 1/2 a pokud jsou X, Y nezavislé, tak
px(0) =3/4 a px(1) =1/4. Odsud py(0) = 1/6 a tedy py(2) =1—1/2—1/6 = 1/3. Zname
tedy pravdépodobnostni funkce X i Y a snadno dopoéitame jediné feseni a = px(1)py (0) =
1/24, b= px(1)py (2) = 1/12 a ¢ = px (0)py (2) = 1/4.

Mnozi tvrdili, Ze TeSeni neexistuje, protoze ve druhém sloupecku jsou dvé riuzné cisla.
Ujasnéte si rozdil mezi nezavislosti dvou veli¢in a tim, Ze jednotlivé veli¢iny jsou uniformni!

(b) Potfebujeme co nejvétsi a + b, protoze ty pripivaji E(X), zatimco ¢ nepfispiva. Napf.
tedy a=c=0,b=3/8.

(c) Potfebujeme co nejvétsi b+ ¢, protoze ty piipivaji E(X), zatimco a neptispiva. Napf.
tedy a=c=0,b=3/8.

(d) X nabyva jen hodnoty 0, 1, ma tedy Bernoulliho rozdéleni s parametrem p = a +
1/8 + b. Vime, ze rozptyl takové veli¢iny je p(1 — p). Rozptyl bude tedy nejmensi, pokud

bude a = b =0 a ¢ = 3/8. (Rozptyl se bude rovnat % . % = 614.)



2. Opakované hazime spravedlivou minci. Oznac¢me Xj ¢islo hodu, v némz poprvé padne
k-krat po sobé panna. Napt. pro posloupnost POPPP je X; =1, Xo =4 a X3 =5.

(a) Urcete E(X7).

(b) Urcete E(X3). K tomu tcelu uréete E(X, | prvni hod byl O) pomoci E(X5). A také
E(X5 | prvni dva hody byly PO) pomoci E(X5).

(c) Urcete E(X3).

Reseni:

(a) Jedna se o gemetrické rozdéleni — ¢ekani na tspéch, jehoz pravdépodobnost je 1/2.
Je tedy E(X;) =1/(1/2) = 2.

(b) Ozna¢me E(X,) = x. Pokud prvni hod byl orel, tak jsme ve stejné pozici jako na
zacatku, jenom jsme jeden hod ,promarnili“. Je tedy E(X, | prvni hod byl O) = 1 + z.
Obdobné E(X, | prvni dva hody byly PO) = 2 4+ z. Pokud budou prvni dva hody PP, tak
Xy = 2. Nyni vyuzijeme vétu o tplné stfedni hodnoté (o rozboru piipadi):

r=E(Xy) = P(O)-E(Xy|O)+ P(PO)-E(X, | PO)+ P(PP)-E(X, | PP) =
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(¢) Oznacme E(X3) = y. Budeme postupovat podobné jako v ¢asti (b), rozlisime zacatky
O, PO, PPO, PPP. Dostavame

+ P(PPO) -E(X; | PPO) + P(PPP)-E(X;s | PPP)
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3. Bud X néhodna veli¢ina s hustotou fx(¢t) = 1/t* prot > 1 a fx(t) = 0 jinak.
(a) Oveite, Ze se jedné o hustotu.
(b) Urcete E(X).
(c) Spoctéte distribucni funkei, F.
(d) Bud Y = 1/X. Jaka je distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny Y?
(e) Urcete hustotu ndhodné veli¢iny Y. Pojmenujte jejji rozdéleni.

ResSeni:

(a) Dana funkce je nezédporna a plati pro ni

/OO fx(t)dt = /100 1/t2dt = [-1/t] 7 =0—(=1) = 1.

Je to tedy hustota.
(b) Pocitame podle definice.

E(X)_/_wt-fx(t)dt_/loo 1/tdt = [logt]]” = 00 — 0 = oo.

Takze stfedni hodnota existuje, ale je nekonecna.

(¢) Pro x <1 je jisté Fx(x) =0. Pro 2 > 1 integrujeme

Fx(z) = /_x fx(t)dt = /lx 1/%dt = [-1/t]] = —1/z — (-1) =1 — 1/a.

Nekolika zkousenym vysla distribu¢ni funkce zaporna, nebo vétsi nez 1. To by mélo byt jasné
varovné znameni, Ze je néco Spatné!

o0), proto Y bude z intervalu (0, 1].

(d) Néhodna veli¢ina X nabyva jen hodnoty z [1,00),
= 1. Pro y € (0,1] mame

Proto pro y <0 je Fy(y) =0aproy > 1je Fy(y)

Fy<y>:p<ySy>:p<X21/y>:1_p<X<1/y):1_(1_ﬁ):y,

(Je totiz 1/y > 1, takze pro né funguje vzorec ziskany integrovanim.)

(e) Z predchozi ¢asti vidime, Ze se jedna o uniformni rozdéleni U (0, 1) s hustotou fy (y) =
1 naintervalu [0, 1] a 0 jinde. (Hodnota v krajnich bodech intervalu neni jednozna¢né uréena.)



4. (a) Definujte pojem distribuéni funkce ndhodné veli¢iny. Definujte, co znamena, Ze
néjaky jev plati skoro jisté.

Rozhodnéte zda néktera z nasledujicich implikaci plati pro libovolnou dvojici ndhodnych
veli¢in X, Y

1. X <Y sj = Fx(t) < Fy(t)

(b) Definujte pojem rozptyl ndhodné veli¢iny. Kdy je rozptyl roven 07
ReSeni:
(a) Distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X je definovana predpisem Fx(z) = P(X < x).

Jev A plati skoro jisté znamené, ze P(A) = 1.
Pro kazdé dvé nahodné veli¢iny plati 2. Je totiz

Fy(y)=PY <y)=P(X <Y <y) < P(X <vy) = Fx(y)

Bod 1 uz platit nemuze, to by musely byt obé distribu¢ni funkce stejné. Bod 3 nemiize platit
vzdy, protoze X, Y muzou byt napf. nezavislé se stejnym rozdélenim, feknéme Ber(1/2).
Pak maji stejnou distribu¢ni funkci, ale neplati vzdy X <Y.

(b) Rozptyl nédhodné veli¢iny X se stfedni hodnotou p = E(X) je definovan jako
var(X) = E((X — p)?).

(Pokud E(X) = oo nebo E(X) neexistuje, tak rozptyl nedefinujeme.) Casto ho pocitame
podle vzorce

var(X) = E(X?) — (E(X))”.
Z definice plyne (s ohledem na to, ze druha mocnina je vzdy kladné), ze var(X) = 0 pravé
tehdy, kdyz je X = u s.j., neboli kdyz je X skoro jisté konstantni.



5. Popiste metody, jak generovat ndhodnou veli¢inu s danou distribu¢ni funkei. Zejména za-
kladni metodu (inverse transformation), pfipadné téz zamitaci metodu (rejection sampling).

ReSeni: Na piednasce jsme si uvadéli na piiklad nésledujici dvé metody (pro plny pocet
bodu stacila ta prvni). A také specialni pfipad té prvni metody, kdy generujeme diskrétni
nadhodnout veli¢inu.

Inverse transformation

Necht F' je funkce ,typu distribu¢ni funkce®: neklesajici zprava spojita funkce s
lim, oo Fi(x) =0 alim, o F(z) = 1.

Necht @ je odpovidajici kvantilova funkce.
Necht U ~ U(0,1) a X = Q(U).
Pak X maé distribuéni funkci F'.

Zamitaci metoda (rejection sampling)

Chceme vygenerovat n.v. s hustotou f.

Umime vygenerovat n.v. s hustotou g (ktera je ,,podobna®).
—; < ¢ pro néjakou konstantu c.

Postup

1. Vygenerujeme Y s hustotou g, a U ~ U(0, 1).
2. Pokud U < % tak X =Y.
3. Jinak hodnotu Y, U zamitneme a opakujeme od bodu 1.
Zduvodnéni: vygenerovat ndhodnou hodnotu X s hustotou f je totéz, jako vygenerovat

nahodny bod pod grafem funkce f, jehoz vodorovna (z-ové) souradnice je X (a svisla
je uniformné nahodna mezi 0 a X).



6. Vyslovte a dokazte vétu o stfedni hodnoté sou¢inu nezavislych ndhodnych veli¢in. (Staci
varianta pro diskrétni ndhodné veliciny.)
Reseni:

Véta:

Pro diskrétni nezavislé nahodné veli¢iny plati E(XY) = E(X)E(Y), mé-li prava
strana smysl.

Dikaz: Vyuzijeme pravidla LOTUS pro funkci g(x,y) = zy. Podle néj je

E(XY)=E(g(X,Y)) definice g

= Y glay) PX =2gY =y) LOTUS
zeIm(X),yeIm(Y)

= Z zy - P(X =x)P(Y =vy) defce g a nezavislost X, Y

ze€Im(X),yeIm(Y)

:( 3 x~P(X:x)>-< > y'P(YIy))

zeIm(X) yeIm(Y)

=E(X)- -E(Y) definice E(X), E(Y)



