3. zkouskova pisemka NMAIO59 Pravd. a Stat. 1 — feseni — 30.6.2021

1. (10 bodi) Rozhodnéte, zda existuji ndhodné veli¢iny X, Y na tomtéz pravdépodobnost-
nim prostoru, takové, ze
(a) X ~ Pois(1/10), Y ~ Bin(100,1/10) a pfitom P(X <Y) = 1.
(b) X ~ Pois(1/10), Y ~ Bin(100,1/10) a pfitom P(X >Y) = 1.
(c) X ~ Bin(100,1/2), Y ~ Bin(100,1/10) a pfitom P(X >Y) = 1.
(d) X ~ Bin(100,1/2), Y ~ Bin(100,1/10) a pfitom P(X <Y) = 1.
Reseni:
(a) Ne: vzdy plati Y < 100, ale P(X = 101) je kladna.
(b) Ne: Podle vlastnosti Poissonova a binomického rozdéleni je E(X) = 1/10, E(Y) = 10.
Proto E(X —Y) < 0 a tudiz musi s kladnou pravdépodobnosti byt X — Y zaporné.
Varianta: plati, ze P(X = 0) > P(Y = 0), tudiz s kladnou pravdépodobnosti je X =0
ale Y > 0. Bez kalkulacky je to asi trochu horsi ukazat, ale rozdil je veliky, takze i to jde:

P(X =0)=¢e Y10

100 1 ,
P(Y =0) = ( X ) (1— )" = 1005 — 10

Pouzivame uZite¢ny vzorec e=* = 1 — z (ktery se nékdy hodi pouzit pro aproximaci ex-
ponencialni funkce, ale tady zrovna naopak, pro aproximaci 1 — z). PFesné hodnoty jsou
P(X =0) =0.9048, P(Y = 0) = 2.6 - 107°. Navic i intuitivng by mélo byt jasné, ze kdyz
E(X) = 1/10, tak P(X = 0) je dost velka, zatimco E(Y) = 10, takze P(Y = 0) je spiSe
mala.

(¢) Ano: uvazme na piiklad n hodu desetisténnou kostkou. Oznacime X pocet hodu, kde
padlo 1,...,5aY pocet takovych, kde padla jednicka. Pak X i Y maji pozadovana rozdéleni
a X >Y plati vzdy.

(d) Ne: stejné zdiavodnéni jako v ¢asti (b).
2. (10 bodi) Necht X ~ N(0,1) aY =|X].

(a) Jaka je distribu¢ni funkce Y7

(b) Jaka je hustota Y?
(c) Spoctéte E(Y).
(d) Urcete median Y.
Reseni:

(a) Podle definice je

Fy(y) = P(Y <y) = P(-y < X <y).

To je jisté nula pro y < 0. Pro kladna y dostavame Fy (y) = ®(y) —®(—y). Vyuzitim symetrie
normalniho rozdéleni, tj. faktu ®(y) + ®(—y) = 1 mizeme jesté upravit

Fy(y) = 2%(y) — 1.



(b) Derivaci vzorce z piedchozi ¢asti: fy(y) = 2p(y) = \/%e*yQ/z pro kladna y, fy(y) =0
pro y < 0. Ale je to vidét i pfimo: diky sudosti funkce ¢ je kazdé kladné ¢islo u Y dvakrat
pravdépodobnéjsi nez pro X.

(c) Podle definice a ¢asti (b) je

E(Y) = /_Zy Ty (y)dy = /Oooy 20(y)dy = /Oooy : \/%eymdy = [%eyﬂ:@ = \/%

(d) Podle definice je medidn Fy'(1/2). Hledame tedy y, aby 2®(y) — 1 = 1/2, tudiz
y=®"1(3/4).

3. (10 bodi) Petr ma (Sestisténnou) kostku, na které pada Sestka s pravdépodobnosti p.
Cisla 1, ..., 5 padaji vSechna se stejnou pravdépodobnosti.

(a) V zavislosti na p urcete, jaka je stfedni hodnota ¢isla, které Petrovi padne.

(b) Najdéte odhad p momentovou metodou. Jaké p stanovite, pokud padla ¢isla 2, 6,
37

(c) Urcete odhad p pomoci metody maximalni vérohodnosti. Opét urcete vysledek pro
¢isla 2, 6, 3.

Reseni:

(a) Oznacme K vysledek hodu Petrovou kostkou. Podle definice je

1 —
E<K):6'p+(1+2+-~+5)'<Tp>=3+3p.

(b) Ozna¢me p vybérovy prumér hozenych ¢isel. Momentova metoda nam fiké, ze 3+3p =
i, neboli p = /3 — 1. (S ohledem na vyznam ¢&isla p bychom mohli Fici, ze pokud p/3 — 1
vyjde zaporné, polozime p = 0, ale momentova metoda jako takova to nefika.) Pro hozena
Cisla 2,6,3 je p = 11/3, tedy p = 2/9.

(c) Ozna¢me z pocet Sestek a y pocet ostatnich hozenych ¢isel. Pravdépodobnost takového
vysledku je
1 —p\Y . _
PX<—5 > =p*(1—p)¥-57Y.

Minimalizujeme stejné jako na prednasce (uloha s levaky) a vyjde nam, Ze maxima se nabyva
v bodé

T

p:x—i—y'

Pro ¢isla 2, 6, 3 nam tedy vychazi p = 1/3.
4. (10 bodu) (a) Definujte pojem korelace (dvou) nahodnych veli¢in. Jaka je korelace
o(X,X) pro X ~U(0,1)7

(b) Definujte pojem nezéavislé nahodné veli¢iny (spojity pripad, dvé veli¢iny). Uvedte
obé ekvivalentni formulace. Rozhodnéte, zda existuji nezavislé X, Y takove, ze X ~ U(0, 1)
aY ~U(0,1)?



Reseni:
(a) Pro veli¢iny X, Y definujeme jejich kovarianci jako cov(X,Y) = E(XY)-E(X)-E(Y)
a jejich korelaci jako

o(X,Y) = cov(X,Y)
7 Vvar(X) var(Y)
Dosazenim Y = X ziskdme o(X, X) = % =1 (pro jakoukoli X, kde je var(X) defino-

vany a nenulovy.
(b) Nahodné veliciny X, Y jsou nevavislé, pokud pro kazdé realné x, y plati
Fxy(z,y) = Fx(z)Fy(y),
neboli P(X < z&Y <y) = P(X < 2)P(Y < y). Pro spojité ndhodné veli¢iny je ekviva-
lentni pozadovat fxy(z,y) = fx(z)fy(y).
5. (10 bodi) Vysvétlete, jak se provadi test dobré shody.

Reseni: Opakujeme n-krat pokus, ktery mize dopadnout jednim z k vysledki, jednotlivéa
opakovéani jsou nezavislé. Testujeme nulovou hypotézu, kteréd 1ika, Ze -ty vysledek nastava
s pravdépodobnosti p;. Pro ¢ = 1,...,k oznac¢me X; pocet pokusi s i-tym vysledkem a
E; = p;n stredni hodnotu X;. Dale spoc¢téme tzv. Pearsonovu statistiku

k
(B — X;)?
T=>" —5
=1

Koneéné kriticka hodnota v je kvantilova funkce x? rozdéleni s k — 1 stupni volnosti v bodé
1—a, tj.v=Q(1 — a), kde Q je kvantilova funkce pro x2_,.

Nulovou hypotézu (tj. to, ze mame spravné pravdépodobnosti) zamitneme, pokud 7" > ~.
Pti takové volbé je pravdépodobnost chyby prvniho druhu pfiblizné rovna «.

6. (10 bodu) Vyslovte a dokazte vétu o tuplné stfedni hodnoté (neboli, o vypoctu stiedni
hodnoty rozborem piipadi). Sta¢i varianta pro diskrétni ndhodné veliciny.

ResSeni: Véta:

Necht X je ndhodna veli¢ina na pravdépodobnostnim prostoru (€2, F, P). Pokud
Bi,B,, ... jerozklad Q a A € F, tak

B(X)=)_ P(B) E(X | By,

kdykoliv ma soucet smysl. (S¢itance s P(B;) = 0 povazujeme za 0.)
Dikaz: Podle véty o uplné pravdépodobnosti je
P(X =xz)=> P(B;)-P(X =z |By).
Vynasobime tuto rovnost x a se¢teme pro vSechna z € ImX. Na levé strané dostaneme

Y owermx T - P(X = x) coz je definice E(X). Na pravé strané po prohozeni poradi s¢itani
dostaneme ) . >, P(B;)-x-P(X =2 | B;) =), P(B;) - E(X; | B)).



