
2. zkou²ková písemka NMAI059 Pravd. a Stat. 1 � °e²ení � 22.6.2021

1. (10 bod·) (a) Rozhodn¥te, který z obrázk· m·ºe popisovat hustotu n¥jaké náhodné
veli£iny. U obrázk· 5 a 6 zvolte vhodnou hodnotu b, c, aby funkce byla hustota, je-li to
moºné. Dal²í dv¥ £ásti provád¥jte jen u t¥ch obrázk·, které hustotu zobrazují.

(b) Odhadn¥te st°ední hodnotu p°íslu²ného rozd¥lení.
(c) Se°a¤te rozd¥lení podle hodnoty rozptylu. Tuto £ást d¥lejte jen pro obrázky 3�6,

resp. ty z nich, které zobrazují hustotu.



�e²ení:

(a) Víme, ºe hustota je nezáporná funkce, která má integrál p°es celé R rovný jedné.
Ozna£me fi funkci na i-tém obrázku a Xi p°íslu²nou náhodnou veli£inu.

Funkce f8 není nezáporná, integrály
∫∞
−∞ f1 i

∫∞
−∞ f2 jsou nekone£né a

∫∞
−∞ f3 = 5. Tyto

£ty°i funkce tedy hustotou být nemohou.∫∞
−∞ f4 = 1, takºe se jedná o hustotu (a to uniformního rozd¥lení U(0, 1).∫∞
−∞ f5 = 5b (m·ºeme po£ítat integrál, nebo obsah obdélníku) takºe se jedná o hustotu,

pokud poloºíme b = 1/5. Jedná se o uniformní rozd¥lení U(0, 5).∫∞
−∞ f6 = 5c/2 (m·ºeme po£ítat integrál, nebo obsah trojúhelníku) takºe se jedná o

hustotu, pokud poloºíme c = 2/5.∫∞
−∞ f7 se z obrázku poznat nedá, ale m·ºe to být jedna, takºe se m·ºe jednat o hustotu.

Dost moºná se jedná o standardní normální rozd¥lení.

(b) St°ední hodnota U(a, b) je (a + b)/2. Je tedy E(X4) = 1/2 a E(X5) = 5/2. Zdá se,
ºe funkce f7 je sudá, takºe E(X7) = 0 (nebo také E(X7) neexistuje, pokud se jedná nap°. o
Cauchyho rozd¥lení). Pro E(X6) pouºijeme vzorec z de�nice

E(X6) =

∫ ∞
−∞

x · f6(x)dx =

∫ 5

0

x · 2

25
xdx =

[ 2

25

x3

3

]5
0

=
10

3
.

Mohli bychom také pouºít geometrické znalosti o t¥ºi²ti trojúhelníka (t¥ºi²t¥ je ve t°etin¥
t¥ºnice), se stejným výsledkem.

(c) Pokud si pamatujeme vzorec, tak víme rovnou, ºe var(X4) = (1 − 0)2/12 = 1/12 a
var(X5) = (5 − 0)2/12 = 25/12. (I bez výpo£tu by ale m¥lo být jasné, ºe X4 má 25-krát
men²í rozptyl neº X5.) X6 vypadá trochu více koncentrovaná neº X5, ov¥°íme výpo£tem:

E(X2
6 ) =

∫ ∞
−∞

x2 · f6(x)dx =

∫ 5

0

x2 · 2

25
xdx =

[ 2

25

x4

4

]5
0

=
25

2
.

Rozptyl je tedy var(X6) = E(X2
6 )−E(X6)

2 = 25/2−100/9. Coº je od oka n¥co p°es 1 (p°esn¥
25/18 = 1.388 . . . ). �ádané po°adí je tedy var(X4) < var(X6) < var(X5).

2. (10 bod·) V osudí je sto mí£k· s £ísly 1, 2, . . . , 100. Vytáhneme t°i z nich (bez vracení).
(a) Jaká je pravd¥podobnost, ºe budou v²echny mít £íslo nejvý²e rovné 40?
(b) Jaká je st°ední hodnota sou£tu £ísel na vytaºených mí£cích?
(c) Jaká je st°ední hodnota po£tu vytaºených mí£k·, jejichº £íslo je nejvý²e rovno 40?

�e²ení:

(a) Pouºijeme vzorec pro postupné podmi¬ování. Pokud Ai znamená jev �i-tý mí£ek má
£íslo nejvý²e 40� , tak

P (A1 ∩ A2 ∩ A3) = P (A1)P (A2 | A1)P (A3 | A1 ∩ A2) =
40

100
· 39

99
· 38

98
.

(b) Bu¤ Xi £íslo na i-tém mí£ku. Kdyº odhlédneme od ostatních mí£k·, tak je Xi uni-
formn¥ náhodné £íslo od 1 do 100, tedy E(Xi) = (1 + 100)/2. Veli£iny X1, X2, X3 nejsou



nezávislé (kdyº vytáhneme mí£ek s £íslem 1, tak ho nem·ºeme vytáhnout podruhé, takºe
podmín¥ná st°ední hodnota dal²ích taºených mí£k· je trochu vy²²í). Nicmén¥ to linearita
st°ední hodnoty nevyºaduje, je tedy

E(X1 +X2 +X3) = E(X1) + E(X2) + E(X3) = 303/2.

Mohli bychom po£ítat i se závislostí X2 na X1, tj. ur£it st°ední hodnotu E(X2 | X1 = 1),
atd. V d·sledku to znamená zjistit pr·m¥r v²ech sou£t· t°íprvkových podmnoºin {1, . . . , 100}
pomocí trojité sumy. Je to ale zbyte£né a zdlouhavé.

(c) Pro pohodlí obarvíme mí£ky s £íslem 1, . . . , 40, £erven¥, Zajímá nás tedy R, po£et
vytaºených £ervených mí£k·. Jedná se o hypergeometrické rozd¥lení, podle vzorce pro jeho
st°ední hodnotu je E(R) = 3 · 40

100
= 1.2.

Pokud bychom na hypergeometrické zobrazení zapomn¥li, m·ºeme po£ítat i p°imo£a°e
podle de�nice:

E(R) = 3 · P (R = 3) + 2 · P (R = 2) + 1 · P (R = 1) + 0 · P (R = 0).

Podle £ásti (a) je P (R = 3) = 40
100
· 39
99
· 38
98
. Dal²í moºnosti jsou trochu pracn¥j²í. Pokud R = 2,

máme t°i moºnosti, který mí£ek nebyl £ervený, pro kaºdou z nich je stejná pravd¥podobnost.
Tj. P (R = 2) = 3 · 40

100
· 39
99
· 60
98
. Analogicky P (R = 1) = 3 · 40

100
· 60
99
· 59
98
. Dosazení do vzorce

pro E(R) dává výsledek. Vy£íslovat p°i zkou²ce net°eba, ale vyjde stejných 1.2.
Pak jsou dal²í, trikov¥j²í (ale výpo£etn¥ snaz²í) zp·soby, jak spo£ítat E(R), vyuºívající

postupu, kterým jsme na p°edná²ce odvodili obecný vzorec pro st°ední hodnotu hyperge-
ometrického rozd¥lení. Klí£em je vyjád°it R jakou sou£et t°í indikátor·, popisujících, zda
první, druhý, t°etí mí£ek je £ervený, a pak vyuºít linearitu st°ední hodnoty.

3. (10 bod·) Doba trvání ústní zkou²ky má exponenciální rozd¥lení se st°ední hodnotou
20 minut. Objednáni jsou dva studenti, jeden na 10:00, druhý na 10:20. Pokud se zkou²ení
prvního protáhne, zkou²ení druhého za£ne aº bude první hotový, jinak za£ne p°esn¥ v 10:20.
Jaká je st°ední hodnota £asu, kdy bude druhý student dozkou²ený?

�e²ení: Ozna£me X dobu zkou²ení prvního studenta, Y dobu pro druhého studenta. Máme
zadáno, ºe X, Y ∼ Exp(λ) pro λ = 1/20 (st°ední hodnota je 1/λ), Povaºujme X, Y za
nezávislé.

Výpo£et rozd¥líme podle toho, jestli druhý student musí £ekat, nebo ne. Pokud ne, coº
nastane s pravd¥podobností P (X ≤ 20) = 1−e−λ·20 = 1−e−1, tak celkový £as je S = 20+Y
a tedy E(S | X ≤ 20) = 20 + E(Y ) = 40.

Pokud druhý student musí £ekat, tak X > 20, coº nastane s pravd¥podobností e−1.
Vyuºijeme toho, ºe exponenciální rozd¥lení nemá pam¥´, a proto X − 20|X > 20 má zase
stejné exponenciální rozd¥lení Exp(1/20). V takovém p°ípad¥ je tedy

E(S | X > 20) = 20 + E(X | X > 20) + E(Y ) = 20 + 20 + 20 = 60.

Podle v¥ty o rozboru p°ípad· (o úplné st°ední hodnot¥) je

E(S) = P (X ≤ 20)·E(S | X ≤ 20)+P (X > 20)·E(S | X > 20) = (1−e−1)·40+e−1·60 = 40+20/e.



To je, pro zajímavost, rovno p°ibliºn¥ 47.3.

4. (10 bod·) (a) De�nujte pojem nezávislost náhodných jev·.
(b) De�nujte pojem podmín¥ná st°ední hodnota diskrétní náhodné veli£iny.

�e²ení:

(a) �íkáme, ºe jevy Ai, i ∈ I jsou nezávislé, pokud pro kaºdou kone£nou mnoºinu S ⊆ I
platí

P (
⋂
i∈S

Ai) =
∏
i∈S

P (Ai).

(b) Pokud X : Ω→ R je náhodná veli£ina na pravd¥podobnostním prostoru (Ω,F , P ) a
A ∈ F , tak de�nujeme

E(X | A) =
∑

x∈ImX

x · Pr(X = x|A).

5. (10 bod·) Vysv¥tlete princip testování hypotéz. (Objasn¥te mimo jiné, co je to chyba 1.
a 2. druhu.)

�e²ení: Chceme testovat platnost n¥jakého tvrzení, nap°. zda je mince spravedlivá. Ozna-
£íme jako H0 to tvrzení, které povaºujeme za o£ekávané, tzv. nulovou hypotézu. Alternativní
hypotézu zna£íme H1 (v p°ednásce jsme uvaºovali jen p°ípad dvou hypotéz, kde H1 je negace
H0).

Vytvo°íme statistický model situace (pokud házíme n-krát mincí, tak typicky p°edpoklá-
dáme, ºe jednotlivé hody jsou nezávislé, a p°íslu²ný model je binomické rozd¥lení Bin(n, ϑ).
Zde ϑ je neznámý parametr a nulová hypotéza °íká, ºe ϑ = 1/2.

P°ed nam¥°ením dat se rozhodneme, jaký bude tzv. kritický obor, tj. mnoºina W moº-
ných m¥°ení, p°i kterýchH0 zamítneme. Tuto mnoºinu m·ºeme volit více zp·soby, ale chceme
zajistit, aby byla p°edem daná pravd¥podobnost chyby 1. druhu: chybného zamítnutí. (Ne-
chceme moc £asto hlásat zásadní objevy kv·li náhodnému kolísání dat.) Omezení pravd¥po-
dobnosti chyby 1. druhu zna£íme α.

Zárove¬ se snaºíme o co nejmen²í pravd¥podobnost chyby 2. druhu, neboli chybného
p°ijetí (zna£íme β). Pravd¥podobnost, ºe chybnou hypotézu zamítneme nazýváme síla testu.

6. (10 bod·) Vyslovte a dokaºte v¥tu o konvolu£ním vzorci (sou£et nezávislých náhodných
veli£in), p°ípad diskrétních náhodných veli£in.

�e²ení:

V¥ta:

Pokud X, Y jsou nezávislé diskrétní náhodné veli£iny, tak pro Z = X + Y platí

P (Z = z) =
∑

x∈ImX

P (X = x)P (Y = z − x).



D·kaz: Podle v¥ty o úplné pravd¥podobnosti je

P (Z = z) =
∑

x∈Im(X)

P (X = x) · P (Z = z | X = x).

Podle de�nice Z je P (Z = z | X = x) = P (Y = z − x | X = x). Z nezávislosti X a Y
dostáváme, ºe P (Y = z − x | X = x) = P (Y = z − x). Po dosazení máme d·kaz hotov.


