2. zkouskova pisemka NMAIO59 Pravd. a Stat. 1 — feSeni — 22.6.2021

1. (10 bodu) (a) Rozhodnéte, ktery z obrazkia muze popisovat hustotu néjaké ndhodné
veliciny. U obrazki 5 a 6 zvolte vhodnou hodnotu b, ¢, aby funkce byla hustota, je-li to
mozné. Dalsi dvé ¢asti provadéjte jen u téch obrazki, které hustotu zobrazuji.

(b) Odhadnéte stiedni hodnotu pFislusného rozdéleni.

(c) Setad’te rozdéleni podle hodnoty rozptylu. Tuto ¢ast délejte jen pro obrazky 3-6,
resp. ty z nich, které zobrazuji hustotu.




ReSeni:

(a) Vime, 7e hustota je nezaporna funkce, kterd ma integral pies celé R rovny jedné.
Oznac¢me f; funkci na ¢-tém obrazku a X; piislusnou nahodnou veli¢inu.

Funkce fs nenf nezapornd, integraly [~ fi 1 [°°_ fo jsou nekonecné a [*° f3 = 5. Tyto
¢tyfi funkce tedy hustotou byt nemohou.

ffooo fa =1, takze se jedna o hustotu (a to uniformniho rozdéleni U(0, 1).

ffooo f5 = bb (muzeme pocitat integral, nebo obsah obdélniku) takze se jedna o hustotu,
pokud polozime b = 1/5. Jedna se o uniformni rozdéleni U(0, 5).

= f6 = 5¢/2 (mizeme pocitat integral, nebo obsah trojihelniku) takZe se jedna o
hustotu, pokud polozime ¢ = 2/5.

ffooo f7 se z obrazku poznat neda, ale muze to byt jedna, takze se muze jednat o hustotu.
Dost moznéa se jedna o standardni normélni rozdéleni.

(b) St¥edni hodnota U(a,b) je (a + b)/2. Je tedy E(X,) = 1/2 a E(X;5) = 5/2. Zda se,
ze funkce f7 je suda, takze E(X7) = 0 (nebo také E(X7) neexistuje, pokud se jedna napft. o
Cauchyho rozdéleni). Pro E(Xg) pouzijeme vzorec z definice
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téznice), se stejnym vysledkem.

(¢) Pokud si pamatujeme vzorec, tak vime rovnou, ze var(Xy) = (1 — 0)?/12 = 1/12 a
var(X5) = (5 — 0)%/12 = 25/12. (I bez vypoctu by ale mélo byt jasné, ze X; méa 25-krat
mensi rozptyl nez X5.) X4 vypada trochu vice koncentrovana nez Xy, ovéiime vypoc¢tem:
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Rozptyl je tedy var(Xs) = E(X§) —E(Xs)* = 25/2—100/9. Coz je od oka néco pres 1 (piesné
25/18 = 1.388...). Zadané poradi je tedy var(X,) < var(Xg) < var(Xs).

2. (10 boda) V osudi je sto micku s ¢isly 1, 2, ..., 100. Vytahneme tii z nich (bez vraceni).

(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze budou vechny mit ¢islo nejvyse rovné 407

(b) Jaka je stfedni hodnota souctu ¢isel na vytazenych miccich?

(c) Jaka je stfedni hodnota poctu vytazenych mick, jejichz ¢islo je nejvyse rovno 407
Reseni:

(a) Pouzijeme vzorec pro postupné podminovani. Pokud A; znamen4 jev ,i-ty micek méa
¢islo nejvyse 40, tak
40 39 38

P(A;NAyN As) = P(A)P(Ay | A)P(As | Ay N Ay) = <5055 ' 55"

(b) Bud X; ¢islo na i-tém mic¢ku. Kdyz odhlédneme od ostatnich micku, tak je X; uni-
formné nahodné ¢islo od 1 do 100, tedy E(X;) = (1 + 100)/2. Veli¢iny X, X5, X3 nejsou



nezéavislé (kdyz vytahneme micek s ¢islem 1, tak ho nemuZeme vytahnout podruhé, takze
podminénd stfedni hodnota dalsich tazenych mi¢ka je trochu vyssi). Nicméné to linearita
sttedni hodnoty nevyzaduje, je tedy

E(X, + X5 + X3) = E(X)) + E(Xy) + E(X3) = 303/2.

Mohli bychom poéitat i se zavislosti X5 na Xj, tj. uréit stfedni hodnotu E(X, | X; = 1),
atd. V dusledku to znamené zjistit pramér vSech sou¢tu tiiprvkovych podmnozin {1,...,100}
pomoci trojité sumy. Je to ale zbytecné a zdlouhavé.

(¢) Pro pohodli obarvime micky s ¢islem 1, ..., 40, ¢ervené, Zajima nas tedy R, pocet
vytazenych c¢ervenych mickl. Jedna se o hypergeometrické rozdéleni, podle vzorce pro jeho
stiedni hodnotu je E(R) = 3- 745 = 1.2.

Pokud bychom na hypergeometrické zobrazeni zapomnéli, miiZeme pocitat i piimocaie

podle definice:
E(R)=3-P(R=3)+2-P(R=2)+1-P(R=1)4+0-P(R=0).

Podle ¢asti (a) je P(R = 3) = . 39.38 Daldi moZnosti jsou trochu pracnéjsi. Pokud R = 2,
mame tii moznosti, ktery micek nebyl ¢erveny, pro kazdou z nich je stejna pravdépodobnost.
Tj. P(R=2) =3 7% - 3. 8. Analogicky P(R=1) =3- 7% - 3. 2 Dosazeni do vzorce
pro E(R) dava vysledek. Vy¢islovat pii zkouSce netieba, ale vyjde stejnych 1.2.

Pak jsou dalsi, trikovéjsi (ale vypocetné snazsi) zpusoby, jak spocitat E(R), vyuzivajici
postupu, kterym jsme na prednasce odvodili obecny vzorec pro stfedni hodnotu hyperge-
ometrického rozdéleni. Klicem je vyjadrit R jakou soucet tii indikatort, popisujicich, zda
prvni, druhy, tieti micek je Cerveny, a pak vyuzit linearitu stfedni hodnoty.

3. (10 bodia) Doba trvani ustni zkousky mé exponencialni rozdéleni se stiedni hodnotou
20 minut. Objednéni jsou dva studenti, jeden na 10:00, druhy na 10:20. Pokud se zkouseni
prvniho protahne, zkouseni druhého za¢ne az bude prvni hotovy, jinak zac¢ne pfesné v 10:20.
Jaka je stfedni hodnota ¢asu, kdy bude druhy student dozkouseny?

Regeni: Oznacme X dobu zkouseni prvntho studenta, Y dobu pro druhého studenta. Méme
zadano, ze XY ~ Exp(\) pro A = 1/20 (stfedni hodnota je 1/)), Povazujme X, Y za
nezavislé.

Vypocet rozdélime podle toho, jestli druhy student musi ¢ekat, nebo ne. Pokud ne, coz
nastane s pravdépodobnosti P(X < 20) = 1—e % =1—¢7!, tak celkovy ¢as je S = 20+Y
a tedy E(S | X <20) =20+ E(Y) = 40.

Pokud druhy student musi ¢ekat, tak X > 20, coZ nastane s pravdépodobnosti e~
Vyuzijeme toho, Ze exponencialni rozdéleni nema pamét, a proto X — 20|.X > 20 mé zase
stejné exponencialni rozdéleni Fxp(1/20). V takovém piipadé je tedy

E(S | X > 20) = 20 + E(X | X > 20) + E(Y) = 20 + 20 + 20 = 60.
Podle véty o rozboru pfipadii (o uplné stfedni hodnoté) je

E(S) = P(X < 20)E(S | X <20)+P(X > 20)-E(S | X > 20) = (1—e)-40+¢ 160 = 40+20 /.



To je, pro zajimavost, rovno piiblizné 47.3.

4. (10 bodu) (a) Definujte pojem nezavislost ndhodnych jevi.
(b) Definujte pojem podminéna st¥edni hodnota diskrétni nahodné veli¢iny.

Reseni:

(a) Rikame, Ze jevy A;, i € I jsou nezavislé, pokud pro kazdou kone¢nou mnozinu S C T

plati
P(()A) =[] P(A).

i€S i€S

(b) Pokud X : Q — R je ndhodnéa veli¢ina na pravdépodobnostnim prostoru (2, F, P) a
A € F, tak definujeme
E(X|A) = > x Pr(X=zlA).

zelmX

5. (10 bodii) Vysvétlete princip testovani hypotéz. (Objasnéte mimo jiné, co je to chyba 1.
a 2. druhu.)

Regeni: Cheeme testovat platnost néjakého tvrzeni, napf. zda je mince spravedliva. Ozna-
¢ime jako Hy to tvrzeni, které povazujeme za ocekavané, tzv. nulovou hypotézu. Alternativni
hypotézu znac¢ime H; (v prednasce jsme uvazovali jen piipad dvou hypotéz, kde H; je negace
H()).

Vytvoiime statisticky model situace (pokud hazime n-krat minci, tak typicky predpokla-
dame, ze jednotlivé hody jsou nezavislé, a p¥islusny model je binomické rozdéleni Bin(n,d).
Zde ¥ je neznamy parametr a nulova hypotéza iika, ze ¢ = 1/2.

Pted naméfenim dat se rozhodneme, jaky bude tzv. kriticky obor, tj. mnozina W moz-
nych méfeni, pii kterych Hy zamitneme. Tuto mnozinu mizeme volit vice zpisoby, ale chceme
zajistit, aby byla pfedem dana pravdépodobnost chyby 1. druhu: chybného zamitnuti. (Ne-
chceme moc ¢asto hlasat zasadni objevy kvili ndhodnému kolisani dat.) Omezeni pravdépo-
dobnosti chyby 1. druhu znac¢ime a.

Zaroven se snazime o co nejmensi pravdépodobnost chyby 2. druhu, neboli chybného
prijeti (zna¢ime [3). Pravdépodobnost, ze chybnou hypotézu zamitneme nazyvame sila testu.

6. (10 bodi) Vyslovte a dokazte vétu o konvoluénim vzorci (soucet nezavislych ndhodnych
veli¢in), piipad diskrétnich ndhodnych veli¢in.



Diikaz: Podle véty o uplné pravdépodobnosti je

P(Z=z)= Y P(X=u1)-PZ=z|X=u)

zeIm(X)

Podle definice Z je P(Z = 2 | X = 2) = P(Y = z—x | X = z). Z nezavislosti X a Y
dostavame, ze P(Y =z —z | X =2) = P(Y = z — x). Po dosazeni mame dikaz hotov.



