1. zkouskova pisemka NMAI059 Pravd. a Stat. 1 — feSeni — 16.6.2021

1. (10 bodu) (a) Rozhodnéte, ktery z obrazki popisuje distribu¢ni funkci néjaké nahodné
veli¢iny. Dalsi dvé ¢asti provadéjte jen u téch obrazkiu, které distribuéni funkei popisuji.

(b) Odhadnéte stfedni hodnotu.

(c) Sefad'te podle hodnoty rozptylu.
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Reseni:

(a) Treti a pata funkce nejsou distribuéni funkce zadné ndhodné veli¢iny, protoze nejsou
neklesajici. Prvni také neni, protoZe neni zprava spojita. (Neboli: pfislusna nahodné veli¢ina
by musela s pravdépodobnosti 1/2 generovat ¢isla, ktera jsou kladna, ale mensi nez kazdé
kladné realné ¢islo.) Vechny ostatni funkce spliuji vSechny pozadavky z prednasky (neklesa-
jici, zprava spojita, spravné limity v +00), jedné se tedy o distribu¢ni funkce. Druhé funkce
odpovida uniformnimu rozdéleni U (0, 5), ¢tvrta, Sesta a sedmé odpovidaji diskrétni ndhodné
veli¢ing, ktera nabyva jen hodnot {0, 1}, resp. {0, 1, 2}; pravdépodobnost néjakého bodu je
rovna velikosti skoku distribu¢ni funkce v tom bodé. Oznacime dale X; ndhodnou veli¢inu,
jejiz distribuc¢ni funkce je na i-tém obrazku.

(b) Xy ~ U(0,5), tedy E(X5) = 5/2. (Pokud si to nepamatujeme, muzeme spocitat jako
f05 T3 = %ﬁ)

X4 ~ Ber(1/2), tedy E(X,) =1/2

Pro X = X, X7 plati, ze P(X = 0) = P(X = 2), tedy je E(Xg) = E(X;) = 1. (Pro
kontrolu: P(Xg =0) =1/3, P(X; =0) =0.4.)

(c) Xy ~ U(0,5), tedy var(Xy) = 52/12.

X4 ~ Ber(1/2), tedy var(X,) = 1/4

Pro X = X, X7 plati, ze P(X = 0) = P(X = 2), a E(X) = 1. Je tedy var(X) =
E(X —1)*)=1-P(X #1).

Zaver: var(Xy) < var(Xg) < var(Xy) < var(Xa).

2. (10 bodu) (a) Dva hraci, Adam a Bozena, opakované hazi kostkou, v poradi
ABABAB. .. Jaki je pravdépodobnost, ze Sestka padne prvni Adamovi?

(b) Do hry se prida jesté Cecil, hazi v poradi ABCABCABC. .. Pravdépodobnost, ze
Sestka padne napred Adamovi, pak BoZeng, a nakonec Cecilovi je 216/1001. Zduvodnéte.
(Pokud padne Adamovi Sestka vicekrat, a az pak BoZené, tak je to také v poradku, jde nam
jen o poradi ¢asi, kdy poprvé hodi Sestku.)

ReSeni:
(a) Ozna¢me hledanou pravdépodobnost p. Pouzijeme vétu o tplné pravdépodobnosti.

Pro pozadované poradi padnuti Sestky jsou dvé moznosti: bud Adamovi padne Sestka napo-
prvé (pravdépodobnost 1/6) a dal je jedno co se stane, nebo Adamovi ani Bozené nepadne



Sestka (pravdépodobnost (5/6)?) a jsme ve stejné situaci jako na za¢atku, tj. pravdépoobnost
tspéchu je p. Celkové tedy vime, ze

5+ ()
p= 6 6 p
Odsud snadnou upravou zjistime, ze p = 6/11.

Alternativné muzeme oznacit jako A; jev, ze Adam hodi Sestku v (i + 1)-nim hodu, a
predchozich 2i hodi nepadla nikdy Sestka. Zjevné je P(A;) = $(5/6)* a zajima nés
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Soucet geometrické fady nam da tyz vysledek 6/11.

(b) Budeme postupovat podobné jako v minulé ¢asti, hledanou pravdépodobnost tento-
krat oznac¢ime ¢g. Opét mame moznost upéchu, kdy Adamovi, BozZené, ani Cecilovi nepadne
Sestka (pravdépodobnost (5/6)%) a jsme v situaci jako na zac¢atku, tj. mame pak pravdépo-
dobnost tspéchu ¢. Pokud Adamovi napoprvé padne Sestka, nezalezi pak uz na tom, co mu
bude déle padat, mizeme ho tedy z uvah vyradit. Bozena a Cecil pak hraji hru z ¢asti (a),
kde je pravdépodobnost tspéchu p = 6/11. Celkové tedy mame

_1 6+<5>3
=6 117 \6) 1

Po upravé zjistime, ze ¢ = 216/1001.

3. (10 bod)  Paretovo rozdéleni s parametrem o > 1 ma hustotu f(z) = -5 pro z €
1,00) (a nula jinde).

(a) Ovéite, ze se jedna o hustotu.

(b) Z tohoto rozdéleni jsme nasamplovali hodnoty 5, 2, 3. Odvodte odhad & pomoci
metody maximalni vérohodnosti.

(c) Necht X ma vyse popsané Paretovo rozdéleni, tj. fx = f. Spoctéte E(X).

(d) Najdéte odhad & metodou momentu.

ResSeni:
(a) Potfebujeme ovérit, Ze integral pies vSecha z je 1:

/_Z f(z)dx = /100 ax * dr = [Oéxia]‘;o —0—(=1)=1.

—

(b) Vérohodnost trojice (5,2, 3) je

(07 « «
L(5’ 3’ 2’ Oé) - 5o+l 9a+l Ja+1l’



Tuto funkci chceme tedy maximalizovat. Pro zjednodusSeni ji napted zlogaritmujeme, pak
pouzijeme derivaci:

l(a) = (logar — (v + 1) log5) + (log @ — (a4 1) log 2) + (loga — (a + 1) log 3)
(a) = % “log(5-2-3)

Maximalni vérohodnost ma hodnota «, pro kterou je ¢'(a) = 0 (vidime, Ze pro mensi «
je derivace kladna, pro vétsi zaporna, jedna se tedy opravdu o maximum). Klademe tedy

& = +log 30 = 1.13. (Pii pisemce netieba vyéislovat.)
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(c) Podle definice je

E(X) = /_ Z v f(@)dr = /1 " aroda

_ O _aqiqee _ _( a )
[_a+1x Jr =0 —a+1
«

a—1
Podotknéme, Ze 0 na druhém Fadku je lim,_,.o 27", Zde tedy vyuzivame toho, ze o > 1.

(d) Pouzijeme predchozi ¢ast. Prvni moment dané distribuce je a/(ae — 1), ten polozime
rovny prvinimu vybérovému momentu z3 = (5 + 2 + 3)/3 = 10/3. Vyfesime tedy lehkou
rovnici a/(a — 1) = Z3, odsud 1 — 1/ = 1/Z3, a tedy odhad ziskany momentovou metodou

je .
-+ o 0.
]_—1/1’3 Ig—l 7

4. (10 bodu) (a) Definujte pojem sdruzené distribué¢ni funkce.
(b) Popiste, jak se spoc¢ita empiricka distribu¢ni funkce.
Reseni:
(a) Pro nédhodné veli¢iny Xi,..., X, je jejich sdruzena distribu¢ni funkce definovana

VZorcem
FX1 77777 Xn(l’l,,ZL‘n):P(Xlgl'l&&Xngl'n)

(Stacila i definice pro dvé nahodné veli¢iny, tj. Fxy(z,y) = P(X <z &Y <y).)

(b) Mame-li ndhodny vybér Xy, ..., X, tak k nim pfislusna empiricka distribu¢ni funkce
je
. PIX; <
Fn(l'): Zz:l ( —:C)’
n

kde I(X; < x) =1 pokud X; < z a 0 jinak.
Ekvivalentné feceno, pokud naméfime hodnoty z1, ..., z, (realizaci ndhodného vybéru),
tak empiricka distribu¢ni funkce F'(x) jedna n-tina z poctu i takovych, ze z; < .

5. (10 bodi) Vyslovte Centralni limitni vétu. Vysvétlete, k ¢emu se hodi.



Reseni:Necht X, X,,... jsou stejné rozdélené nahodné veli¢iny se st¥edni hodnotou s a

rozptylem 2. Oznac¢me

av/n

Pak Y,, konverguji v distribuci k N (0, 1), neboli pro kazdé = € R plati

Y,

lim P(Y, <z)= ®(x).
n—oo
Vyznam véty je v tom, Ze ndm umoznuje aproximovat soucet mnoha nahodnych veli¢in

pomoci jednoho, dobfe znamého rozdéleni. Takové soucty se Casto vyskytuji — na piiklad
Bin(n,p) je soucet n veli¢in Ber(p), ve statistice takové soucty ¢asto potkdme a mmnoho
fyzikalnich jevi je (pfiblizné) popsano jako soucet nezavislych nahodnych veli¢in. To vysvét-
luje pro¢ binomické ¢isla, stejné jako mnoho v praxi se vyskytujicich veli¢in, maji priblizné
normalni rozdéleni.

6. (10 boda) Vyslovte a dokazte vétu o stfedni hodnoté souc¢tu ndhodnych velic¢in (dikaz
staci pro diskrétni ndhodné veliciny).
Reseni:

Véta: E(X+Y) = E(X)+E(Y), méa-li prava strana smysl. (Tj. jsou-li obé stfedni hodnoty
definovany a nejedna se o piipad oo — 00.)

Dikaz: Pouzijeme pravidlo LOTUS pro funkci g(x,y) = « 4+ y. Podle néj je

E(gX,Y)= Y. > gy PX=1&Y =y)

zelmX yeImY

=3 Y Gy P =agY =y)

zelmX yeImY

=) Y 2 PX=z&Y=y)+ Y Y y PX=z&Y=y)

zeImX yelImY zelmX yelmY
= > 2 P(X=x2)+ > y-PY=y)

zelmX yelmY
— E(X) + E(Y)

Vyuzivame zde toho, 7e > P(X =z&Y =vy) = P(X = z), obdobné pro prohozené

XavY.

yelmY



