
�e²ení vzorové zkou²kové písemky NMAI059 Pravd. a Stat. 1 � 2020/21
1. (10 bod·) Následující tabulka popisuje sdruºenou pravd¥podobnostní funkci pX,Y (x, y)
náhodného vektoru (X, Y ). Jiné neº vyzna£ené hodnoty tyto veli£iny nenabývají. Víme, ºe
E(X) = 1/2.

x
y −1 0 1

0 a 1/8 1/4
1 1/8 b 1/8

(a) Ur£ete hodnotu a a b.
(b) Zjist¥te, zda jsou X a Y nezávislé.

�e²ení:

(a) Víme, ºe

E(X) = 0 · pX(0) + 1 · pX(1) = pX,Y (1,−1) + pX,Y (1, 0) + pX,Y (1, 1) = 1/8 + b+ 1/8,

tudíº b = 1/4. Sou£et v²ech £ísel v tabulce musí být 1, tudíº a = 1/8.

(b) I bez °e²ení £ásti (a) víme, ºe pX(0) = pX(1) = 1/2. Kdyby X a Y byly nezávislé, tak
by v kaºdém sloupci byla ob¥ £ísla stejná, a to není pravda nap°. v posledním sloupe£ku.

2. (10 bod·) Petr se opakovan¥ pokou²í porazit siln¥j²ího protivníka v ²achu. Pokud Petr
vyhraje, získá 10 bod·, jinak (i v p°ípad¥ remízy) ztratí 2 body. Petr vyhrává s pravd¥po-
dobností 1/4.

(a) V kolikátém kole Petr poprvé vyhraje (v pr·m¥ru)?
(b) Má-li Petr na za£átku 6 bod·, s jakou pravd¥podobností bude nejpozd¥ji po p¥ti

kolech na nule?
(c) Jaké je rozd¥lení Petrových bod· po p¥ti hrách, jestliºe na za£átku má nula bod·

(záporné body jsou povoleny)? (Popi²te pravd¥podobnostní funkci tohoto po£tu bod·.)
(d) Je vy²²í pravd¥podobnost, ºe bude mít po deseti kolech alespo¬ dvacet bod·, nebo

po sto kolech alespo¬ dv¥ st¥ bod·?

�e²ení:

(a) �íslo kola, kdy Petr poprvé vyhraje, má rozd¥lení Geom(1/4), tudíº zkoumaná st°ední
hodnota je 1

1/4
= 4.

(b) Pokud by Petr vyhrál, má 16 bod· a ani £ty°i prohry ho nedovedou k nule. Pokud
má být po ≤ 5 kolech na nule, je to moºné jen tak, ºe t°ikrát za sebou prohraje. To se stane
s pravd¥podobností (3/4)3.

(c) M·ºeme si p°edstavit, ºe v kaºdém kole Petr ztratí dva body a pak má ²anci zís-
kat 12 bod·, s pravd¥podobností 1/4. Výsledný po£et bod· bychom tedy mohli ozna£it



−10 + 12 · Bin(5, 1/4). Platí tedy, ºe Petr bude mít −10 + 12k bod· (pro k = 0, 1, . . . , 5) s
pravd¥podobností danou binomickým rozd¥lením, tj.

(
5
k

)
(1/4)k(3/4)5−k.

(d) St°ední hodnota zisku bod· za jedno kolo je µ = +10 · 1
4
− 2 · 3

4
= 1. Rozptyl bychom

mohli spo£ítat také, ale sta£í nám, ºe je to n¥jaká konstanta σ2.
Za deset kol bude mít pr·m¥rn¥ deset bod·, za sto kol sto bod·. Dotazujeme se tedy na

pravd¥podobnost podstatn¥ nadpr·m¥rného zisku, navíc zisku �lineárn¥ nadpr·m¥rného� .
Tato pravd¥podobnost by m¥la pro v¥t²í n klesat, protoºe pro velká n se bude sou£et chovat
�víc podle st°ední hodnoty� .

Te¤ po°ádn¥: Podle Centrální limitní v¥ty je rozd¥lení (X1 + · · · + Xn − nµ)/(σ
√
n)

p°ibliºn¥ normální. P°i p°echodu od n = 10 k n = 100 se £itatel zvý²í desetkrát, jmenovatel
jen
√

10-krát. Ptáme se tedy na pravd¥podobnost, ºe ve standardním normálním rozd¥lení
�padne� mnohem vy²²í £íslo, tj. pravd¥podobnost pro sto kol bude (mnohem) men²í.

(Pro zajímavost: pro n = 10 je daná pravd¥podobnost 0.224, pro n = 100 jen 0.027. To
p°i písemce vy£íslovat nemusíte.)

3. (10 bod·) Po°ádáte oslavu pro 100 host· a p°emý²líte, kolik chlebí£k· objednat. Ze
zku²enosti víte, ºe po£et chlebí£k· sn¥dených náhodným hostem je ur£en Poissonovým roz-
d¥lením se st°ední hodnotou 3. Kolik chlebí£k· p°ibliºn¥ musíte objednat, abyste v¥d¥li, ºe
s pravd¥podobností 0.95 ºádný host nebude hladový?

(Pouºijte vhodnou limitní v¥tu.)

�e²ení:Po£et chlebí£k·, které sní i-tý host, ozna£íme Xi. Podle zadání je Xi ∼ Pois(3),
podle vlastností Poissonova rozd¥lení odsud odvodíme, ºe E(Xi) = var(Xi) = 3. Podle
Centrální limitní v¥ty je rozd¥lení X1+···+X100−300√

3·
√
100

p°ibliºn¥ standardní normální. Proto

P (X1 + · · ·+X100 ≤ 300 + t
√

300)
.
= Φ(t).

Aby tato pravd¥podobnost byla 95 %, musíme nakoupit 300 +
√

300 · Φ−1(0.95) chlebí£k·.
(Po dosazení vyjde 328.5, ale to není b¥hem zkou²ky t°eba dopo£ítávat. V R-ku se m·ºeme
nap°. zeptat i p°ímo na qnorm(0.95,300,sqrt(300)).)

Alternativní °e²ení bez CLV: víme, ºe sou£et Poissonových rozd¥lení je zase Poissonovo
rozd¥lení. Tedy 100 host· sní dohromady po£et chlebí£k·, jejichº rozd¥lení je Pois(300).
Zajímá nás tedy kvantilová funkce tohoto rozd¥lení v bod¥ 0.95. To nejde nijak hezky zjed-
nodu²it, ale R-ko to spo£ítá pomocí p°íkazu qpois(0.95,300). Vyjde 329.

4. (10 bod·) (a) De�nujte pojem hustota náhodné veli£iny X.
(b) Popi²te, jak pomocí hustoty ur£it var(X).



�e²ení:

(a) �íkáme, ºe funkce f : R → [0,∞) je hustota náhodné veli£iny X, pokud pro kaºdé
x ∈ R platí, ºe

P (X ≤ x) =

∫ x

−∞
f(t)dt.

(b) Podle pravidla LOTUS a pravidla pro výpo£et rozptylu platí

var(X) = E(X2)− E(X)2 =

∫ ∞
−∞

t2f(t)dt−
(∫ ∞
−∞

tf(t)dt
)2

5. (10 bod·) Vyslovte v¥tu o univerzalit¥ uniformního rozd¥lení. Vysv¥tlete, k £emu se
hodí.

�e²ení:

Nech´ F je funkce �typu distribu£ní funkce� : neklesající zprava spojitá funkce
s limx→−∞ F (x) = 0 a limx→+∞ F (x) = 1. Nech´ Q je odpovídající kvantilová
funkce.

Nech´ U ∼ U(0, 1) a X = Q(U). Pak X má distribu£ní funkci F .

V¥ta je vhodná ke konstrukci náhodných veli£in s danou distribucí � pot°ebujeme um¥t
vyrobit uniformn¥ náhodnou veli£inu na intervalu (0, 1) a spo£ítat kvantilovou funkci. �íkali
jsme si je²t¥ druhou v¥tu podobného typu:

Nech´ X je n.v. s distribu£ní funkcí FX = F , nech´ F je spojitá a rostoucí. Pak
F (X) ∼ U(0, 1).

Tuto v¥tu bychom mohli pouºít t°eba pro testování: pokud máme proceduru na otesto-
vání, ºe náhodná veli£ina je uniformní, m·ºeme ji pouºít na otestování libovolného jiného
spojitého rozd¥lení.

6. (10 bod·) Vyslovte v¥tu � slabý zákon velkých £ísel. Dokaºte ji.



�e²ení:Nech´ X1, X2, . . . jsou n.n.v. se st°ední hodnotou µ a rozptylem σ2. De�nujme výb¥-
rový pr·m¥r X̄n = (X1 + · · ·+Xn)/n. Pak posloupnost X̄n konverguje v pravd¥podobnosti
k µ (pí²eme X̄ P−→ µ), coº zna£í, ºe pro kaºdé ε > 0 platí

lim
n→∞

P (|Xn − µ| > ε) = 0.

V¥tu dokáºeme pomocí �eby²evovy nerovnosti. Spo£teme nap°ed st°ední hodnotu a roz-
ptyl X̄n:

E(X̄n) =
1

n
(E(X1) + · · ·+ E(Xn)) =

nµ

n
= µ

var(X̄n) =
1

n2
(var(X1) + · · ·+ var(Xn)) =

n · σ2

n2
=
σ2

n

Podle �eby²evovy nerovnosti je

P (|X̄n − µ| > t · σ/
√
n) <

1

t2
.

Pro tσ/
√
n = ε nám vychází 1/t2 = σ2

ε2n
, coº má limitu 0 pro n→∞.


