Reseni vzorové zkougkové pisemky NMAI059 Pravd. a Stat. 1 —2020/21

1. (10 bodu) Nasledujici tabulka popisuje sdruzenou pravdépodobnostni funkei px y (z,y)
néhodného vektoru (X,Y). Jiné nez vyznacené hodnoty tyto veli¢iny nenabyvaji. Vime, 7Ze
E(X)=1/2.
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(a) Urcete hodnotu a a b.
(b) Zjistéte, zda jsou X a Y nezévislé.

Reseni:

(a) Vime, ze
E(X)=0-px(0) +1-px(1) =pxy(l,—1) +pxy(1,0) +pxy(1,1) =1/8 + b+ 1/8,

tudiz b = 1/4. Soucet vSech ¢isel v tabulce musi byt 1, tudiz a = 1/8.

(b) I bez FeSeni ¢asti (a) vime, Ze px(0) = px(1) = 1/2. Kdyby X a Y byly nezavislé, tak
by v kazdém sloupci byla obé ¢isla stejnd, a to neni pravda napf. v poslednim sloupecku.

2. (10 bodi) Petr se opakované pokousi porazit silnéjsiho protivnika v Sachu. Pokud Petr
vyhraje, ziska 10 bodu, jinak (i v pfipadé remizy) ztrati 2 body. Petr vyhrava s pravdépo-
dobnosti 1/4.

(a) V kolikatém kole Petr poprvé vyhraje (v praméru)?

(b) M&-1li Petr na zac¢atku 6 bodi, s jakou pravdépodobnosti bude nejpozdéji po péti
kolech na nule?

(c) Jaké je rozdéleni Petrovych bodu po péti hrach, jestlize na za¢atku ma nula bodu
(zaporné body jsou povoleny)? (Popiste pravdépodobnostni funkci tohoto po¢tu bodi.)

(d) Je vyssi pravdépodobnost, Ze bude mit po deseti kolech alespon dvacet bodi, nebo
po sto kolech alespon dvé sté bodu?
ReSeni:

(a) Cislo kola, kdy Petr poprvé vyhraje, mé rozdéleni Geom(1/4), tudiz zkoumana stiedni
hodnota je ﬁ =4,

(b) Pokud by Petr vyhral, ma 16 bodu a ani ¢tyfi prohry ho nedovedou k nule. Pokud
mé byt po < 5 kolech na nule, je to mozné jen tak, ze tfikrat za sebou prohraje. To se stane
s pravdépodobnosti (3/4)3.

(c) Muzeme si predstavit, ze v kazdém kole Petr ztrati dva body a pak méa Sanci zis-
kat 12 bodi, s pravdépodobnosti 1/4. Vysledny pocet bodi bychom tedy mohli oznacit



—10 + 12 - Bin(5,1/4). Plati tedy, ze Petr bude mit —10 + 12k bodu (pro k = 0,1,...,5) s
pravdépodobnosti danou binomickym rozdélenim, tj. (7)(1/4)%(3/4)>7*.

(d) Stredni hodnota zisku bodii za jedno kolo je p = +10- % —2- 2 = 1. Rozptyl bychom
mohli spoc¢itat také, ale stac¢i nam, Ze je to néjaka konstanta o2.

Za deset kol bude mit primérné deset bodi, za sto kol sto bodii. Dotazujeme se tedy na
pravdépodobnost podstatné nadprimeérného zisku, navic zisku ,linearné nadprimeérného®.
Tato pravdépodobnost by méla pro vétsi n klesat, protoze pro velkd n se bude soucet chovat
,vic podle stfedni hodnoty“.

Ted poradné: Podle Centralni limitni véty je rozdéleni (X; + --- + X, — nu)/(o/n)
priblizné normélni. Pti pfechodu od n = 10 k n = 100 se ¢itatel zvysi desetkrat, jmenovatel
jen v/10-krat. Ptame se tedy na pravdépodobnost, Ze ve standardnim normalnim rozdéleni

(Pro zajimavost: pro n = 10 je dana pravdépodobnost 0.224, pro n = 100 jen 0.027. To
pii pisemce vy¢islovat nemusite. )

3. (10 bodi) Poradate oslavu pro 100 hosti a premyslite, kolik chlebitki objednat. Ze
zkusSenosti vite, ze pocet chlebicku snédenych ndhodnym hostem je uréen Poissonovym roz-
délenim se stfedni hodnotou 3. Kolik chlebickt ptiblizné musite objednat, abyste védéli, ze
s pravdépodobnosti 0.95 zadny host nebude hladovy?

(Pouzijte vhodnou limitni vétu.)

Reseni:Pocet chlebicki, které sni i-ty host, oznacime X;. Podle zadani je X; ~ Pois(3),

podle vlastnosti Poissonova rozdéleni odsud odvodime, ze E(X;) = var(X;) = 3. Podle
Centréalni limitni véty je rozdéleni W p¥iblizné standardni normalni. Proto

P(Xy + -+ 4 Xigo < 300 4 tv300) = O(2).

Aby tato pravdépodobnost byla 95 %, musime nakoupit 300 + /300 - ®-1(0.95) chlebicki.
(Po dosazeni vyjde 328.5, ale to neni béhem zkousky tieba dopocitavat. V R-ku se miizeme
napf. zeptat i piimo na gqnorm(0.95,300,sqrt(300)).)

Alternativni feseni bez CLV: vime, 7e soucet Poissonovych rozdéleni je zase Poissonovo
rozdéleni. Tedy 100 hosti sni dohromady pocet chlebicki, jejichz rozdéleni je Pois(300).
Zajima nas tedy kvantilova funkce tohoto rozdéleni v bodé 0.95. To nejde nijak hezky zjed-
nodusit, ale R-ko to spo¢ita pomoci piikazu qpois(0.95,300). Vyjde 329.

4. (10 bodu) (a) Definujte pojem hustota ndhodné velic¢iny X.
(b) Popiste, jak pomoci hustoty urcit var(X).



ReSeni:
(a) Rikime, 7e funkce f : R — [0,00) je hustota nahodné veli¢iny X, pokud pro kazdé
x € R plati, ze

P(X <) = / F(#)dt.

(b) Podle pravidla LOTUS a pravidla pro vypocet rozptylu plati

war(X) = BCe%) ~ B0 = [ e ( [
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5. (10 bodi) Vyslovte vétu o univerzalité uniformniho rozdéleni. Vysvétlete, k ¢emu se
hodi.

Reseni:

Necht F' je funkce ,typu distribu¢ni funkce*: neklesajici zprava spojita funkce
s lim,, o F(z) = 0 a lim, o F(z) = 1. Necht @ je odpovidajici kvantilova
funkce.

Necht U ~ U(0,1) a X = Q(U). Pak X ma distribu¢ni funkei F.

Véta je vhodna ke konstrukei ndhodnych veli¢in s danou distribuci — potfebujeme umét
vyrobit uniformné nahodnou veli¢inu na intervalu (0, 1) a spocitat kvantilovou funkei. Rikali
jsme si jesté druhou vétu podobného typu:

Necht X je n.v. s distribu¢ni funkci F'x = F, necht I je spojita a rostouci. Pak
F(X)~U(0,1).

Tuto vétu bychom mohli pouzit tfeba pro testovani: pokud méame proceduru na otesto-
vani, Ze ndhodna veli¢ina je uniformni, miZeme ji pouzit na otestovani libovolného jiného
spojitého rozdeéleni.

6. (10 bodi) Vyslovte vétu — slaby zakon velkych ¢isel. Dokazte ji.



Reéeni:Necht’_Xl, Xa,... jsoun.n.v. se stfedni hodnotou p a rozptylem o?. Definujme vybé-
rovy prumér X, = (X7 + -+ + X,,)/n. Pak posloupnost X,, konverguje v pravdépodobnosti

k p (pfSeme X i ), coz znadi, ze pro kazdé £ > 0 plati

lim P(|X,, — p| >¢) =0.

n—o0

Vétu dokdzeme pomoci éebyéevovy nerovnosti. Spoc¢teme napied stfedni hodnotu a roz-
ptyl X,,:

E(X) = - (B(X) + -+ B(X,) = " =
var(X,,) = %(V&I‘(Xl) + - Fvar(X,)) = n?-l;r? = %2

Podle éebyéevovy nerovnosti je
_ 1
P(| X, —pu|>t-o/v/n) < e

A ;. 2 “ T
Pro to/\/n = € nam vychazi 1/t* = %, coz ma limitu 0 pro n — co.



