Algebra — cviceni 12, feSeni

1. Naleznéte minimalni polynomy m, 1 nasledujicich prvki a € S nad T

(b)
(d)

(2)
(h*)

(i)

a=+/2i,S=C, T =Q(i): Jelikoz v/2i ¢ Q(i), nemtize mit minimalni polynom stupes 1.
Je proto mg 7 = x* + 2.

a=+v2,8=R,T=Q(2): Vime-li, 7e v/2 ¢ Q(+/2), je jasné, 7e myr = 2> — /2. Ze
plati v/2 ¢ Q(v/2), plyne kromé snadného vypoctu také z toho, 7e degm, 7 = [T'(a) : T] =
Q(vV2): Q(v2)] a4 =[Q(v2): Q] =[T(a): T)[T : Q] = [T(a) : T] - 2, kde prvni rovnost
plyne z toho, Ze m 5 = x* — 2 a posledni z myso = % — 2.

a=+v2++5 S =R, T = Q: Nejprve nalezneme kandidata na minimalni polynom, tj.
néjaky polynom, ktery ma jisté a za kofen. To bude ur¢ité pifpad polynomu (z—+/2)?—5 =
22 —2v/2x—3 =: g, ktery ma za kofeny v/24+/5. Problém je, Ze nema racionélni koeficienty;
z on-line cvifeni ovSem vime, Ze m, o5 = ¢ Plati

ga) =0<= 2" —3=2V22 = (2* - 3)* = 82" <= 2" — 142> + 9 = 0.

Posledni polynom (4. stupné) je nasim kandidatem, ozna¢me ho f. Snadno vidime, Ze

jeho kofeny jsou pravé viechny tvaru /24 /5. Jeho rozkladové nadtéleso je proto rovno
U = Q(v/2,v/5), které ma stupeir 4 nad Q (to plyne mimo jiného z v/5 ¢ Q(v/2)). Jelikoz
vime, ze degm,r = [Q(a) : Q], k prokazani ireducibility polynomu f stac¢i, kdyz ovéiime,
7e Q(v2,v/5) = Q(a); netrivialni je jen inkluze C. To plyne bezprostiedné ze vztahu
V2 =d?/6 — 11a/6, ktery dava v/2 € Q(a). Nasledné pak ihned v/5 = a — v/2 € Q(a).
a=vV2++V5, S=R, T=R: Triviélnéx—(ﬁ%—ﬁ).
a=+2,5 =R, T=0Q(~/2++/5): Ihned z fefeni ¢asti (¢) mame, Ze hledanym polynomem
je r — /2.
a =138 = Zy(t), T = Zy(t + t*): Predné zopakujme, 7ze Z(t) je podilové téleso oboru
Zs[t]. Pro konkrétni prvek b = t* +t € Zy(t) pak uvazujeme nejmensi podtéleso télesa
Zs(t) obsahujici prvek b (a téleso Zs); to se standardné znadi Zo(b).

Jak vite ze zimniho semestru, Zy(b) je podilové té&leso oboru Zy[b] = {f(b); f € Zs[x]},

to jest
Z(b) = {% f.9 € Zofa], g(b) # o}.

Jelikoz f(b) je pro f € Zs[x] vzdy polynom sudého stupné v proménné ¢, jsou i vSechny
prvky z Zs[t]NZy(b) polynomy sudého stupné v ¢. Mimo jiné tedy a = t* ¢ Zy(b) a hledany
minimalni polynom ma stupen alespon 2.

Na druhou stranu t® uz je polynom sudého stupné v ¢, coz dava tusit, ze by hledany
minimélni polynom mohl mit stupeii 2, tj. mohl by byt tvaru 2% + dz + ¢ pro vhodna
d,c € Zy(b). Hledame tedy takova d,c, 7e t° = dt® + c. Pokud by d,c existovala jiZ
v Zs[b], bylo by dt? lichého stupné, a tedy ¢ musi v sob& obsahovat t%. Vyzkousime proto
c= 4+t =2+ t)t* +12) =15 + 15+ t* + 3. Takze dt® = t5 + t* + * a stadi poloZit
d=1t*+1t+1 € Zsy(b). Dostali jsme mys 7,24 (x) = 2> + (2 + t + 1)z + (2 + ¢)°.

2. Naleznéte n&jakou bazi T'(a) nad T v pripadech (c¢) a (e) v tloze 1. a urcete stupen rozsireni
T(a) > T. V piipadé (c) mame napiiklad (1, v/6,v/36, v/216) jako bazi prostoru Q(v/6) nad Q.
V piipadé (e) lze vzit (1,v/2,v/5,/10).

3. UrCete stupen rozsifeni [Q(v/3) : Q] a naleznéte ndjakou béazi Q(v/3) nad Q. Je Q(+v/3) rozkla-
dové nadtéleso n&jakého polynomu z Q[z]?
Méme m g5 = 2% — 3, takZe je hledany stupef rozsifeni roven 3. Bazi je napiiklad (1, /3, v/9).

Téleso Q(+/3) rozhodné neni rozkladové nadtéleso polynomu 2 — 3, ktery se nerozklada ani nad



R na linearni ¢initele. Negativni odpovéd na zadanou obecnéjsi otazku plyne z lemmatu 25.4. Lze
dokazovat i sporem s vyuzitim Tvrzeni 24.5 (3), kde se za U zvoli rozkladové nadtéleso polynomu
2% — 3, coz je Q(V/3, e%); je potteba ale védét, ze Gal(U/Q) = S; (a Ze S3 nema dvouprvkovou
normélni podgrupu).

4. Vite-li, ze m 5, o = 2* — 22> 4+ 9, naleznéte m 5, o- ReSenim je (z —1)* —2(x —1)2 49 =
ot — 423 + 42 + 8. Stadi uvazit, Ze linearni substituce zachovava ireducibilitu polynomu (coZ jsme
jiz méli na jednom z ddvno minulych cviceni).

5. Kterému zndmému okruhu je izomorfni faktorokruh Q[z]/(z* + a), pro
(a) a=2,
(b) a = —47

(a). Sta¢f uvazovat dosazovaci homomorfismus d : Q[z] — Q(v/=2), kde d(f) = f(v/=2). Ten
je jisté surjektivni. V jeho jadru jsou pravé véechny polynomy g € Q[z] takové, ze g(v/—2) = 0, tj.
takové, ze v Q[z] plati m ¢ | g. Mame oviem m =5 o = 2° + 2. Jadro je tedy ideél generovany
polynomem z2 + 2 a zbyvé uzit 1. vétu o izomorfismu pro okruhy.

(b). Polynom z? — 4 neni nad Q ireducibilni, nebot 22 — 4 = (z + 2)(x — 2). Nelze tedy postu-
povat analogicky jako v pripadé (a). Ledaze misto jednoho dosazovaciho homomorfismu budeme
uvaZzovat dva (nebo jeden dvojity). Definujeme totiz d : Q[z] — Q? vztahem d(f) = (f(—2), f(2)).
JelikoZ se operace v Q? provaddji po slozkach, je nasnadé, Ze se opét jedna o okruhovy homomor-
fismus.

V jeho jadru jsou pravé vsechny polynomy g € Q[z]| takové, ze (g(—2),¢9(2)) = (0,0). Jinak
feCeno takové, ze x 4+ 2 | g a zaroven x — 2 | g plati v Q[z]. Jelikoz jsou = + 2 a  — 2 nesoudélné
a Q[x] je Gausstiv obor, jde pravé o viechna g, pro néz z2 — 4 | g. Je proto Kerd = (2% — 4).

Abychom mohli uzaviit 1. vétou o izomorfismu, staci jesté ovéfit, ze Imd = Q%. K tomu je
potieba pro libovolna racionalni ¢isla a,b najit g € Q[z] tak, aby (g(—2),¢(2)) = (a,b). To je
snadné. A Ze to skutecné lze, plyne, ne nahodou, z véty o interpolaci, ktera je variantou CZV pro
polynomy.

7. Necht T' < S jsou télesa takové, ze [S : T je prvocislo. Dokaizte, ze pak S = T'(a) pro libovolny
prvek a € S\ T.

Plyne ihned ze vztahu p =[S : T| =[S : T'(a)|[T(a) : T], kde p je zadané prvoéislo. Z a € S\ T
totiz mame [T'(a) : T] > 2. Nutné proto [S : T'(a)] = 1, a tedy S = T'(a).

8. Necht T je t&leso a a algebraicky prvek nad T takovy, ze [T'(a) : T je lichy. Dokazte, Ze
T(a) = T(a?).

Staci pouzit, ze T < T(a?) < T(a) a [T(a ) T) = [T(a) : T(a®)][T(a?) : T]. Jelikoz je [T'(a) : T
lich¢ a plati [T'(a) : T(a?)] < 2, protoze z? — a®> € T(a*)[x] m& a za koren, musi byt nutné
[T(a) : T(a*)] =1, coz je ekvwalentm s T'(a) = T(a?).

9. Necht a, b jsou algebraické prvky nad 7' takové, Ze jejich minimalni polynomy m, r, my r maji
nesoudélné stupné. DokaZzte, Ze pak mqr = Ma 1) & My = My 1(0)-
Ozna¢me s = degm,r a t = degmy . Mame

[T(a,b) : T(a)][T(a):T)=[T(a,b):T(a)]-s
[T(a,b) :T) =

\ [T(a,b) : T[T (B) : T] = [T(a,b) : T(b)] - t.



Z nesoudélnosti s a t dostavame st | [T'(a,b) : T]. Z trividlnich nerovnosti degmg,rp) < s
a degmy (e < t obdrzime naopak [T'(a,b) : T] < st. Dohromady proto [T'(a,b) : T] = st, a
tedy degmare) = [T(a,b) : T(b)] = s a degmyr@) = t, z ¢ehoz ihned plyne kyZena rovnost
minimalnich polynomai.

10. Dokaizte, Ze Q(v/2 + v/2) = Q(v/2, ¥/2) = Q(v/2). Pro kazdé n € N je myszq = 2" — 2; iredu-
cibilita plyne z Eisensteinova kritéria pro 2 a z Gaussova lemmatu. Trivialné méame Q(\/ﬁ, \5/5) C
Q(v/2), piicemz Q(v/2) je Sestirozmérny vektorovy prostor nad Q. Z predchozi tlohy ale vime, ze
Q(v/2,3/2) : Q] = 23 = 6, a proto plati Q(v2, ¥2) = Q(¥/2).

Zbyva dokézat prvnf rovnost, k Cemuz staci ukdzat, ze degm 5, 359 = 6 (druhé nerovnost
plyne z trivialni inkluze Q(v/2 + v/2) € Q(v/2,v/2)). K tomu uvazujme rozkladové nadtéleso S
polynomu 2% — 2 nad Q (to je, mimochodem, ostie vétai nez Q(v/2)).

Podle Tvrzeni 24.5(2) existuje ' € Gal(Q(v2,v/2)/Q(v/2)) posilajici v/2 na —+/2. Tento
¢ rozsiiime Lemmatem 24.4 do néjakého ¢ € Gal(S/Q(+3/2)). Analogicky existuji vy, €
Gal(S/Q(V2)) takové, 7e 1 (V2) = ¥/2e”5" pro k = 1,2.

Podle Tvrzeni 24.1 musi Q-automorfismy ¢, 11, 12 permutovat kofeny polynomu m s, 35 o- To

ale znamena, ze m s, 3 o M4 za kofeny pfinejmensim vSech 6 prvki (—1)™/2+ V2e*5  kde m =

1,2 a k=0,1,2. Nenf tézkeé si uvédomit, Ze se jedna o 6 riznych prvka. Proto degm sz, ¥z.0 = 6

11. Neni tézké ukazat, Ze zobrazeni

3 3
£: QW3] = Z la,beQb:  a+b/3e Z
a a

je izomorfismus okruhi (a dokonce téles). Vymyslete, jak vam muZze f pomoci k vypoctu mini-
malnich polynomit prvki z Q(v/3) nad Q.

Pokud b = 0, pomoc od f rozhodné nepotirebujeme. Predpokladejme proto dale, ze b # 0. Vime,
7e minimalni polynom prvku a + byv/3 je potom stupné 2. Zarovein z Hamiltonovy—Cayleyho véty
z linearni algebry plyne, Ze pfi dosazeni matice z Im(f) do jejiho charakteristického polynomu,
obdrzime 0. Hledanym minimalnim polynomem proto bude charakteristicky polynom (a — x)? —
3v? = 2? — 2ax + a® — 3%

12. Uzitim 2. véty o izomorfismu pro okruhy dokazte, Ze pro prvocislo p plati Z,[z]/(z* + 1) =
Z[i]/(p). Na zakladé toho identifikujte, ktera prvoéisla jsou ireducibilnimi prvky v Z[i]. Nakonec
pro p, jez ireducibilni nejsou, ukazte, 7e existuji a,b € Z spliujici a® + b* = p.

V Z[z] mame hlavni idedly (p), (z? + 1) a jejich soucet I = (p,2* + 1). Druha véta o izomor-

fismu fika jednak, ze Z[z|/I = ZE.”C/](/IJ()IJ ) a jednak, ze Z[z]/I = %. Z predchozich cvic¢eni

a prednasky vime, ze Z[z]|/(2? + 1) = Z][i], resp. Z|z]/(p) = Z,[x]. Tyto izomorfismy poslou ideal
I/(z* + 1) faktorokruhu Z[z]/(z* 4+ 1) na ideal pZli] okruhu Z[i], resp. ideal I/(p) faktorokruhu
Z[z]/(p) na ideal (2 + 1)Z,[z] okruhu Z,[z]. Dohromady pak dostavame

2oy~ L)/ 1) ~ Llx]/(p) 2
2/ (p) = = 2 2lal/1 2 S = 2] (4 1),

Tyto faktorokruhy jsou dle tvrzeni z prednasky télesy praveé tehdy, kdyz je (p) maximélni ideal
v oboru Zli] (tj. p je ireducibilni prvek v eukleidovském oboru Z[i]), ekvivalentné (z% + 1) je
maximélni ideal v oboru Z,[x] (tj. 22 + 1 je ireducibilni prvek v eukleidovském oboru Z,[x]).
Ziejmé je 2+ 1 ireducibilni v Z,[z] pravé tehdy, kdyZz 2% + 1 nema koten v Z,, tj. v Z, neexistuje
druh& odmocnina prvku —1. Pro p = 2 je 22 +1 = (z+ 1), a tedy 2 nenf ireducibilni prvek v Z][i]
a inkriminovany faktorokruh neni télesem. Bud déle p > 2.

V tom pripadé je —1 prvek radu 2 v grupé Z;. Prvek —1 m4 proto druhou odmocninu v Z,
prave tehdy, kdyz v Z; existuje prvek radu 4: pripomenme, Ze z cykli¢nosti grupy Z, plyne, Ze v ni



existuje pravé jeden prvek radu 2, a sice —1; je-li a € Z; fadu 4, pak tedy nutné a’? = —1. Jelikoz
v kone¢nych cyklickych grupéch plati i obréacena implikace Lagrangeovy véty, dostavame, ze Z;
obsahuje prvek fadu 4 pravé tehdy, kdyz |Z;| je ndsobkem 4, tj. pravé tehdy, kdyZ p = 1 (mod 4).

Je-1i tedy p liché prvocislo, pak p = 1 (mod 4) pravé tehdy, kdyz p neni ireducibilnim prvkem
v eukleidovském oboru Z[i]. Pro takova neireducibilni p tedy existuje v Z[i] néjaky netrivialni
rozklad tvaru p = (a + bi)(c + di), kde oviem nutné a® + b? = v(a + bi) = v(c + di) = p.



