Algebrou proti koronaviru XII — naposledy!
(cvi¢eni cihlovou barvou jsme udélali na cviceni, a tak je miZzete vynechat)
Minimalni polynomy a télesova rozsireni

1. Naleznéte minimdalni polynomy m, 7 nésledujicich prvkia a € S nad T a pfislusné stupné télesovych
rozsiteni T'(a) > T
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2. Naleznéte néjaké baze T(a) nad T v piedchozim piikladé pro a = —1 + 4, resp. v/6, V2 4+ 5 [vidy lze
vyuzit prvni fadek dikazu Tvrzeni 22.3]

3. Uréete stupei rozsiteni [Q(+/3) : Q] a naleznéte néjakou bazi Q(+/3) nad Q. [[Q(V/3) : Q] = 3, baze
nap, {1, V3, V0)]
4. Vite-li, Ze m 5, o = x? — 222 4+ 9, naleznéte M /34i41.0 (a rozmyslete si, Ze je to skuteéné on)! [(x —

D —2(z—1)2+9=2a*— 423 + 422 + 8
5. Kterému zndmému okruhu je izomorfni faktorokruh Q[z]/(x? + a), pro

(a) a =2 [Q(V-2) = Q(v2i)]
(b) a=—47 [Q x Q]

6. Necht a € S je algebraicky nad T' (kde T' < S) a necht b € S spliuje m, 7(b) = 0. Rozmyslete si, ze pak
Mq, T = Mp,T-

a
a

7. Necht T' < S jsou télesa takova, ze [S : T] je prvocislo. Dokazte, ze pak S = T'(a) pro libovolny prvek
acS\T.



A pro odvazné nekolik zabavnijch a zcela dobrovolnyjch prikladi navic.

8.

10.*

11.*

12.*

13.*

Naleznéte minimélni polynomy m, 7 nasledujicich prvki a € S nad 7"

(@) a=v3 S=R. T =Q(2+ V5, = V7]

(D) a =13, 8 =Zs(t), T = Zo(t + t?) (podtéleso Za(t)). [2% 4+ (2 +t + D)z + (2 +1)?]
(c)* Najdéte minimalni polynom ¢isla cos (2%) nad racionalnimi ¢isly.
Necht T je téleso a a algebraicky prvek nad T takovy, ze [T(a) : T] je lichy. Dokazte, 7e k(a) = k(a?).

Necht a, b jsou algebraické prvky nad 1" takové, ze jejich minimalni polynomy mg 7, mp v maji nesoudélné
stupné. Dokazte, Ze pak m, 1 = m, @) & My = MY 7(0)-

Dokaiite, ze Q(v2 + V2) = Q(v2, V2) = Q(V?2).

Neni tézké ukazat, ze zobrazeni

rava {3 Miaveals arwin (3 Y)

a

je isomorfismus okruhti (a dokonce téles). Vymyslete, jak si vypomoct f k vypoc¢tu minimalnich polynomu

prvkit Q(v/3) nad Q.

Uzitim 2. véty o isomorfismu pro okruhy dokazte, ze pro prvoéislo p plati Zy[z]/(x? + 1) = Z[i]/(p). Na
zékladé toho identifikujte, kterd prvocisla jsou ireducibilnimi prvky v Z[i]. Nakonec pro p, jez ireducibilni
nejsou, ukazte, Ze existuji a, b € Z splitujici a® + b = p.



