Minimalni polynomy a télesova rozsireni

1.

8.*
9.

10.*
11.7

12.*

Algebra — cviceni 12
(pfiklady cihlovou barvou jsme délali on-line, na doma jsou ty ostatni bez hvézdicek)

degm_{a,T} =[T(a): T]

Naleznéte minimalni polynomy m, 7 nasledujicich prvkt a € S nad T

(a) a=—-14+1i,S=C, T =Q, (X+1)A241 =xA2 +2x + 2
(b) a =2, S =C, T =Q(i),
() a= /6, S =R, T = 0, x/A4-6 ... ireducibilni nad Q (Eisenstein pro 2 nebo 3 + Gaussovo lemma)
(d) a= V2, S:R,T:Q(ﬁ),
(6) a=Vv2++5,S=R, T=0Q,
(f) a=v2++5,S=R, T =Q(v2), (x - 8qrt(2))72 - 5 =x"2 - 2xsqrt(2) - 3
)

V5
a=v2+V5 8=R,T=R,
(b =3, S =R, T =03+ v5)
Y a=13 8 =Zy(t), T = Za(t +t?) (¢ili t je proménnd a T = Zy(b) pro b =t +t> € Zs[t] C 9).

. Naleznéte néjakou bazi T'(a) nad T v piipadech (a), (c) a (e) v tloze 1 a urcete stupeil rozsifeni

T(a)>T. Q(-1+i) = Q) (1,1) vzdy bude baze tvaru (1, a, ar2, ..., aMn-1}), kde [T(a) : T] =n

. Uréete stupeti rozsifeni [Q(¥/3) : Q] a naleznéte néjakou bazi Q(+/3) nad Q. Je Q(v/3) rozkladové

nadtéleso néjakého polynomu z Q[z]?

. Vite-li, ze m 5, 0= zt — 222 + 9, naleznéte M /54i41.0 (a rozmyslete si, Ze je to skute¢né on)!

. Kterému znamému okruhu je izomorfni faktorokruh Q[z]/(x2 + a), pro

(a) a=2,
(b) a=—4?

. Necht a € S je algebraicky nad T' (kde T" < S) a necht b € S spliiuje m, 7(b) = 0. Rozmyslete si, ze

pak mq 1 = my .

Necht T' < S jsou télesa takova, ze [S : T| je prvocislo. Dokazte, ze pak S = T'(a) pro libovolny prvek
acS\T.

Necht T je téleso a a algebraicky prvek nad T takovy, ze [T'(a) : T je lichy. Dokazte, ze T'(a) = T(a?).

Necht a, b jsou algebraické prvky nad 7' takové, Ze jejich minimalni polynomy mg 1, mpyr maji ne-
soudélné stupné. Dokazte, Ze pak mq, 1 = My T(5) & MbT = My 7(0)-

Dokaite, ze Q(v2 + V2) = Q(v2, V2) = Q(V2).

Neni tézké ukazat, ze zobrazeni

rava - { (3 Maveals arwan (§ Y

a

je izomorfismus okruht (a dokonce téles). Vymyslete, jak vam muze f pomoci k vypo¢tu minimalnich
polynomt prvkii z Q(v/3) nad Q.

Uzitim 2. véty o izomorfismu pro okruhy dokazte, Ze pro prvoéislo p plati Zy[z]/(x* + 1) = Z[i]/(p).
Na zékladé toho identifikujte, kterd prvodéisla jsou ireducibilnimi prvky v Z[i]. Nakonec pro p, jez
ireducibilni nejsou, ukazte, Ze existuji a,b € Z spliujici a® + b* = p.
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