Algebra — cviceni 11

(piiklady cihlovou barvou jsme délali on-line, na doma jsou ty ostatni bez hvézdicek)

Normalni podgrupy a faktorizace

1. Pro grupu (G, -, 71, 1) ukazte, Ze jeji centrum, tj. mnozina Z(G) = {a € G; (Vg € G)a-g = g-a}, tvori
normalni podgrupu.

2. Rozhodnéte, zda mnozina {7 € Sy; 73 = id} tvoii normalni podgrupu grupy S.

Pripomenime, Ze pro grupu (G,-,~',1) a jeji normdini podgrupu H znac¢ime G/H = {gH;g € G}
mnozinu vSech levych (a soucasné pravych) rozkladovych trid grupy G podle H (jin€ znaceni [g] := gH ).
Na této mnoziné prirozenym zpusobem definujeme strukturu grupy — vizte pozndmky z predndsky —, které
rikame faktorgrupa grupy G podle podgrupy H. Pro pocitani ve faktorgrupé jsou duleZité hlavné dva vztahy:

a) gH = fH < f~'gH = H <= f~'gc H (kde H = 1H je oviem neutrdlni prvek faktorgrupy G /H );
b) pokud gH # fH, pak gHN fH = &.

Naopak pro chdpdni pojmu faktorgrupy je zdasadni vstrebat, Ze jde o dudlni konstrukci k podgrupé, kterdzto
konstrukce je zobecnénim ,,pocitani modulo®; také se casto Tikd, Ze pocitame modulo podgrupu H.

Pokud by grupa G byla psana aditivné, proky faktorgrupy G/H bychom znadili typicky g+ H misto gH.
Ddle pak zrejmé g+ H = f+ H <= g— f € H. Neni-li grupovd operace v cvicenich niZe explicitné zminéna,
je zamyslena ta jedindg smysluplnd: napr. Q je aditivni grupa, Q* = Q \ {0} zase multiplikationi apod.

3. V grupé R /Z popiste prvky koneéného fadu a ukazte, ze R/Z je izomorfni podgrupé grupy C* sestavajici
z prvkid normy 1.

A propos, pro pevné zvolené prvocislo p se podgrupa grupy R/Z (a korelativné i podgrupa grupy C*)
sestavajici ze vSech prvki radu p”, kde n € Ny je libovolné, nazyva Priiferova p-grupa a znaci se Zpe.

4. Které znamé grupé je izomorfni dana faktorgrupa? (Muze se hodit 1. véta o izomorfismu.)
(a) R*/RT, kde RT = {r e R*; r > 0};
(b) C*/S', kde S' = {2 € C*; ||2]| = 1}.
5. Jaké znamé grupé je izomorfni grupa a) D12/ Z(D12); b) S4/ K, kde K je Kleinova 4prvkova podgrupa?
Akce (neboli pusobeni) grupy na mnoziné

Pripomenite si z prednasky pojmy orbita (tranzitivity), stabilizator a mnoZina pevngch bodi pusobeni.
6. Uvazujme piisobeni grupy As na mnozinu X = {1,2,3,4,5}3, kterézto piisobeni je definovano vztahem

m(k,l,m) = (w(k),w(l),7(m)) pro kazdé m € As.

Urcete pocet orbit tohoto ptisobeni a néjakou mnozinu reprezentantii téchto orbit.

7. (a) Urcete grupu rotaci pravidelného étyfsténu (tip: oznacte si stény ¢isly 1-4 a premyslejte, které
permutace z Sy muzete realizovat ota¢enim Ctyfsténu).
(b) Pro kazdé n € N urcete, kolika zptisoby 1ze obarvit stény pravidelného ¢ty¥sténu n barvami (az na
orotovéani ¢tyfsténu). Pfedpokladame, ze «) kazdou sténu barvime celistvé pravé jednou barvou
(tedy zadné puntiky ¢i prouzky), 8) rizné stény mohou mit totozné barvy a ) neni nutné pouzit
barvy vsecky.



8. Uvazujte grupu D9 jakozto podgrupu grupy Sg generovanou ,rotaci“ (1 2 3 4 5 6) a ,zrcadlenim®
(26)(35).

(a) Popiste pfirozené ptisobeni grupy D12 na mnoziné X = {{1,4},{2,5},{3,6}} a také na mnoziné
Y ={{1,3,5},{2,4,6}}.
(b) Uzijte (a) k dikazu, ze D13 = S3 x So.

A pro odvdzné nekolik zabavnijch a zcela dobrovolnych prikladi navic.

9* Bud n € N, n > 1. Rozhodnéte, zda je grupa vSech regularnich hornich trojuhelnikovych matic n x n
nad télesem Q s jednickami na diagondle normalni podgrupou a) grupy GL,(Q), b) grupy vsech
regularnich hornich trojihelnikovych matic nad Q.

10* Pfipomenime, Ze pro grupu G se izomorfismus z G na G nazyva automorfismus grupy G. Mnozina vSech
automorfismt grupy G se zna¢i Aut(G).
(a) Bud (G,-,71,1) grupa a ¢ : G — Aut(G) zobrazeni definované vztahem ¢(g)(x) = g -z - g~ '
Ovéite, Ze se jedna o korektné definovany homomorfismus grup (G, -, 7%, 1) a (Aut(G), o0, ~1,idg).
Popiste jeho jadro a zjistéte, zda Inn(G) := Im(¢) tvoii normélni podgrupu v (Aut(G), o, 1, idg).
(b) Predpokladejme, Ze zadand grupa G je koneéné. Ukazte, ze Inn(G) = G pravé tehdy, kdyz Z(G)
je trivialni podgrupa.

11* Ukazte, ze je-li G grupa a G/ Z(G) je cyklicka, pak je G komutativni.

12** Dokazte, Ze kdykoliv m4 (libovolna) grupa G linedrné usporadané podgrupy, pak G = Z, pro n&jaké
k € Ng U {oo} a prvodislo p.

13* Na rozdil od grupy R/Z, kterou si lze pfedstavit tieba tak, Ze stocite redlnou p¥imku do kruZnice
o obvodu 1 a poc¢itate tam s redlnymi ¢isly modulo 1, je to s grupou R/Q o poznani méné nézorné.
Uvédomte si naptiklad, Ze na R Ize pohlizet jako na vektorovy prostor nad Q. Lze tak psat R= Q& D
pro néjaky vektorovy podprostor D prostoru R.

(a) Dokazte, ze (aditivni) grupy D a R/Q jsou izomorfni.

(b) Ukazte, Ze existuje bijekce (nikoliv izomorfismus) 5 : R/Q — R a pevné néjakou zvolte. Uvazujte
realnou funkci f = fom, kde 7 : R — R/Q je pfirozena projekce na faktorgrupu, tj. 7(r) = r+ Q.
Zvolte si dvé oblibena redlnd ¢isla a, b, kde a < b, a ukazte ¢emu se rovna {f(z); a < z < b}.
Takovy typicky priklad darbouzovské funkce, Ze? A ted jesté zkuste f (lebesqueovsky) zmérit!

14* Dokazte, ze mé-li grupa G normalni podgrupy A, B takové, ze AB = G a AN B = {1}, pak je
G=G/AxG/B.

15* Uvazujte krychli jakoZto neorientovany graf s 8 vrcholy a 12 hranami. Necht G znad¢i grupu vsech
automorfismt tohoto grafu. Dokazte, ze G = S, x So. (Pfedchozi uloha a néjaka ta akce grupy na
mnoziné vam mize pomoci.)

16* Kolik rtiznych nahrdelniki lze sestavit ze Sesti ¢ernych a tii zlutjch koralkti, pouzijeme-li vzdy vSech
devét? (Predpokladame, ze mame k dispozici potfebné propriety jako $intrku apod.)



