Algebrou proti koronaviru X
(cvi¢eni cihlovou barvou jsme udélali na cviceni, a tak je miZzete vynechat)

Normalni podgrupy a faktorizace

1. Pro grupu (G, -, 7!, 1) ukazte, Ze jeji centrum, tj. mnozina Z(G) = {a € G; (Vg € G)a-g = g - a}, tvoii

normalni podgrupu.
2. Rozhodnéte, zda mnozina {7 € Sy; 73 = id} tvoii normalni podgrupu grupy S;. [Ne.]

Pripomerime, Ze pro grupu (G, -, 1, 1) a jeji normdini podgrupu H znacime G/H = {gH; g € G} mnoZinu
vSech levijch (a soucasné pravych) rozkladovych trid grupy G podle H (jiné znaceni [g] := gH ). Na této mnoziné
prirozenym zpusobem definujeme strukturu grupy — vizte pozndamky z predndsky —, které vikdme faktorgrupa
grupy G podle podgrupy H. Pro pocitini ve faktorgrup€ jsou duleZité hlavné dva vztahy:

a) gH = fH <= f~'gH = H <= f~'gc H (kde H = 1H je ovsem neutrdlni prvek faktorgrupy G/H );
b) pokud gH # fH, pak gHN fH = @.
Pokud by grupa G byla psana aditivné, prvky faktorgrupy G/H bychom znadili typicky g + H misto gH .

Ddle pak ziejmé g+ H = f+ H < g — f € H. Neni-li grupovd operace v cvicenich nize explicitné zminéna,
je zamyslena ta jedindg smysluplnd: napr. Q je aditivni grupa, Q* = Q \ {0} zase multiplikativni apod.

3. Rozmyslete si, jak se po¢ita v grupé Q/Z. [pékné]
4. Ukazte, ze pro kazdé prvocislo p a pfirozené &islo k existuje v grupé Q/Z prvek fadu p*. Existuje jich

vic? [existuje jich o(p*), totiz {p%} kde a € Z,0 < a < p* aptal

5. V grupé R/Z popiste prvky koneéného Fadu a ukazte, ze R/Z je izomorfni podgrupé grupy C* sestavajici
z prvkd normy 1.

6. Které znamé grupé je izomorfni dana faktorgrupa?

(a) D12/ Z(D12) [S3]
(b) S4/Ku, kde K4 je Kleinova 4prvkova podgrupa (viz napt. dole na str. 87)? [Ss]
(c) R*/R*, kde Rt = {r € R*; r > 0} (MuzZe se hodit 1. véta o izomorfismu.) [Zs)]
(d) C*/S', kde S! = {z € C*; ||z|| = 1}. (Taky se mtize hodit 1. véta o izomorfismu.) [RT]

Akce (neboli pusobeni) grupy na mnoziné
7. (a) Uréete grupu rotaci pravidelného ¢tyfsténu (tip: oznacte si stény ¢isly 1-4 a premyslejte, které
permutace z S miuzete realizovat otacenim ¢tyfsténu). [A4]
(b) Pro kazdé n € N urcete, kolika zptisoby lze obarvit stény pravidelného ¢tyfsténu n barvami (az
na orotovani ¢tyfsténu). Pfedpokladame, Ze a) kazdou sténu barvime celistvé pravé jednou barvou
(tedy zadné puntiky ¢i prouzky), 8) rizné stény mohou mit totozné barvy a ) neni nutné pouzit
barvy vsecky. [%}

8. Anicka chece pro kazdého ze svych 506 facebookovych pratel vytvofit podobny (ale ne stejny) odznacek,
rozhodne se proto pro nasledujici navrh: rozdéli kruh na 12 stejnych vyseci a kazdou vyse¢ obarvi. Kolik
minimélné barev musi pouzit, aby splnila, co si predsevzala, predpoklddame-li, ze dva odznéacky jsou
rizné, nelze-li jeden ziskat z druhého pootocenim? [alespori 3]

9. Uvazujme piisobeni grupy As na mnozinu X = {1,2,3,4,5}3, kterézto ptisobeni je definovano vztahem

m(k,l,m) = (n(k),n(l),7(m)) pro kazdé = € As.

Urcete pocet orbit tohoto piisobeni a néjakou mnozZinu reprezentant téchto orbit. [5 orbit]



A pro odvdzné nekolik zabavnijch a zcela dobrovolnych prikladiu navic.
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Bud n € N, n > 1. Rozhodnéte, zda je grupa vSech regulérnich hornich trojihelnikovych matic n x n nad
télesem Q s jednickami na diagondle normélni podgrupou a) grupy GL,(Q), b) grupy vSech regularnich
hornich trojuhelnikovych matic nad Q. [a) ne; b) ano]

Pfipomerime, Ze pro grupu G se izomorfismus z G na G nazyva automorfismus grupy G. Mnozina vsech
automorfismt grupy G se zna¢i Aut(Q).

(a) Bud (G,-,71,1) grupa a ¢ : G — Aut(G) zobrazeni definované vztahem ¢(g)(z) = g-x-g~*. Ovéite,
7e se jedna o korektné definovany homomorfismus grup (G,-, 71,1) a (Aut(G),o, "1, idg). Popiste
jeho jadro a zjistéte, zda Inn(G) := Im(¢) tvoii normalni podgrupu v (Aut(G), o, 71, idg).

[Ker(yp) = Z(G), Inn(G) < Aut(G)]

(b) Pfedpokladejme, Ze zadané grupa G je koneénd. Ukazte, ze Inn(G) = G pravé tehdy, kdyz Z(G) je
trividlni podgrupa.

Ukazte, ze je-li G grupa a G/ Z(G) je cyklicka, pak je G komutativni.

13** Dokazte, ze kdykoliv mé (libovolna) grupa G' linedrné usporadané podgrupy, pak G = Z,» pro néjaké
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k € No U {oo} a prvodislo p.

Na rozdil od grupy R/Z, kterou si lze predstavit tfeba tak, ze sto¢ite redlnou ptimku do kruznice o obvodu
1 a pocitate tam s redlnymi ¢isly modulo 1, je to s grupou R/Q o poznani méné nézorné. Uvédomte si
napiiklad, Zze na R lze pohlizet jako na vektorovy prostor nad Q. Lze tak psat R = Q & D pro néjaky
vektorovy podprostor D prostoru R.

(a) Dokazte, ze (aditivni) grupy D a R/Q jsou izomorfni.

(b) Ukazte, Ze existuje bijekce (nikoliv izomorfismus) S : R/Q — R a pevné néjakou zvolte. Uvazujte
realnou funkci f = fom, kde 7 : R — R/Q je pfirozena projekce na faktorgrupu, tj. 7(r) = r + Q.
Zvolte si dvé oblibend redlna ¢isla a, b, kde a < b, a ukazte ¢emu se rovna {f(x); a < z < b}. Takovy
typicky priklad darbouzovské funkce, Ze? A ted jesté zkuste f (lebesgueovsky) zmérit! [R]

Dokazte, ze ma-li grupa G normalni podgrupy A, B takové, ze AB = G a AN B = {1}, pak je G =
G/A x G/B.

Uvazujte krychli jakoZto neorientovany graf s 8 vrcholy a 12 hranami. Necht G znaéi grupu vSech auto-
morfismi tohoto grafu. Dokazte, ze G = Sy x Sa. (Pfedchozi tiloha a néjaka ta akce grupy na mnoziné
vam miize pomoci.)

Kolik rtznych nahrdelniki lze sestavit ze Sesti cernych a t¥i zlutych koralkt, pouzijeme-li vzdy vSech
devét? (Predpokladame, ze mame k dispozici potfebné propriety jako sintrku apod.) 7]

Uvazujte grupu Djy jakozto podgrupu grupy Sg generovanou ,rotaci“ (1 2 3 4 5 6) a ,zrcadlenim®
(26)(35).

(a) Popiste pfirozené ptisobeni grupy Di2 na mnoziné X = {{1,4},{2,5},{3,6}} a také na mnoziné
Y ={{1,3,5},{2,4,6}}.
(b) Uzijte (a) k dikazu, ze D13 = S3 x So.



