Algebra — cviceni 11, FeSeni

2. Rozhodnéte, zda mnoZina {r € Sy; 73 = id} tvoif normélni podgrupu grupy S;. Netvoid,
jelikoz se v zadané mnoziné nalézaji napiiklad trojcykly (1 2 3) a (1 2 4), ale nikoliv jejich slozeni
(123)o(124)=(13)(24), které je fadu 2. Nejedna se proto ani o podgrupu.

3. V grupé R/Z popiste prvky koneéného fadu a ukazte, ze R/Z je izomorfni podgrupé grupy C*
sestavajici z prvkid normy 1.

Predné, r+7Z je prvek konecného fadu v R/Z pravé tehdy, kdyz pro néjaké n € Njen(r+72) =
nr + 7 = 7, coz je ekvivalentni tomu, ze nr € Z. To zfejmé plati pravé pro r € Q. Zbyva najit
izomorfismus grupy R/Z a grupy S! = {c € C*; ||c|| = 1}.

Pro kazdé¢ r € R definujeme f(r) = e*". To je jist¢ homomorfismus z R na S!: plati totiz
(Vr,s € R) f(r+s5) = e2™ir+s) = 2mir. ¢2mis — f£(r). f(s). Dale bezprostiedné vidime, ze Ker(f) =
{r € R; f(r) = 1} = Z. Prvni véta o izomorfismu nam pak ihned da R/Z = S'. T bez ni
ale mizeme zadefinovat g : R/Z — S' predpisem g(r + Z) = f(r). To je korektné definované
zobrazeni, jelikoz pokud r +Z = s+ Z, znamené to, Ze existuje z € Z takové, ze r + z = s, a tedy
g(r+27) = f(r)= f(r+2z) = f(s) = g(s+Z). Dale je toto g op&t homomorfismus na S'. Nakonec
Ker(g) = {Z}, jelikoz Ker(f) = Z. Homomorfismus ¢ je proto i prosty.

5. Jaké znamé grupé je izomorfni grupa a) Di1p/Z(D12); b) S4/K, kde K je Kleinova 4prvkova
podgrupa?

a) Ozna¢me F' = Dy /Z(D13). Viimnéte si, Zze v D15 plati pro libovolnou rotaci r a zrcadleni z,
7e zrz = r~1. Z toho dostavame, Ze z a r komutuji jen tehdy, pokud r = r~!, coz je pravé
v pfipadé, ze r je bud identické zobrazeni, nebo stfedova symetrie (tj. rotace o 180°). Mimo
jiné tedy rotace o 60° nekomutuje s zadnym zrcadlenim, coz implikuje, ze Z(D12) sestava pravé
z identického zobrazeni a stfedové symetrie (vime, Ze vSechny rotace spolu navzajem komutuji).

Grupa F je proto 6prvkova. Neobsahuje ale zadny prvek radu 6, jelikoz jediné dva prvky tohoto
radu v grupé Dqy se pfi pfirozené projekci na F' zobrazi na prvky fadu 3: slozenim ti{ totoznych
rotaci o 60° je stfedova symetrie, kterd v F' reprezentuje neutralni prvek Z(Dis) € F.

Grupa F' tedy neni cyklickd, ¢imz vime, Zze neni izomorfni grupé Zg. Jedina dalsi 6prvkova
grupa, az na izomorfismus, je ale S3, proto F' = Sj.

Pro¢ existuji praveé dvé 6prvkové grupy aZ na izomorfismus? Inu, je-li (G, -, 71, 1) grupa o Sesti
prvcich, pak dle Cauchyovy véty obsahuje prvek a fadu 3 a prvek b fadu 2. Podgrupa A = (a)
musi byt normélni, jelikoZ je indexu 2: levé i pravé rozkladové tfidy jsou pravé A a G\ A. Ozna¢me
B = (b). Z Lagrangeovy véty nyni plyne, ze (a,b) = G a ANB = {1}. Je-li norméalni i podgrupa B,
pak lze uzit 14. dlohu nize a dostat G = G/A x G/B = Zy X Z3 = Zg. V opatném piipadé b a a
nekomutuji, a tedy a = abb # bab = a?. Posledni rovnost zde plati, jelikoz bab = bab~! musi byt
opét prvek radu 3 a A je norméalni podgrupa, ktera obsahuje pravé dva ruzné prvky fadu 3, a to
a a a’=a~1. V disledku je potom aba = b, abab = baba = 1 a plati G = {1,a,b, a?, ab, ba}.

Nyni sta¢i jen zadefinovat izomorfismus f : G — Sj vztahem f(a) = (1 2 3), f(b) = (2 3)
(lze zvolit libovolny trojcyklus a libovolnou transpozici). Potom lze jiz f jednozna¢né rozsirit:
fla?) = (132) =(23)(123)(23) = f(b)f(a)f(b), flab) = (1 23)(23) = (1 2), f(ba) =
(2 3)(123) =(13)asamoziejmé f(1) = id. (Abychom skutecné vidéli, ze jde o izomorfismus,
mizeme si napsat obé tabulky pro binarni operace -, resp. o.)

b) Nejprve si uvédomime, ze skutecné K < Sy, jelikoz K je podgrupa v Sy a obsahuje s kazdou
permutaci vSechny permutace stejného typu: obsahuje totiz pravé identickou permutaci a vSechna
nezévisla slozeni dvou transpozic. Jelikoz |S4| = 24, mame stejné jako v prikladu vyse |S,/K| = 6.

Zbyva rozhodnout, zda Sy /K = Zg, ¢i S,/ K = S3. Prvni moznost je ovem vyloucena, nebot jiz
v S4 neni zadny prvek adu 6 (dokonce zadny prvek fadu vétsiho nez 4) a prechodem k faktorgrupé
se fady prvkad nemohou zvétsit. (To uz jsme diivé pouzivali, ze pfi homomorfismu f : G — H fad
prvku f(g) déli fad prvku g, je-li tento kone¢ny. Zde staci uvazit prirozenou projekci.)



6. Uvazujme piisobeni grupy A na mnozinu X = {1,2,3,4,5}3, kterézto ptisoben{ je definovano
vztahem

m(k,l,m) = (w(k),7(l),7(m)) pro kazdé = € As;.
Urcete pocet orbit tohoto ptsobeni a néjakou mnozinu reprezentantii téchto orbit.

Ozna¢me Y = {1,2,3,4,5}. Mame definovanou akci v : A5 — Sx, kde X = Y3 a)(n)(k,l,m) =
(m(k),m(l),7(m)). Jelikoz (1 2 3 4 5) € As, dostavame orbitu [(1,1,1)]. = {(a,a,a); a € Y} a
jejiho reprezentanta (1,1,1).

Podobné bychom chtéli ukazat, ze [(1,1,2)]. = {(a,a,b); a,b € Y,a # b}. Inkluze C je ziejma,
neb kazdé m € Aj je prosté zobrazeni. Druhou inkluzi ukazeme nejprve pracnéji z definice orbity
a posléze elegantnéji.

At je dano a,b € Y, a # b, (a,a,b) # (1,1,2). Chceme najit 7 € Aj; takovou, ze w(1) =
a,7(2) = b. To udélame rozborem piipadi. Pokud a = 1, vezmeme m = (2 b ¢), kde ¢ je ruzné
od prvku 1,2,b. Tim zajistime, ze (1,1,y) ~ (1,1,2) pro kazdé y € Y \ {1}. V obecném piipadé
pak uvazujeme rozdil d = b —a mod 5 € {1,2,3,4}. Pripadnou opakovanou aplikaci péticyklu
(12345)na(1,1,1+ d) dostaneme (a,a,b) ~ (1,1,1+d) ~ (1,1, 2).

Elegantnéjsi Tfeseni spociva v uziti vztahu, ktery tika, ze velikost nasi orbity je rovna indexu
stabilizatoru prvku (1, 1, 2). K ovéfeni druhé inkluze nam staci nahlédnout, ze tento index je roven
5-4 =20. Prvek (1,1,2) € X je stabilizovan vSemi permutacemi z As, které nehybou ani prvkem
1, ani prvkem 2. Stabilizatorem prvku (1,1,2) je proto podgrupa v Aj generovana trojcyklem
(3 4 5). Ta mé 3 prvky, procez jeji index v 60prvkové grupé Ajs je kyzenych 20.

Analogicky Fesime orbity [(1,2,1)]. a [(2,1,1)]~.

Zbyva ukazat, ze [(1,2,3)]~ = {(a,b,c) € X; a # b # ¢ # a}, pficemz inkluze C je opét zfejma
z prostoty permutaci. Pro druhou inkluzi nam staci, jako v elegantnim reSeni vyse, ukézat, ze
I[(1,2,3)]~] = 5-4-3 = 60. To je ale jasné, nebot prvek (1,2,3) € X je stabilizovan pouze
identickou permutaci z As.

Nalezli jsme 5 orbit, jejichz reprezentanti jsou po radé (1, 1,1), (1,1,2),(1,2,1), (2,1, 1), (1,2, 3).

(a) Urcete grupu rotaci pravidelného ¢tyfsténu (tip: oznacte si stény ¢isly 1-4 a premyslejte,
které permutace z S, muZete realizovat otaCenim Ctyfsténu).

(b) Pro kazdé n € N uréete, kolika zptisoby lze obarvit stény pravidelného ¢tyfsténu n barvami
(az na orotovani ¢tyfsténu). Predpokladame, Ze «) kazdou sténu barvime celistvé pravé
jednou barvou (tedy zadné puntiky ¢ prouzky), ) rizné stény mohou mit totozné barvy
a 7y) neni nutné pouzit barvy vsecky.

Kazda rotace pravidelného ¢tyfsténu je jednozna¢né urcena permutaci jeho stén. Oznacime-
li tyto stény 1,2, 3,4, pak lze jisté realizovat libovolny trojcyklus tak, ze ¢tyfstén polozime na
vodorovnou plochu jednou sténou, kterou tim fixujeme, a otac¢ime ho. Na druhou stranu nelze
realizovat zadnou transpozici, jak se snadno pfesvédéime. Jelikoz trojcykly generuji alternujici
grupu, dostavame, ze G = A4 je grupou rotaci pravidelného ¢tytsténu.

Bud n € N libovolné a ozna¢me B mnozinu sestéavajici z n barev. Mnozina tplné vSech obarveni
stén je potom X = {c : {1,2,3,4} — B; c je zobrazeni}. Grupa G na X ptisobi akei 9, kde
¥(g)(c) = cog™. Ovéime, Ze jde o akci: predné ¢ (g) € Sy, jelikoz ¥(g)ow(g™t) = (g ) orh(g) =
idy pro kazdé g € G; déle pro libovolné ¢ € X mame ¢(goh)(c) =co(goh) ' =coh log™' =
(g)(W(h)(c)) = (¥(g) o ¥(h))(c).

Hledany pocet obarveni dostaneme z Burnsideovy véty jako 1—12 deG | X,|, kde X, = {c € X;
cog~! = ¢} je mnozina pevnych bodi sestévajici z takovych obarveni ¢ stén ¢ty¥sténu n barvami
z B, kterazto obarveni se nezméni pii rotaci g. Pro kazdou z 12 permutaci z A, nyni musime
spo¢itat hodnotu | X,|.

Nejprve ziejmé | Xiq| = n*. Je-li g trojeyklus, pak aby ¢ bylo v X, musi barvit stejnou barvou
viechny stény, jimiZ ¢ hybe, a zbylou sténu libovolné. To dava n? moznosti.



Pokud je g sloZeni dvou nezavislych transpozic, feknéme (1 4)(2 3), pak musi byt stény 1,4
obarveny toutéz barvou a zaroveit musi byt stény 2, 3 obarveny touz barvou. Dohromady opét n?
moznosti. (A propos, u analogickych obarvovacich tloh vychazi vidy n* moZnosti, kde n je pocet
barev a k pocet ruznych cykla v rozkladu g na nezavislé cykly, poécitaje v to i jednocykly.)
Celkové dostavame % obarveni ¢tysténu n barvami az na otoc¢eni. Coby vedlejsi produkt
naseho snaZeni jsme ukazali, ze 12 | n* + 11n? pro libovolné n € N.

8. Uvazujte grupu D1, jakoZto podgrupu grupy Sg generovanou ,rotaci“ (12345 6) a ,,zrcadlenim*
(26)(35).

(a) Popiste prirozené pusobeni grupy Do na mnoziné X = {{1,4},{2,5},{3,6}} a také na
mnoziné Y = {{1,3,5},{2,4,6}}.
(b) Uzijte (a) k dikazu, ze D15 = S3 x Sa.

Vyuzijeme toho, Ze v naSem pojeti neni grupa D15 nic jiného nez grupa automorfismii neorien-

tovaného grafu nize.
1
a
5 3
\ 4 /

Kazdy grafovy izomorfismus musi zachovavat vzdalenosti mezi vrcholy. Grupa D5 proto pfiro-
zené pusobi na mnoziné sestavajici z dvojic protilehlych vrchola, tj. na X = {{1,4},{2,5},{3,6}}.
Tim myslime, ze f : Dy — Sx, kde pro kazdé © € Dy klademe f(7)({a,b}) = {7(a),n(b)}, je
korektné definovana akce grupy D5 na X.

Nahlédneme, Ze f je surjektivni. K tomu staci, aby v obraze homomorfismu f byla néjaka mno-
Zina generatoru grupy Sy. Napiiklad vSechny transpozice. OvSem ty tam jisté jsou, nebot kazdé
ze ti1 zrcadleni s osou prochézejici protilehlymi vrcholy Sestitihelnika poskytuje jinou transpozici
v grupé Sx.

Nyni celou tvahu zopakujeme pro dvouprvkovou mnozinu Y = {{1,3,5},{2,4,6}}. Jeji prvky
jsou (vSechny) trojice vrchola splaujici, ze kazdé dva rizné vrcholy v trojici maji v grafu vzda-
lenost 2. Grafovy automorfismus zachovava vzdélenosti, a tedy ¢g : Do — Sy, kde klademe
g(m)({a,b,c}) = {m(a), n(b),m(c)}, je korektné definovana akce grupy Dj; na mnoziné Y. Ziejmé
je g surjektivni, jelikoz g(m), kde 7 je stfedova symetrie, je transpozice v dvouprvkové grupé Sy.

Zaver. Zobrazeni F' : Dyy — Sx X Sy definované vztahem F(7) = (f(7), g(7)) je, jak vime
z jednoho z minulych cviceni, homomorfismus grup. Konkrétné dvou dvanactiprvkovych grup. Jeho
jadro je ovSem trivialni, jelikoz v Ker(f) lezi kromé identického grafového automorfismu pouze
stfedova symetrie, kterd ovSem zase neni v Ker(g), jak jsme se presvédéili na konci predchoziho

odstavce. Zobrazeni F' je proto prosté. Jedné se o hledany izomorfismus grup Dy a Sy X Sy;
trivialné je totiz Sxy = S; a Sy = S,.

9. Bud n € N, n > 1. Rozhodnéte, zda je grupa vsech regularnich hornich trojuhelnikovych matic
n x n nad télesem Q s jednickami na diagondle normalni podgrupou a) grupy GL,(Q), b) grupy
vSech regularnich hornich trojuhelnikovych matic nad Q.



Odpovéd je NE v piipadé a). Pro n = 2 sta¢i uvazovat souc¢in P - A - P7! kde A =

0 1
—1 : .
a P = . Pak P-A- P71 = , coz neni horni trojihelnthova matice. Pro n > 2
10 1 0
: (WX
uvazujeme misto A, resp. P, blokové matice ,kde W = A resp. W = P, dale X aY

Y Z
jsou nulové a Z je jednotkova matice n —2 xn — 2, tj. Z = FE, _».

V piipadé b) je odpovéd ANO. Zde totiz musi konjugujici matice P byt vSude na hlavni
diagonale nenulova (aby byla regularni). Ma-li P na itém misté (kde ¢ = 1,...,n) hlavni diagonaly
nenulovy prvek a € Q, pak je na témZe misté v matici P~ prvek a=!. V souc¢inu P- A- P71, ktery
je ziejmé horni trojihelnikovou matici, tedy na itém misté hlavni diagonaly méme a-1-a7! = 1.

10.

(a) Bud (G “11) grupa a ¢ : G — Aut(G) zobrazeni definované vztahem ¢(g )( ) =
g-x-g Overte 7e se jedna o korektné definovany homomorfismus grup (G, -, 7', 1)
a (Aut(G), o,” ,1dg). Popiste jeho jadro a zjistéte, zda Inn(G) := Im(yp) tvori normaln
podgrupu v (Aut(G), o, 71 idg).
(b) Predpokladejme, ze zadana grupa G je kone¢né. Ukazte, ze Inn(G) = G pravé tehdy, kdyz
Z(G) je trividlni podgrupa.
(a). Korektnost: je tieba ukazat, ze ¢(g) € Aut(G) pro kazdé g € G. Predné

) z-y)=g-a-y-g ' =g-x-9g" gy 9" =(p9)) (p9y)),
jedné se tedy o homomorfismus z G do G (také fikdme endomorfismus grupy G). Ihned z definice
take vidime, Ze ¢(g) o p(g7!) = idg = p(g7!) o p(g), coZ znamena, Ze ¢(g) musi byt bijekce; a
©(g™1) je bijekce k nf inverzni.
Homomorfismus: dokazujeme, Ze ¢ je homomorfismus grup. Pro libovolné g, h, x € G mame

plg-M)(@)=g-h-z-h7" g7 =g-ph)(x) 97" = o(g)(p(h)(2)) = (¢(g) o p(h))(x).
Zobrazeni p(g - h) a ¢(g) o p(h) jsou proto totozna.
Jadro: Dle definice jest Ker(¢) = {g € G; ¢(g9) = idg}. V jadru jsou tedy pravé takové prvky
g € G, 7¢ (Vo € G)g-x-g ' = z. Jinymi slovy (Vz € G)g-x = x - g, coZ znamena, Ze
Ker(p) = Z(G).
Normalita Inn(G) v Aut(G): Pro libovolny ¢ € Aut(G) a g,x € G plati:

(Wowp(g)ov ™) (z) =v(g- v (2) - g7) =v(g) = ¥(g™") =v(g) -z (L(9)" = e((9)).
Vidime, ze Inn(G) je uzaviena na konjugace podle Aut(G), a proto je Inn(G) < Aut(G). (To, ze
obraz homomorfismu, v nasem piipadé Im(p), je vzdy podgrupa, vite z prednésky.)

(b). Z ¢asti (a) a 1. véty o izomorfismu plyne G/Z(G) = Inn(G). Pokud je Z(G) trivialni, pak
samoziejmé ihned dostavame G = G/{1} = Inn(G). V opa¢ném piipadé ma G/Z(G) méné prvka,
a tedy Inn(G) méa méné prvka nez G, a nemiZe s nim byt proto izomorfni. Tady vyuZivame
konecnosti grupy G. Nekone¢né grupé G nic a priori nebrani splhovat G = G/Z(G), byt by jeji
centrum bylo netrivialni.

11. Ukazte, Ze je-li G grupa a G/ Z(G) je cyklicka, pak je G komutativni.

Je-li G/Z(G) cyklicka, mizeme si pevné zvolit néjaky jeji generator gZ(G). Jelikoz dle definice
nasobeni ve faktorgrupé mame (¢Z(G))" = ¢"Z(G) pro kazdé n € Z, dostavame G/Z(G) =
{9"Z(G); n € Z}; pfi védomi moZnosti, Ze ve vy¢tu napravo se prvky opakuji, je-li G/Z(G)
kone¢na. (Zde uzivame standardni znaceni, kdy ¢ =1a g™ = (¢!)™ pro m € N.)



Ukazujeme, ze G je komutativni. Vezméme libovolné prvky a,b € G. Jelikoz je G/Z(G) rozklad
grupy G, musi existovat m,n € Z a y,z € Z(G) takové, ze a = g™y a b = ¢g"z. Pak ab =
g"yg" "z = yzg™™" = zyg"g™ = zg"yg™ = ¢"z9™y = ba. Grupa G je proto komutativni, jinak
feceno G = Z(G).

12. Dokazte, Ze kdykoliv ma (libovolna) grupa G linearné uspofadané podgrupy, pak G = Z
pro néjaké k € Ny U {oco} a prvodislo p.

Necht je nejprve G koneéna. Kdykoliv a € G a existuje b € G\ (a), pak z pfedpokladu linearni
uspofadanosti podgrup musi byt (a) < (b). Indukei pak snadno ukazeme, ze G musi byt cyklicka. Je
proto izomorfni néjaké Z,, kde n € N. Pokud by ale n nebyla (nezaporna) mocnina prvocisla, pak
by bylo lze napsat n = [-m, kde [, m > 1 jsou nesoudélna. Dostali bychom G = Z,, = 7Z; X Z,,, coz
by ale znamenalo, ze G obsahuje [prvkovou a mprvkovou podgrupu, které maji trivialni prinik,
ve sporu s pfedpokladem o linedrné usporddanych podgrupach. Zbyva si uvédomit, ze Z,x ma
linedrné usporadané podgrupy, kdykoliv je p prvocislo a k£ € Nj.

Uvazujme nyni pfipad, kdy by G byla nekonecna. Nemuze pak obsahovat prvek nekone¢ného
radu, jelikoz ten by generoval podgrupu izomorfni s Z, kterd ziejmé nemé linedrné usporadané
podgrupy. Stejnou tvahou jako v predchozim odstavci mtuzeme zkonstruovat posloupnost cyk-
lickych podgrup (ag) < (a1) < .... Rozdil je v tom, ze tentokrat v koneéné mnoha krocich
nedosdhneme celé grupy G. Polozime-li ale H = UieN[)(ai), jedna se o nekone¢nou podgrupu
grupy H. Kdyby nyni existoval néjaky b € G \ H, pak by muselo z linearity platit H < (b), coz
neni mozné vzhledem k tomu, Ze b musi mit koneény rad. Je tedy G = H a — dle pfedchoziho
odstavce a Lagrangeovy véty — musi existovat néjaké prvocislo p takové, ze kazda podgrupa (a;)
ma fad mocniny prvocisla p.

Zbyva ukazat, ze G = Zp a ze Ly~ ma linedrné usporadané podgrupy. Tuto ¢ast pro nedostatek
¢asu vynechame.

13. Na rozdil od grupy R/Z, kterou si lze predstavit t¥eba tak, Ze stocite redlnou piimku do
kruznice o obvodu 1 a pocitate tam s realnymi ¢isly modulo 1, je to s grupou R/Q o poznani
méné nazorné. Uvédomte si napiiklad, Ze na R lze pohlizet jako na vektorovy prostor nad Q. Lze
tak psat R = Q @ D pro néjaky vektorovy podprostor D prostoru R.

(a) Dokazte, ze (aditivni) grupy D a R/Q jsou izomorfni.

(b) Ukazte, ze existuje bijekce (nikoliv izomorfismus) 8 : R/Q — R a pevné né&jakou zvolte.
Uvazujte realnou funkei f = fom, kde 7 : R — R/Q je ptirozena projekce na faktorgrupu,
tj. 7(r) = r+ Q. Zvolte si dvé obliben4 realna ¢isla a, b, kde a < b, a ukazte ¢emu se rovna
{f(x); a <z <Db}.

V (a) staci uvazovat projekci z R na podprostor D. To je mimo jiné surjektivni homomorfismus
grup, jehoz jadro je pravé Q. Zbyva tedy uzit 1. vétu o izomorfismu.

Klicem v (b) je si uvédomit, ze R/Q = {r + Q; r € R} je rozklad mnoziny R, jehoZ bloky jsou
spocetné (a v R husté) mnoziny r + Q, kde r probiha R. Reédlna piimka se (v disledku axiomu
vybéru) neda napsat jako sjednoceni méné nez kontinua spocetnych mnozin. Musi proto existovat
néjaka bijekce f: R/Q — R. Zvolme reéalna ¢isla a < b libovolné a k tomu jesté libovolné r € R.
Polozme s + Q = 37%(r). To je v R hust4 podmnoZina, a proto musi existovat ¢ € R takové, Ze
a<c<bacée s+Q. Jinak fe¢eno c+Q = s+Q, procez f(c) = f(m(c)) = B(c+Q) = B(s+Q) = r.
Mizeme uzaviit, ze obraz libovolného neprazdného otevieného intervalu zobrazenim f je celé R.
(Tahle funkce se opravdu $patné kresli jednim tahem.)

Mimochodem, zobrazeni [ se da volit dokonce jako izomorfismus vektorovych prostori nad
Q dimenze kontinua. Zobrazeni f je potom nespojity endomorfismus aditivni grupy R (dokonce
vektorového prostoru R nad Q).

14. Dokazte, Ze mé-li grupa G normalni podgrupy A, B takové, ze AB = G a AN B = {1}, pak
je G=G/A X G/B.



Ozna¢me 7 : G — G/A a p: G — G /B piirozené projekce. Jiz vime, Ze tyto urcuji homomor-
fismus ¢ : G — G/A x G /B definovany vztahem v (g) = (7(g), p(g9)) = (gA, gB). UkdZeme, Ze je
1) dokonce izomorfismus.

Uvazujme g € Ker(v)). To jest ©¥(g) = (A, B), coz je ekvivalentni tomu, ze g € AN B. Vzhledem
k nasemu predpokladu dostaviame g = 1 a vidime, Ze v je prosté.

Méjme nyni libovolné (g14,9.B) € G/A x G/B. Hledame g € G takové, 7e (gA,gB) =
(14, g2B). Z predpokladu (a prednéasky) vime, ze G = AB = BA. MuZeme si proto vyjad-
it g1 = b1a1 a go = agbz, kde a; € A, bl € B pro 1 = 1,2 Vldime, ze 91A = blalA = blA
a goB = ashs B = asB. Polozime g = asb;. Pak gA = Ag = Aaxby = Aby = bjA = g1 A a
gB = asbi B = a3 B = g3 B, kde jsme v prvnim piipadé vyuzili normality podgrupy A.

Mimochodem, mtzeme si uvédomit, ze také plati B = G/A (a symetricky A = G/B). Staci
uvazovat w [ B : B — G/A. Jelikoz Ker(n) = Aa ANB = {1}, je 7 | B prosté. Na druhou stranu
jsme v predchozim odstavci vidéli, ze pro kazdé g; € G najdeme b; € B takové, ze g1 A = b A, tj.
zobrazeni w [ B je také surjektivni. Dostavame proto rovnéz G = B x A.

15. Uvazujte krychli jakozto neorientovany graf s 8 vrcholy a 12 hranami. Necht G znac¢i grupu
vSech automorfismu tohoto grafu. Dokazte, ze G = S, X Ss.

Uvazujme akci ¢ grupy G na Ctyfprvkové mnoziné X sestévajici z neusporadanych dvojic vr-
cholu krychle, které lezi na télesové tthlopticce. Z hlediska grafu se jedna pravé o takové dvojice
vrcholt, které od sebe maji v grafu vzdalenost 3 (tj. nejvétsi moznou). Kazdy automorfismus grafu
zachovéava vzdalenosti, a proto se jedna o dobfe definovanou akci.

Jaké je jadro Ker(p)? Jedné se o takové prvky grupy G, které ponechaji na misté vSechny
télesové thlopricky. Snadno se nahlédne, ze kromé identického zobrazeni méa tuto vlastnost jiz
pouze stfedova symetrie krychle. Je tedy Ker(y) = Z,.

Oznatme R 24prvkovou podgrupu grupy G sestavajici ze vSech rotaci krychle (na konkrétni
rotace se muzete podivat napf. do skript: feseni ulohy nahote na strané 86). Ta neobsahuje stie-
dovou symetrii krychle, a proto je ¢ [ R prosté. Z toho ihned plyne, Ze ¢ je zobrazeni na grupu
Sx, kterd méa ovsem pravé 24 prvki.

Z Lagrangeovy véty a 1. véty o izomorfismu pak plyne, ze G musi mit 48 prvki, nebot |G| =
| Ker(p)] - |G : Ker(p)] = 2- |G/ Ker(p)| =2 | Im(p)| = 2 - [Sx|.

Vime, 7ze R < G, jelikoz [G : R] = 2; navic je jisté R N Ker(y) trividlni a RKer(yp) = G,
jelikoz R Ker(y) mé alespon 25 prvka. Uzitim ptredchoziho piikladu a 1. véty o izomorfismu proto
miizeme uzaviit, ze G =2 G/ Ker(¢) X G/R = Sx X Zy = Sy X S,.

16. Kolik raznych ndhrdelnikt Ize sestavit ze Sesti ¢ernych a tii zlutych koralki, pouzijeme-li vzdy
viech devét? (Predpokladame, ze mame k dispozici potfebné propriety jako shirku apod.)
Odkazujeme na teSeni ekvivalentni tlohy ve skriptech na strané 85. Vysledek je 7.



