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O détech, ¢apech a kauzalité

Jiuri Dvorak, Nehvizdy

Abstrakt. Lidova moudrost v mnoha zemich svéta spojuje prirozeny priristek obyvatelstva
s vyskytem ¢apt. V nasich podminkach jde o ¢apa bilého (lat. Ciconia ciconia) a tradi¢ni
formulace zni ,,¢api nosi déti“. Se vsi uctou k moudrosti nagich pfedkid nemiZzeme takové
tvrzeni pfijmout jako fakt, aniz bychom takovou vazbu potvrdili experimentéalné ¢i statistic-
kou analyzou dostupnych udaji. Pravé to bude obsahem tohoto ¢lanku — provedeme analyzu
po¢tu hnizdicich para ¢apt v 17 evropskych zemich ve vztahu k porodnosti. Béhem toho se
dotkneme i témat jako korelace, kauzalita a statistickd vyznamnost. Abychom nenaruSovali
tok textu a avah, ponechavame vysvétleni potfebnych statistickych pojmi do zavérecné casti
¢lanku. étenéf, ktery pojem zné, se jim nemusi zdrzovat; ¢tenar, ktery vysvétleni ¢i pfipo-
menuti potfebuje, je naopak snadno najde.

1. Capi a d&ti — co na to Fika statistika?

V tomto ¢lanku se pokusime posoudit platnost lidového tvrzeni, ze ,,Capi nosi déti“.
Autor, nejsa odbornikem v oblasti ornitologie, fyziologie ani antropologie, nemé jinou
moznost nez uchylit se k analyze dostupnych empirickych tidaji a pomoci jednodu-
chych statistickych metod podat argumenty pro ¢ proti tomuto tvrzeni.

Inspiraci je ¢lanek [5], ktery se touto otézkou zabyval a ktery také poskytuje po-
tfebna data, viz tabulku 1. Jako zdroj dat o poctech ¢apt (v obdobi cca 1980-1990)
uvadi ¢lanek [5] ,,personal communication® se ¢lenem Royal Society for the Protection
of Birds, jako zdroj geografickych a demografickych udaja pak uvadi Britannica Year-
book for 1990.

Udaje o poétu obyvatel a porodnosti v evropskych zemich jsou peclivé sledované
a neminime je zpochybiiovat, stejné jako idaje o rozloze statii. Udaje o poctu ¢apit jsme
ovérili v odborné literatuie — souhrnné informace stejné jako odkazy na dil¢i studie,
odkud jsou jednotlivé tidaje prevzaty, poskytuje prace [7]. Hodnoty v ni uvedené jsou
0 néco novejsi, typicky z let 1993 az 1995, a proto ¢astecné odlisné od udaji z [5]. Tyto
rozdily v8ak nepovaZujeme za podstatné a nasi analyzu zalozime na datech z pavod-
niho ¢lanku [5].

Standardnim postupem zjistovani velikosti populace ¢apu na daném tzemi je po-
¢itani hnizdicich para. Obréazek 1 ukazuje hodnoty porodnosti v jednotlivych statech
(v tisicich déti za rok) vykreslené pravé proti po¢tu hnizdicich pari ¢api. Pohled na
obrazek naznacuje pritomnost vazby mezi ob&ma veli¢inami. Povaha této vazby se da
popsat pfirozenym jazykem jako ,.¢im vic ¢apt, tim vic déti“.

Jednoduchym nastrojem k vyjadieni sily takového vztahu je tzv. korelacni ko-
eficient, ktery udava silu linearniho vztahu mezi dvéma nadhodnymi veli¢inami, viz
odst. 6.4. Pokud odhadneme korelaéni koeficient px y pro uvazovanou dvojici nahod-
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Stat Rozloha | Capi | Obyvatelstvo | Porodnost
(km?) | (pary) (mil.) (tis./rok)
Albéanie 28 750 100 3,2 83
Belgie 30520 1 9,9 118
Bulharsko 111000 | 5000 9,0 117
Dénsko 43100 9 5,1 59
Francie 544 000 140 56,0 774
Ttalie 301280 5 57,0 551
Mad arsko 93000 | 5000 11,0 124
Némecko 357000 | 3300 78,0 901
Nizozemsko 41900 4 15,0 188
Polsko 312680 | 30000 38,0 610
Portugalsko 92390 1500 10,0 120
Rakousko 83 860 300 7,6 87
Rumunsko 237500 | 5000 23,0 367
Recko 132000 | 2500 10,0 106
Spanélsko 504750 | 8000 39,0 439
Svycarsko 41290 150 6,7 82
Turecko 779450 | 25000 56,0 1576

Tab. 1. Poéty pozorovanych hnizdicich part ¢apu bilych (lat. Ciconia ciconia) v 17 evrop-
skych zemich a odpovidajici geografické (rozloha statu) a demografické informace (pocet
obyvatel a po¢et narozenych déti za rok). Pfevzato z ¢lanku [5].

nych veli¢in (X = pocet hnizdicich part ¢apd; Y = pocet narozenych déti) na zakladé
hodnot z tabulky 1, dostaneme hodnotu pfiblizné 0,62. To potvrzuje, ze mezi X a Y je
skute¢né vazba typu ,,&im vic, tim vic*. Navic je tato vazba pomérné silnda — pokud by
zadna vazba nebyla pfitomna a nahodné veli¢iny byly nezavislé, byl by korela¢ni koefi-
cient nulovy. Odhadnuta hodnota je tedy bliZze extrémni hodnoté 1 (perfektni linearn{
zavislost) nez hodnoté 0 (zadna vazba mezi X a Y).

Samotny odhad korela¢niho koeficientu nam ale nefika, jak silny dikaz pritomnosti
vazby mezi ndhodnymi veli¢inami X a Y jsme dostali. Co kdyz jsme nahodou namérili
netypické hodnoty? Mohlo by se stat, ze i v situaci, kdy Zadna vazba pfitomna neni,

Odpovéd nam miuze dat formalni statisticky test, viz odst. 6.5. V naSem piipadé
ptijde o test nulovosti korela¢niho koeficientu. Nulovou hypotézou tedy je pxy = 0,
alternativni hypotézou je px y # 0. Test na hlading vyznamnosti 0,05 (tedy 5 %) bude
v naSem piipadé zamitat nulovou hypotézu. P-hodnota testu je ptiblizné 0,008 a test
by zamital i na libovolné hlading vyssi nez 0,008, tedy 0,8 %. Uvedenou p-hodnotu
miizeme interpretovat tak, Ze pokud plati nulova hypotéza (pxy = 0), je v tomto
experimentu pravdépodobnost zjisténi korela¢niho koeficientu, ktery bude v absolutni
hodnoté vétsi nez 0,62, pouze 0,8 %.
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Obr. 1. Porodnost v jednotlivych statech (v tisicich déti za rok) vykreslené proti po¢tu hnizdi-
cich para ¢apu. Plna ¢ara ukazuje proloZenou regresni primku s absolutnim ¢lenem. Carkovana
cara ukazuje prolozenou regresni piimku bez absolutniho ¢lenu.

Korelaéni koeficient je tedy statisticky vyznamné odliny od nuly a zjisténé dukazy
jsou velmi silné. MiZeme se tedy pokusit popsat vztah mezi X a Y linedrnim piredpi-
sem. K tomu nam poslouzi linedrni regrese, viz odst. 6.6. Konkrétné budeme odhadovat
regresni primku, tedy primku, ktera nejlépe vysvétluje Y jako linearni funkeci X.

Nejprve uvazujme model bez absolutniho ¢lenu: Y = bX. V tomto piipadé odhad-
neme parametr jako b = 0,04. Tedy jeden hnizdici par ¢apt odpovida v praméru 40 na-
rozenym détem ro¢né — pfipomenme, zZe hodnoty veli¢iny Y, po¢ty déti narozenych za
rok, byly uvedeny v tisicich. Tomuto odhadnutému modelu odpovida ¢arkovana cara
na obrazku 1. Je v8ak vidét, Ze pozorované hodnoty nevystihuje dobfe.

Zaméime se tedy na model s absolutnim ¢lenem: Y = a + bX. V tomto modelu
odhadneme parametry jako a = 225, b = 0,03. Tomuto modelu odpovidé plna ¢ara na
obrazku 1. Tentokrat jsou jiz pozorované hodnoty proloZeny uspokojivé. Odhadnuty
model muZeme interpretovat tak, ze pramérné 225 tisic déti ro¢né se rodi bez souvis-
losti s ¢apy, nadto kazdy par ¢api odpovidé v priméru 30 narozenym détem roc¢né.
Pozorované odchylky od téchto hodnot pak povazujeme za ndhodné chyby a vliv p¥i-
padnych dalsich, neuvaZzovanych faktora.

2. Vyhodnoceni statistické analyzy

MiZeme tedy po provedeni této statistické analyzy ucinit zavér, ze ¢api nosi déti? Ne-
miZzeme. Udélali jsme snad néjakou chybu ve vypoc¢tu nebo v uvaze? Nikoliv, vSechny
vySe uvedené postupy a uvahy jsou korektni. Pfedchozi tvrzeni se zdaji v rozporu —
kde je tedy zakopany pes?

Jediny problém je v tom, Ze jsme se snazili u€init zavéry o néfem, o ¢em pou-
zité statistické nastroje vibec nevypovidaji. Korektnim zavérem ptedchozi analyzy je
pouze to, ze existuje statisticky vyznamnd vazba mezi poctem narozenych déti a poctem
éap.
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Pouzité metody mohou odhalit takovou vazbu, nejsou vSak schopné odligit pri¢inu
a nasledek nebo poznat situaci, kdy statisticky vyznamné korelace neodpovida zadné
vécné vazbé. Je tedy stejné dobfe mozné, ze ,,Capi nosi déti“ jako ,,déti nosi ¢apy”,
pripadné ,,¢api a déti spolu nijak vécné nesouvisi“. Odhalili jsme tedy vyznamnou ko-
relaci, nikoliv kauzalitu. Tyto dva pojmy nesmime zaménovat: to, ze spolu dvé veli¢iny
souvisi (vykazuji korelaci), jeSté neznamen4, Ze jedna je pfi¢inou druhé.

3. Odbocka: korelace vs. kauzalita

Pro korelaci mezi dvéma nahodnymi veli¢inami muze byt nékolik riznych vysvétleni.
Jedna z nich mize skute¢né ovliviiovat druhou, naptiklad za vétsi baleni ¢okolady
zaplatime vice penéz. Zde je kauzalni vztah jasny a zptsobuje kladnou korelaci.

Také mohou byt obé ndhodné veli¢iny X a Y soucasné ovliviiovany jinou nadhodnou
veli¢inou Z, naptiklad u zaka prvniho stupné zékladni Skoly je vysoka kladné korelace
mezi arovni ¢tenaiskych dovednosti a velikosti bot. Pfenechavame laskavému ¢tenafi
k vlastni ivaze, co je onim spoleénym vysvétlujicim faktorem. Zde jsou také kauzalni
vztahy jasné — Z ovliviiuje X a jsou spolu korelované, Z ovliviiuje Y a jsou spolu
korelované, vliv Z zpiisobuje korelaci mezi X a Y, pfestoze mezi témito veli¢inami
neni zadna pfiméa vécna vazba.

Uvedme pro ilustraci nékolik dalsich prikladii. VSechny patii ke statistickému folk-
loru a uvadime je bez reference, nebot je obtizné dohledat pivodni zdroj. Totéz plati
pro piiklad v pfedchozim odstavci. Je jisté pravda, Ze ¢im vice hasi¢skych jednotek je
vyslano k pozéaru, tim vétsi je zpusobené Skoda; méné ziejmé je, pro¢ velikost dlané
vykazuje zapornou korelaci s o¢ekavanou délkou zivota dané osoby. Zde nabizime na-
povédu: Zeny maji obvykle mensi dlané nez muzi, ziji vSak v priméru déle. Zavérem
pak jesté dodejme, Ze pocet utonuti v jednotlivych mésicich silné koreluje s celkovymi
prodeji zmrzlinaiskych vyrobki.

Posledni moznosti je, ze mezi ndhodnymi veli¢inami neni zadna vécna vazba, at
uz p¥ima nebo zprostfedkovani. Potom hovoiime o tzv. falesné korelaci. Na tu ¢asto
narazime v situacich, kdy je k dispozici velké mnozstvi méfeni riznych veli¢in a tes-
tujeme, které z nich jsou spolu vyznamné korelované. V takovém piipadé provadime
velké mnoZstvi dil¢ich testii (se zvolenou hladinou «). I pokud jsou v8echny korelace ve
skute¢nosti nulové, je pravdépodobnost, Ze alespon jeden z dil¢ich testt ukaze vyznam-
nou korelaci, ¢asto vyrazné vyssi nez «. Jinymi slovy, kdyz provadime mnoho diléich
testi, mame velkou Sanci, Ze ,néco vyjde vyznamné*. Tuto situaci oznacujeme jako
problém mnohonésobného porovnavani a musime zde poznamenat, Ze by bylo hrubou
chybou v takovém pfipadé reportovat jen nalezené vyznamné korelace bez informace
o tom, kolik dil¢ich testi bylo ve skute¢nosti provedeno, resp. bez provedeni korekce
na mnohonasobné porovnavani, viz napiiklad [4], [6].

Odhalovéani falesnych korelaci je vénovan popularni projekt Spurious Correla-
tions [8], ktery umoziuje hledat korelace v rozsahlé sadé verejné dostupnych udaja.
Tim, %e umoziuje snadno vyhledavat co nejsilngjsi korelace, at uz kladné ¢i zaporné,
soucasné ilustruje problém mnohonasobného porovnavani — v takto rozsahlé sadé
udaju jednoduse musi byt nékteré korelace velmi silné.

Pro doplnéni si uvedme alespon né¢kolik priklada falesnych korelaci nalezenych
pomoci [§]. Poet titula Ph.D. udélenych v matematickych oborech ve Spojenych sta-
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tech kladné koreluje s mnozstvim uranu uskladnénym v jadernych elektrarnach tam-
téZ (odhadnuty korela¢ni koeficient > 0,95), avSak zaporné koreluje s roéni spotiebou
plnotuéného mléka na jednoho obyvatele USA (< —0,94). Déle, pocet filmu (za rok),
ve kterych se objevil Nicolas Cage, kladné koreluje s po¢tem lidi (opé&t za rok), ktefi
utonuli po padu do bazénu (> 0,66), ale negativné koreluje s po¢tem lidi, ktefi utonuli
po padu z rybarskeé lodi (< —0,54).

4. Zpét k ¢apum a détem

Vyse jsme uvedli, Ze naSe analyza ukazuje statisticky vyznamnou korelaci mezi poctem
narozenych déti a po¢tem hnizdicich part ¢api, s upozornénim, ze pri¢inné vztahy za-
stavaji nejasné. Ve svétle diskuse o korelaci a kauzalité, kterou jsme pravé provedli,
muzeme na zakladé dostupnych dat rozhodnout, zda skuteéné mezi uvazovanymi veli-
¢inami existuje kauzalni vztah, zda je nalezena korelace falesna nebo zda je zptsobena
néjakym vnéjsim faktorem, ktery ovliviiuje obé veli¢iny?

P11 pohledu na udaje dostupné v tabulce 1 miuZeme soudit, Ze rozloha statu i pocet
obyvatel mohou ovliviiovat obé zkoumané veli¢iny. VySsi pocet obyvatel s sebou typicky
nese vyss$i porodnost a muize mit vliv i na pocet hnizdicich para ¢apta. Ti totiz pro
vybudovani hnizda nejéastéji vyuzivaji lidmi vytvorenych konstrukei jako jsou vysoké
kominy. Vétsi rozloha statu v evropskych podminkach obvykle znamena vyssi pocet
obyvatel a tedy vySsi porodnost, zaroven vice prostoru umoziuje ,,ubytovat® vice ¢apu
bez zvySeni konkurence o zdroje potravy a vhodné mista k budovani hnizd.

Vhodnym néastrojem, jak posoudit vliv takovych vnégjsich faktord, je tzv. parcidlng
korelacéni koeficient, viz odst. 6.7. Ten umoznuje kvantifikovat sflu linearniho vztahu
mezi dvéma nédhodnymi veli¢inami po odstranéni (také linearniho) vlivu jedné & vice
dalsich ndhodnych veli¢in.

Pokud odstranime vliv po¢tu obyvatel, dostaneme odhad parcialniho korelaéniho
koeficientu piiblizné 0,65; test vyznamnosti této korelace dava p-hodnotu piibliz-
né 0,006 a na hladiné 0,05 zamitame nulovou hypotézu o nulovosti tohoto korela¢niho
koeficientu. Tento faktor tedy nepomohl vysvétlit pritomnost korelace mezi porodnosti
a po¢tem hnizdicich paria ¢apu.

Naopak, pokud odstranime vliv rozlohy statu, dostaneme odhad parcidlniho ko-
relacéniho koeficientu p¥iblizné 0,27; test vyznamnosti této korelace dava p-hodnotu
priblizné 0,307 a na hladiné 0,05 tedy nezamitame nulovou hypotézu o nulovosti to-
hoto korela¢niho koeficientu. Tento faktor tedy vysvétlil velkou ¢ast nalezené korelace
a po odstranéni jeho vlivu uz zbyla korelace neni statisticky vyznamné.

5. Zavér

Mizeme tedy ucinit zavér, Ze nalezenou korelaci mezi porodnosti a po¢tem hnizdicich
part ¢apu je mozné vysvétlit vlivem dalsiho faktoru, ktery ptisobi na obé tyto veli¢iny.
Timto faktorem je rozloha daného statu.

Pozornému ¢tenafi jisté neunikne opatrnost tohoto zavéru. Rikéme pouze, Ze Pozo-
rovanou korelaci je mozné vysvétlit uréitym zpusobem. Nerfikdme, Ze to tak urcité je,
nefikame, Ze korelace neni pouze falesna, nefikdme, Ze neni pfitomen p¥imy kauzalni
vztah. Pouzité metody nam tak silnou informaci nedévaji, pouze jsme nasli moZny
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zpusob, jak korelaci vysvétlit. Pro odhalovani kauzélnich vztahi bychom potfebovali
provadét kontrolované experimenty, v nichz je mozné cilené ménit hodnotu jedné veli-
¢iny a sledovat zmény hodnot veli¢iny druhé, pti zachovéani vSech ostatnich vlivi beze
zmény.

Pro zajimavost dodejme, ze odpovidajici adaje pro Ceskou republiku jsou nasle-
dujici: rozloha 78 866 km?, pocet obyvatel zhruba 10,3 milionu, piiblizné 96 tisic Zivé
narozenych déti (tyto dva tdaje prevzaty z Ceského statistického uFadu [3]), pocet
hnizdicich part ¢apt bilych cca 800 (pfevzato z ¢lanku [7]). Uvedené udaje plati pro
rok 1995, protoze pro tento rok méme k dispozici tdaje o poctu ¢apu.

Pokud tdaje platné pro CR pridame k tabulce 1 a zopakujeme celou analyzu, do-
staneme prakticky totozné vysledky. Chovani ¢apu v CR tedy odpovida jejich chovani
v ostatnich ¢astech Evropy.

Zavérem uz jen zdiuraznéme, Ze je tento ¢lanek minén zejména jako upozornéni
na zéaludnosti interpretace vysledku statistické analyzy. 1 p¥i pouziti jednoduchych,
zékladnich statistickych metod zde hrozi riziko vyvozeni nepodlozenych zavéra. Vy-
stupem nadi analyzy je tedy tvrzeni, Ze pozorovanou silnou korelaci mezi poctem na-
rozenych déti a po¢tem hnizdicich part ¢apa je mozné vysvétlit spoleénym vlivem
rozlohy daného statu. Puvodni otazku péatrajici po pritomnosti kauzéalniho vztahu,
tedy zda ¢api nosi déti, vSak musime nechat otevienou.

6. Glosar statistickych pojmi

V této kapitole nabizime kratké vysvétleni statistickych pojmi vyuzivanych v tomto
¢lanku. Podrobnéjsi informace je mo7né najit napiiklad v [1], [2].
6.1. Stfedni hodnota

Bud X realna ndhodné veli¢ina nabyvajici diskrétnich hodnot x; s pravdépodobnost-
mi p;. Stfedni hodnota takové nahodné veli¢iny je pak definovana jako

EX =) pi;

a udava o¢ekavanou (prameérnou) hodnotu nahodné veli¢iny. Pro spojité ndhodné veli-
¢iny je mozné definovat stifedni hodnotu podobné pomoci tzv. hustoty. V tomto ¢lanku
predpokladéame, Ze stfedni hodnota uvazovanych nahodnych veli¢in je kone¢na.

Pokud mame k dispozici nezavisla pozorovani X;, Xo, ..., X,, ndhodné veli¢iny X,
nabizi se prirozeny odhad stfedni hodnoty EX ve tvaru

- 1 <&
IEX:E;Xi.

6.2. Rozptyl

Bud X realna nahodné veli¢ina nabyvajici diskrétnich hodnot x; s pravdépodobnost-
mi p;. Stfedni hodnotu oznac¢ime EX. Rozptyl ndhodné veli¢iny X je pak definovan
jako

varX =E(X —EX)* =) p; (z; — EX)?
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a udava rozptylenost hodnot ndhodné veli¢iny kolem jeji stfedni hodnoty. Pro spojité
néhodné veli¢iny je rozptyl také definovan pomoci prvni rovnosti vyse. V tomto ¢lanku
predpokladame, Ze rozptyl uvazovanych nahodnych veli¢in je konec¢ny.

Pokud mame k dispozici nezavisla pozorovani X1, X, ..., X,, ndhodné veli¢iny X,
nabizi se pfirozeny odhad rozptylu var X ve tvaru

_— 1 <& _\2
arX = -3 (X - EX) .
i
V praxi se obvykle pracuje s odhadem rozptylu, ktery misto déleni po¢tem pozorovani n
pouziva déleni hodnotou n — 1. Takovy odhad je z urc¢itého hlediska vyhodnéjsi, pro
naSe ivahy to vSak neni podstatné.

6.3. Kovariance

Bud (X,Y) realny nahodny vektor nabyvajici diskrétnich hodnot (x;,y;) s pravdé-
podobnostmi p;. StFedni hodnoty nahodnych veli¢in X a Y ozna¢ime EX, EY, jejich
rozptyly oznacime var X, var Y. Kovariance ndhodnych veli¢in X a Y je pak definovana
jako

cov(X,Y) =E(X —EX) (Y =EY) =) _p; (z; — EX) (y; — EY)

a udava, jak moc jsou hodnoty X ovlivnény hodnotami Y a naopak. Pro spojité
nahodné vektory je kovariance také definovana pomoci prvni rovnosti vyge.

Pokud méame k dispozici nezavisla pozorovani (X1,Y7), (X2,Y2),..., (Xn, Ys) na-
hodného vektoru (X,Y), nabizi se pfirozeny odhad kovariance cov(X,Y’) ve tvaru

cor(X.Y) = 30 (%, ~BX) (v~ 7).
i=1

6.4. Korela¢ni koeficient

Bud (X,Y) realny néhodny vektor. St¥edni hodnoty nahodnych veli¢in X a Y
ozna¢ime EX | EY, jejich rozptyly oznafime var X, var Y a jejich kovarianci cov(X,Y).
Korela¢ni koeficient nadhodnych veli¢in X a Y je pak definovan jako

_ cov(X,Y)
pxY vvar X varY

a udava, jak moc jsou hodnoty X ovlivnény hodnotami Y a naopak, tentokrat po nor-
malizaci pomoci rozptylu. To umoziuje porovnavat silu vztahu mezi dvojicemi ndhod-
nych veli¢in bez ohledu na pfipadné rozdily jejich rozptylu. Disledkem Cauchyovy-—
Schwarzovy nerovnosti je, ze korela¢ni koeficient nabyva pouze redlnych hodnot
z intervalu [—1, 1].

Korelagni koeficient px y udava (stejné jako kovariance) silu linearniho vztahu mezi
nédhodnymi veli¢inami X a Y. Extrémnich hodnot 1 a —1 nabyva korela¢ni koeficient
pravé tehdy, kdyz je mezi ndhodnymi veli¢inami linearnf vztah Y = aX + b pro néjaké
realné hodnoty a # 0 a b. Pokud je v takovém piipadé a > 0, je pxy = 1; pokud
je a <0, je pxy = —1. Hodnota korela¢niho koeficientu 0 odpovida nepfitomnosti
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linedrniho vztahu. Piikladem takové situace je nezavislost veli¢in X a Y — v takovém
pripadé se tyto ndhodné veli¢iny vibec neovliviiuji.

Pokud méame k dispozici nezavisla pozorovani (X1,Y7), (Xo,Ys),..., (Xn, Ys), na-
bizi se prirozeny odhad korela¢niho koeficientu ve tvaru

—

. cov(X,Y)
PXY = — f—m——
Vvar X varY

Tlustrujme nyni skutecnost, Zze korelacéni koeficient méri silu linedrniho vztahu
mezi X a Y. Necht pro tyto ndhodné veli¢iny plati Y = 2X a méame k dispozici neza-
visla pozorovani (1,2),(2,4),...,(10,20). Odhad korela¢niho koeficientu podle vzorce
vy$e ma pak hodnotu 1.

Dale uvazme vztah mezi ndhodnymi veli¢inami ve tvaru Y = X3. Pokud mame
k dispozici nezavisla pozorovani (1,1),(2,8),...,(10,1000), dostaneme podle vzorce
vy$e odhad korela¢niho koeficientu ptiblizné 0,928. Prestoze je tedy mezi nahodnymi
veli¢inami pofad naprosto pevna vazba (jsou svazany pomoci deterministické funkce),
nedosahuje hodnota korela¢niho koeficientu extrémni hodnoty 1 ¢ —1. Je mozné do-
konce najit priklady, kdy pro dvé nahodné veli¢iny svazané deterministickou funkei
vyjde odhad korela¢niho koeficientu 0 — napiiklad stadi uvazovat vztah ¥ = X?2
a pozorovani (—5,25), (—4,16),...,(5,25).

6.5. Testovani hypotéz

Uvazme situaci, kdy chceme rozhodnout, zda je uré¢ité tvrzeni v souladu s pozorova-
nymi daty. Toto tvrzeni budeme nazyvat nulova hypotéza. Déle formulujeme tzv. al-
ternativni hypotézu, které budeme vérit, pokud ukazeme, Ze nulova hypotéza neplati.
Casto je alternativni hypotéza doplitkem nulové hypotézy, neni to vSak nutné.

Tlustraénim prikladem ndm budiZ hdzeni minci a testovdni, zda je mince spraved-
livd. Nulovou hypotézou zde bude ,pravdépodobnost, Ze padne panna, je rovna 1/2.
Alternativni hypotézou pak bude ,pravdépodobnost, Ze padne panna, neni rovna 1/2%.

Statisticky test potom provedeme tak, Zze z pozorovanych dat spocitdme vhodnou
testovou statistiku 7', pfi¢emz vyzadujeme, aby rozdéleni testové statistiky za plat-
nosti nulové hypotézy bylo zndmé. Pak posoudime, zda hodnota T spodéitand z dat
je typické, nebo naopak extrémni vzhledem k tomuto referenénimu rozdéleni. Pokud
je extrémni, zamitdme nulovou hypotézu ve prospéch alternativni hypotézy. Pokud
je typicka, nezamitame nulovou hypotézu. Extrémni hodnoty jsou takové, které lezi
v takzvané zamitaci oblasti. Typické hodnoty naopak lezi mimo zamitaci oblast.

V nasem prikladu mizZe byt pozorovanymi daty vysledek dvaceti nezdvislych hodi
zkoumanou minci. Testovou statistikou T pak bude celkovy pocet hodii, ve kterych padne
panna. Za platnosti nulové hypotézy md T binomické rozdéleni s parametry 20 a 1/2.

Pokud je nulova hypotéza platna a my ji zamitneme, udélali jsme chybu prvniho
druhu. Pokud je nulovi hypotéza neplatna a my ji nezamitneme, udélali jsme chybu
druhého druhu. V ostatnich pripadech jsme chybu neudélali. Statistické testy jsou kon-
struovany tak, aby pravdépodobnost, Zze udélame chybu prvniho druhu, byla nejvyse
rovna predem stanovené hodnoté «, napiiklad o = 0,05. Tato volba pak urcuje, jak
bude vypadat zamitaci oblast pro dany test (pfesny postup se pro rizné testy lisi).
Hodnotu « oznacujeme jako hladinu testu.
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V nasem prikladu je pro o = 0,05 zamitact oblast rovna mnoZine C' = {0,1,2,3, 4,5,
16,17,18,19,20}. Za platnosti nulové hypotézy je totiZ pravdépodobnost, Ze T bude mit
hodnotu z C, rovna pfiblizné 0,041. Kdybychom navic zahrnuli do zamitact oblasti li-
bovolnou hodnotu mezi 6 a 15, uZ bychom presdhli hodnotu 0,05 a takto postaveny test
by nemél zvolenou hladinu.

Moznosti, jak zvolit zamitaci oblast, kterda dodrzi stanovenou hladinu testu, samo-
zfejmé miize byt vice. My chceme zvolit takovou, ktera nam da co nejmensi pravdé-
podobnost chyby druhého druhu.

V prikladu s hdzenim minci chyba druhého druhu nastdvd, pokud se skutecnd prav-
dépodobnost padnuti panny lisi od 1/2 a provedeny test pfesto nulovou hypotézu neza-
mitne. Pokud se skutecnd pravdépodobnost lisi od 1/2, budou typické hodnoty testové
statistiky blize k extrémnim hodnotdm 0 a 20 neZ za platnosti nulové hypotézy. Proto
v zamitaci oblasti chceme mit prdvé tyto extrémni hodnoty a jejich okoli a zvolili jsme
C =1{0,1,2,3,4,5,16,17,18,19,20}. Hladinu testu by dodrzela i jind zamitaci oblast,
naptiklad C = {6}, jeji pouZiti by viak vedlo ke zbyteéné vysoké pravdépodobnosti chyby
druhého druhu — vZdyt v testu s touto zamitaci oblasti bychom nezamitli nulovou hy-
potézu ani v pripadé, Ze ve dvaceti hodech neuvidime Zddnou pannu.

Silu toho, jak pozorovana data svédéi proti nulové hypotéze, mizeme vyjadrit po-
moci tzv. p-hodnoty. To je pravdépodobnost, Ze bychom za platnosti nulové hypotézy
napozorovali takova data, kterd by svédcila stejné ¢i jesté vice proti nulové hypo-
téze nez nase skutefné pozorovana data. Jinymi slovy, pokud ze skuteéné pozorova-
nych dat vypoc¢teme hodnotu testové statistiky Ty, udava p-hodnota pravdépodob-
nost, ze pfi opakovani experimentu dojdeme k hodnoté testové statistiky Ti, ktera
bude vzhledem k referenénimu rozdéleni stejné nebo jesté vice extrémni nez Tp. O za-
mitnuti/nezamitnuti nulové hypotézy je mozné rozhodnout i pomoci p-hodnoty —
zamitame, pravé kdyZ je p-hodnota mensi nebo rovna hladiné testu «. Tento postup
je ekvivalentni postupu zalozenému na zamitaci oblasti.

Pokud pri 20 nezdvislych hodech minci padne pouze dvakrdt panna, je Ty = 2
a mnozina vSech hodnot stejné ¢i vice extrémnich vzhledem k referencnimu rozdé-
leni je D = {0,1,2,18,19,20}. Proto bude p-hodnota naSeho testu priblizné 0,0004
— plati, Ze pri opakovdni experimentu je za platnosti nulové hypotézy pravdépodob-
nost 0,0004, Ze hodnota testové statistiky Ty bude leZet v D. Vzhledem k tomu, Ze
zjisténd p-hodnota je mensi neZ zvolend hladina o = 0,05, zamitame nulovou hypotézu
o tom, Ze pravdépodobnost padnuti panny je 1/2.

Pti analyze dat prezentované v tomto ¢lanku jsme pouzili test nulovosti korelaéniho
koeficientu. Nulovou hypotézou tedy je px,y = 0, alternativni hypotézou je pxy # 0.
Testovou statistikou je

T=pxy /(= 2)/(1 =),

kde px y je odhad korela¢niho koeficientu (s normalizaci 1/(n — 1) misto 1/n v odha-
du kovariance a rozptylid) a n > 3 je pocet pozorovani. Za platnosti nulové hypotézy
a predpokladu, Zze nahodny vektor (X,Y) ma dvourozmérné normalni rozdéleni s klad-
nymi rozptyly, ma testova statistika ¢-rozdéleni s n — 2 stupni volnosti [2, s. 94].
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6.6. Linearni regrese

Pro potieby tohoto ¢lanku se omezime na jednoduchy pfipad, kdy chceme hodnoty
nahodné veli¢iny Y vysvétlit (linedrnim modelem) pomoci hodnot veli¢iny X. V za-
kladnim pf¥istupu predpokladéame, Ze hodnoty X jsou nendhodné, resp. jsou zméreny
presné, bez ndhodné chyby. Jde vlastné o modelovani stfedni hodnoty Y v zavislosti na
vysvétlujici proménné X . Pokud méame k dispozici pozorovani (X1, Y1),..., (X, Ys),
je odpovidajici model tvaru Y; = a + bX; +¢;, 1 =1,...,n. Na pravé strané této rov-
nosti je jedinym nadhodnym ¢lenem e;, které miize popisovat napriklad chybu méreni
a viechny dalsi vlivy, které nejdou (linearné) vysvétlit pomoci hodnoty X;. Predpo-
kladame, ze vSechna e; maji nulovou st¥edni hodnotu a stejny rozptyl.

Pro své pozorovani tedy hleddme hodnoty parametri a,b v uvedeném mode-
lu. Budeme pozadovat, aby tyto hodnoty minimalizovaly soucet ¢tvercu chyb, tedy
S (Y; —a—bX;)% Odhad stiednf hodnoty Y; je potom Y; = a + bX;. Jednotlivym
chybam Y; — }A/l =Y, —a—-bX;,i=1,...,n, fikdme rezidua. Jde o odhad ndhodného
¢lenu e; v uvazovaném modelu, ktery uz nejde vysvétlit linearné pomoci hodnoty X;.
Pfimce y = a+ bz, kde a, b jsou odhadnuté hodnoty parametri, potom Fikame regresni
primka.

Je snadné upravit tento postup pro model bez absolutnfho ¢lenu: Y; = bX; +¢;,
i =1,...,n. Obrazek 1 ukazuje odhadnuté regresni piimky pro data z tabulky 1 pro
model s absolutnim ¢lenem i bez absolutnfho ¢lenu.

6.7. Parcialni korelaéni koeficient

Tento néastroj je obdobou klasického korela¢niho koeficientu, bere v8ak do tvahy moz-
nost, Ze jsou obé& nahodné veli¢iny X, Y ovlivnény hodnotami spoletné vysvétlujici
proménné Z. V takovém piipadé muzou X a Y vykazovat silnou korelaci, ktera je
v8ak zptisobena vlivem Z, aniz by spolu X a Y pfimo souvisely.

Parcialni korela¢ni koeficient tedy slouzi k posouzeni sily linedrniho vztahu mezi
dvéma nahodnymi veli¢inami X a Y poté, co odstranime pFipadny (linearni) vliv tfeti
proménné Z.

Necht méame k dispozici pozorovani (X1,Y1,721),...,(Xn, Yy, Z,). Uvazujme nej-
prve linedrni regresi, kde vysvétlime hodnoty X; pomoci hodnot Z;. Dostaneme tedy
rezidua X; — X; (Cast, kterou uz neni moZné vysvétlit linearné pomoci hodnot Z;).
Podobné uvazujme linearni regresi, kde vysvétlime hodnoty ¥; pomoci hodnot Z;
dostaneme rezidua Y; — Y. R

Parcialni korelac¢ni koeficient je pak klasicky korela¢ni koeficient mezi rezidui X —X
aY — Y, tedy mezi ¢astmi, které uz nelze vysvétlit linearné pomoci hodnot Z. Na
zékladé pozorovanych dat je mozné jej odhadnout jako px/ys, pfiGemz pokladame
X =X;-X;,Y/=Y,-Y;,i=1,....n.

2
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