Algebra — cviceni 10, TeSeni

V feSenich nize nebudeme obvykle explicitné zminovat pouziti Lagrangeovy véty. Kdyz se zao-
birame moznymi fady prvki v konecénych grupach, uzivame tuto vétu prakticky neustale.

1. (c) Najdéte vSechny generatory grupy Z3,. Z prednasky vime, ze Z7, je cyklicka grupa, izomorfni
s Zyo. Nejprve zkusmo hledame néjaky generator grupy Zj,. Za¢neme s prvkem 2. V Zj, dostavame
22 = 4 a 2° = 10, takZe 2 nemé Fad ani 2, ani 5; dle Lagrangeovy véty proto musi mit fad 10, a
tedy generuje grupu Z7;.

Grupa Zjg ma ¢tyfi generatory (nebot ¢(10) = 4); stejné to musi byt s grupou Zj,, ktera je
ji izomorfni. Jak jsme ukazovali na cviceni on-line, nalezenim generatoru 2 grupy Zj, jsme mimo
jiné také ukazali, ze zobrazeni f : Zyg — Zi,, kde f(n) = 2" mod 11, je izomorfismus. Jelikoz
generatory grupy Zyg jsou 1, 3, 7,9, dostavame, Ze generatory grupy Z, jsou praveé 2,23 = 8 27 =7
a2 =6.

Alternativné 1ze misto izomorfismu f uzit i vylu¢ovaci metodu. Vime, ze 1 a 10 = —1 nejsou
generatory (coby prvky fadu 1, resp. 2). Déle v8echny prvky fadu 5 lezi v podgrupé (22>fo1 =
{1,4,5,9,3}, zbyvaji proto 2,6,7,8.

3. Napiste v8echny podgrupy zadané grupy. Jak jsou podgrupy uspofadény inkluzi?

(c) Z3s;

(d) Zi7.

Obé zadané grupy jsou cyklické, prvni z nich ma 22 prvka, druha 16. Zaéneme piipadem (c).

Z véty o podgrupach cyklickych grup vime, ze Z3, ma coby vlastni podgrupy pouze jednu dvou-
prvkovou a jednu 11prvkovou. Prvek fadu 2 je vidy —1 = 22. Spocteme-li 2! = (25)%.2 = 92.2 =
24 = 1, vidime, ze 2 ma fad 11. VSechny podgrupy grupy Zj; véetné uporadani inkluzi jsou na
obrazku nize.
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Co se tyce grupy Z;;, tam jsou v8echny podrgupy usporadany linearné (opét vyuzivame vétu
o podgrupach cyklickych grup): trividlni je obsazena v dvouprvkové (generované prvkem 16), ta
dale ve ¢tyiprvkové (generované prvkem 4), ta dale v osmiprvkové (generované prvkem 2) a ta
nakonec v celé grupé Zj,.

4. Rozlozte dané grupy na direktni soucin co nejvice netrivialnich cyklickych grup:
(a) Zig;
(c) Z3,.

Méame Zlg = ZQ X Zg, COZ Uz je hledany rozklad. Déle Z;l = ZQ X ZG = ZQ X ZQ X Z3. Druhy
izomorfismus plyne z Zg = Zy X Zs, ktery mame tieba z (dikazu) Cinské zbytkové véty. Co se
prvniho izomorfismu tyce, grupa Z3, ma rad ¢(21) = 12, obsahuje prvek 2, ktery ma rad 6, a prvek
20 (tadu 2), pro n&jz 20 ¢ (2)z; ; je tudiz (2,20)z; = Z3,. Muzeme proto definovat homomorfismus
[ Zy x Zg — Zj vztahem f(1,0) = 20 a f(0,1) = 2. Jelikoz 2,20 € Im(f), je Im(f) = Z3,.
Homomorfismus f je tedy surjektivnim homomorfismem mezi 12prvkovymi grupami. Jako takovy
musi byt rovnéz prosty.

Kratsf moznost odvozeni 1. izomorfismu je (z CZV): Z3, = (Zs X Zy)* = 7% X L% = Ly X L.



5. Rozhodnéte, zda jsou nasledujici grupy cyklické:
(b) As;
(c) Ziy;
(d) Z3,.
Grupa Aj je 3prvkova, a tedy cyklickd. Grupa Zj, ma ¢(12) = 4 prvky, konkrétné 1,5,7,11.
Vsechny ovsem maji fad 1 nebo 2, nejedna se proto o cyklickou grupu.
Nakonec, grupa Z3, ma ¢(14) = 6 prvki, konkrétné 1,3,5,9,11,13. Jelikoz 32 = 9 a 3% = 27 =
—1, ma prvek 3 rad 6, a proto generuje cyklickou grupu Zj,.

6. Najdéte vSsechny homomorfismy
(a) ze Z% do Zs;
(b) ze ZH do Zgggl.

Pripad (b) mé coby feSeni pouze nulovy homomorfismus, jelikoz NSD(11,2021) = 1. Kazdy
homomorfismus v piipadu (a) je jednozna¢né uréen obrazem generatoru Sestiprvkové grupy 7%,
coz — jak se snadno ovéii — je napiiklad prvek 3. Obrazem prvku 3 (ktery méa ¥ad 6) pii
homomorfismu oviem miuze byt pouze prvek fadu déliciho 6. V (aditivni) grupé Zsg se jedna pouze

o prvky 0 a 4 fadua 1, resp. 2. Kromé nulového homomorfismu mame tedy jesté pravé jeden dalsi,
konkrétné f : Z% — Zs, kde f(3") =4 pro licha n € Zg a f(3") = 0 pro suda n € Zg.

7. Bud T = Zs|a]/(a®+1). Najdéte generator grupy T*. Kolik m4 tato grupa generatorii celkem?
Polynom «o? + 1 je ireducibilni nad Zs[a]. Vime tedy, Ze T je 9prvkové téleso a T* je cyklicka
8prvkova grupa. Je proto izomorfni grupé Zs a ma pravé ¢(8) = 4 generatory. Jeden z nich je
kuptikladu prvek a + 1, jelikoz v T* mame (o + 1)? = 2a a (o + 1)* = (2a)? = 2.

8. Pro jakd m,n € N je grupa Z,, x Z, cyklicka?

Jsou-li m,n nesoudélna, mame z (dikazu) Cinské zbytkové véty Z,., = Z,, X Z,, procez je
zadané grupa cyklické.

Pokud naopak NSD(m,n) > 1, pak N := NSN(m,n) < mn, a zfejmé pro libovolné (a,b) €
Ly X Ly plati (a,b) +---+ (a,b) = 0. VSechny prvky v grupé Z,, x Z, tim padem maji fad
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nejvyse N, a tato grupa proto neni cyklicka.

9. Ukazte, Ze pro komutativni okruh R nemtze mit grupa R* pét prvkia. Sporem: necht R* je
Sprvkova. Pak R* = {1,a,a? a® a*} pro ngjaké pevné a € R. Jelikoz —1 € R*, nesmi byt —1
fadu 2, a proto —1 = 1. Jinak fefeno v R plati 1 + 1 = 0 (tj. R ma charakteristiku 2), a
v disledku potom r 4 r = r(1+4 1) = 0 pro v8echna r € R.

Pokud mame dojit ke sporu, méli bychom se pokusit objevit néjaky dalsi invertibilni prvek.
Kde ho ale vzit? O chovani prvki mimo R* toho moc nevime. Budeme proto zkouset s¢itat rizné
kombinace prvku z R* a zjistovat, nejsou-li tyto prvky invertibilni.

Napiiklad pro b := 1+ a + a* mame > =1+ a? 4+ a® = 1 + a® + 3. Dale oviem

V=>N+a+ad"Y1+a*+a*)=1+a*+a*+a+d®+a*+a*+a+a*=1

Musi proto byt b € R*, a z Lagrangeovy véty dokonce dostaneme b = 1. To by ale znamenalo,
7e a4+ a* = 0, a tedy a* = —a = a, coz je spor s piedpokladem, Ze a,a* jsou dva riizné prvky
v pétiprvkové grupé R*.



