Algebra — cviceni 9, TeSeni

1. Urcete poCet vSech permutaci v Sy, které jsou konjugované se o = (333 23). Tvoff mnoZina
téchto permutaci podgrupu v S57

Nejprve si zadanou permutaci rozlozime na nezéavislé cykly. Dostaneme o = (1 2 3)(4 5).
Z prednésky c¢i skript bychom méli védét, ze dvé permutace jsou v S,, konjugované pravé tehdy,
kdyz maji stejny typ, tj. stejnou neusporadanou posloupnost udavajici kolik cyklia jaké délky se
naléza v rozkladu zadané permutace na nezavislé cykly. Nase permutace o ma typ [3, 2] nebo také
2, 3].

Mame tedy zjistit, kolik permutaci typu [3,2] se naléza v S5. To je kombinatorickd tuloha,
kdy vybereme libovolné transpozici (tj. neusporadanou dvojici z péti prvki) a k ni mame vzdy
k dispozici dvé moznosti — trojcyklus a trojcyklus k nému inverzni. Dohromady tedy dostavame
2. (g) = 5 -4 = 20 prvki konjugovanych v S,, se zadanou permutaci o.

Mnozina vSech konjugovanych prvki s neidentickou permutaci nikdy nemiize tvorit podgrupu,
jelikoz tato mnozina neobsahuje neutralni prvek. (Vlastné vschny jeji prvky jsou v nasem piipadé
fadu 6.)

3. Ukazte, ze plati:
(c) {a,b)z = NSD(a, b)Z;
(f) ({(12),(L...n)})s, = Sn.

Piipad (c) byl, jak jsem se dozvédél, na prednasce. Inkluze D plyne z vyjadieni NSD(a, b) pomoci
Bézoutovy rovnosti (a z uzavienosti (a, b)z na koneéné soucty a rozdily, coz vyjde nastejno jako
uzavienost na nasobeni celymi ¢isly). Inkluze C pak plyne z toho, ze NSD(a, b) je spole¢ny délitel
a,b € Z (a ze NSD(a, b)Z je podgrupa v Z); existuji tedy m,n € Z takova, ze a = mNSD(a,b) a
b =nNSD(a,b).

Pro (f) staci, ve svétle (e), ukazat, ze grupa G = ({(12),(1...n)})s, obsahuje v8echny trans-
pozice (i i+ 1), kde i € {1,...,n — 1}. To lze napiiklad indukei. Z definice vidime, Ze (1 2) € G.
Predpokladéame-li, ze (i — 1 i) € G pro n&jaké i € {2,...,n — 1}, stadi si v§imnout, ze (i i + 1) =

1...n)G—10)(1 ... n)""

4. Rozhodnéte, zda existuje v grupé Sy7 prvek fadu (a) 71, (b) 72, (c) 80.

Pouze (b) ma kladnou odpovéd. Konkrétné kupt. (1234567 8)(9 10 11 12 13 14 15 16 17)
ma fad 72. Déle 71 je prvocislo, a tak nemize byt nejmensim spoleénym nésobkem mensich ¢isel.
Nakonec 80 = 5 - 16. Aby tedy bylo 80 nejmensim spoleénym nasobkem néjakych mensich ¢isel,
musi byt jedno z téchto mensich ¢isel délitelné péti a néjaké dalsi délitelné 16. Permutaci fadu 80
proto najdeme az v So;.

5. Bud G grupa radu 60, H < G fadu 5 a K < G bud v G indexu 5. Je H N K komutativni?

Ano, je. To, ze K ma v GG index 5, znamend, ze K méa 12 prvkii: z Lagrangeovy véty totiz mame
|G| = |K|- |G : K]. Uzivajice Lagrangeovu vétu podruhé, vidime, Ze musi mit kazdy prvek grupy
H N K tad délitelny jak péti, tak dvanacti. Jelikoz ¢isla 5 a 12 jsou nesoudélna, je nutné H N K
trivialni (tj. jednoprvkova) grupa.

6. Najdéte vSechny homomorfismy a popiste prislusna jadra a obrazy:
(b) ze (Z,+,—,0) do (Z,,+, —,0);
( ) (ZQ X ZQu ) (0 0)) do (Z47+7 _70>7
(e) ze (Z4,+,—,0) do (Zy X Zog,+,—,(0,0));
() ze (Zm,+,—,0) do (Zy,+,—,0).



P1i feSeni se nam bude hodit nasledujici pozorovani (pro obecné grupy uzivame multiplikativni
notaci): Je-li f : G — H homomorfismus grup, pak pro kazdé a € G kone¢ného fadu plati
ord(f(a)) | ord(a). To plyne snadno z implikace a" = 1 = f(a)" = f(a") = 1. Dale se hodi
mit na paméti, Zze kazdy homomorfismus je jednozna¢né urcen svymi hodnotami na libovolné
generujici mnoziné. Pozor: z toho samoziejmé neplyne, Ze urc¢ime-li hodnoty zobrazeni na néjaké
generujici mnoziné, jde toto zobrazeni rozsitit do homomorfismu grup!

V pripadu (b) ovSem tvrdime, Ze pro kazdé k € Z,, je gx : Z — 7Z,, definované vztahem gi(z) =
kz mod n homomorfismem zadanych grup. Inu jedna se o slozeni homomorfismu f;, : Z — Z,
kde fp(z) = kz, ktery jsme uvazovali on-line na cviceni, a homomorfismu h,, : Z — Z,, kde
hn(z) = z mod n, ktery znate napfiklad z dikazu Cinské zbytkové véty (jde dokonce o okruhovy
homomorfimsus, coz zde ale nepotiebujeme).

Mame Kergy = {z € Z; kz modn = 0} = WZ = ol a Img, = (k)z, =
(NSD(n, k))z,, kde ovsem, forméalné vzato, plati posledni rovnost jen pokud k& # 0. Nakonec:
zaddné dalsi homomorfismy kromé gy, k € Z,, neexistuji; je-li totiz g : Z — Z,, jakykoliv homo-
morfismus, je jiz urcen svou hodnotou v 1, a tedy g = gy pro k = g(1).

Pro souciny grup je uzitetné védét (a méli byste si snadno zvladnout dokazat), ze f : A — BxC
je homomorfismus grup <= existuji homomorfismy f; : A = B a fo : A — C takové, ze
(Va € A) f(a) = (fi(a), fo(a)). Jsou-li grupy A, B,C komutativni, pak plati i druhy smér, tj.
g : Bx(C — A je homomorfismus pravé tehdy, kdyz existuji homomorfismy ¢, : B — A a
g2 : C'— A takové, ze g(b,c) = g1(b) - go(c) pro kazdé (b,c) € B x C.

Nyni k dalsim piikladim. (d) Grupa Z, X Z, obsahuje pouze prvky radiu 1 a 2, proceZ prvky
1,3 € Z4 fadu 4 nemohou byt v obrazu zadného homomorfismu. Jelikoz homomorfismy Zy — Z4
jsou pravé dva — identicky nulovy a nasobeni dvéma (tj. izomorfismus Z, a podgrupy {0,2} < Z,)
—, jsou dle predchoziho odstavce homomorfismy ze Zs X Zo do Z4 pravé ¢tyfi: prvek (1,0) muze
jit na 0 ¢ na 2, stejné jako prvek (0,1); hodnota na prvku (1,1) je pak jiz jednozna¢né urcena.
Obrazem nenulového homomorfismu je vzdy podgrupa {0,2} grupy Z,, zatimco jeho jadro muze
byt kterdkoliv ze t¥i dvouprvkovych podgrup grupy Zs X Zs.

(e) Opét se vzhledem k odstavci o sou¢inech sta¢i zamérit na homomorfismy ze Z, do Z,. Kazdy
takovy je jednoznac¢né urc¢en hodnotou v generatoru 1 grupy Z,. Mame dvé moznosti: poslat 1
na 0, coz déava nulovy homomorfismus, nebo poslat 1 na 1, coz d4& homomorfismus , modulo
2“. Dohromady opét mame ¢tyfi rizné homomorfismy ze Z, do Zy X Zs. Obrazem nenulového
homomorfismu muze byt kterékoliv ze tii dvouprvkovych podgrup grupy Zs x Z,. Jeho jadrem
bude vzdy podgrupa {0,2} grupy Zj.

(g). Tato ¢ast je celkem netrividlni a uziva znalost podgrup grupy Z,, které jste si podrobné
probrali na prednasce. Vime, ze kazdy homomorfismus f : Z,, — Z, je urcen obrazem prvku 1,
ktery ma v Z,, tad m. Co se tyce mozné hodnoty f(1) jsme omezeni jednak tim, ze ord(f(1)) |
ord(1) = m, a jednak Lagrangeovou vétou v Z,,, kterd ma za dusledek, ze ord(f(1)) | n. Dostavame,
ze ord(f(1)) | NSD(m,n) =: d. Je-li d = 1, méme jen jednu moznost, a sice homomorfismus
identicky nulovy. V opa¢ném ptipadé je (n/d)z, podgrupa grupy Z, tadu d. Rozmyslete si, Ze
je to jedina podgrupa tadu d v Z, a ze kazdy prvek grupy Z, tadu délicitho d se nachazi v této
podgrupé. Vidime, Ze pro homomorfismus f : Z,, — Z, musi byt f(1) € (n/d)z, . Na druhou
stranu se snadno ovéri, Ze pro libovolné ¢ € (n/d)z, je f.(x) = ¢-x mod n definice homomorfismu
7€ Ly, do Zy,, pro né&jz f(1) = c.

7. Dokazte, ze zadané grupy nejsou izomorfni: (1) Z aZ x Z; (2)* Q a Q x Q.

Ukazeme nejprve, jak vyfesit (a) pomoci invariantu. Uvédomme si totiz, ze v grupé Z plati
formule (Va,y)(32)x = 2 +2Vy=2+2Vae+y=z+ 2 ktera fika, Ze pro libovolna dvé cela
¢isla je bud jedno z nich sudé, nebo je sudy jejich soucet. Tato formule ale neplati v Z x Z: staci
vzit prvky (1,0) a (0,1).

Ditkaz sporem je pak jiz nasnadé. At ¢ : Z — Z X Z je n&jaky grupovy izomorfismus. Zvolme
c,d € 7 tak, aby (c) = (1,0), ¥(d) = (0,1). Je-li jedno z téchto celych &isel, BUNO ¢, sudé,



pak existuje k € Z takové, ze k + k = ¢, a proto také (1,0) = (c) = ¢(k + k) = (k) + ¢¥(k),
coz je spor s tim, zZe je 1 liché ¢islo. Podobné, pokud je ¢ + d sudé, opét méame néjaké j € Z, ze
Jj+ 7 =c+d, vdusledku ¢ehoz pak (1,1) = ¢(c) + ¥(d) = ¢(c+d) = (G + j) = ¥ (4) + ¥()),
coz je opét spor. Rozmyslete si, Ze 1ze tento argument zobecnit a dokazat tak, ze Z™ 2 Z" pro
libovolna m,n € N, kde m # n.

Nyni ukdzeme ¢ast (b). Prvni pile dikazu ale funguje stejné tak dobie i jako dukaz ¢asti (a).
Mgjme libovolny grupovy homomorfismus f : Q — Q x Q. Polozme (r,s) = f(1). Tvrdime, Ze
(Vg € Q) f(q) = (gr,qs). Pokud se nam to podaii ukazat, zjistime tim mimo jiné, Ze f neni
surjektivni (tfeba proto, Ze je f dokonce homomorfismem vektorovych prostort nad Q), a tedy se
nemuze jednak o izomorfismus.

Piedné pro n € N jest f(n) = f(1+---+1) = f(1)+ o + f(1) = (nr,ns). Také ovsem

(.

nx nx
f(—=n) = —f(n) = (—nr,—ns). Pokud nyni budeme mit libovolné ¢ = m/n € Q, kde m € Z a
n € N, pak

(. v

nx nx
a tedy f(q) = (mr/n,ms/n) = (¢qr,qs). Tim je dikaz dokoncen. Je netrividlnim faktem, Ze ¢ast
(b) nelze dokazat prostfednictvim invariantu jako tomu bylo u ¢asti (a): Q a Q x Q jsou totiz
obé nekone¢né beztorzni divizibilni abelovské grupy (definice téchto pojmu na nasi prednéasce
nehledejte); prostiedky matematické logiky lze ukézat, Ze musi obé spliovat tytéz formule jazyka
teorie (abelovskych) grup.

(mr,ms) = f(m) = flg+---+q) = fla)+---+ flq),

8. Uvazujme grupu (Q, +, —,0). Ukazte, ze:
(a) zde maji kazdé dvé netrivialni podgrupy netrivialni prinik;
(b) ji nelze nagenerovat zadnou kone¢nou podmnozinou.

(a). Budte G, H dvé netrividlni podrgupy v Q. Pak existuji ¢y = mi/n1 € G, go = ma/ny € H
takova, ze my,me € Z \ {0} a ny,ny € N. Pak ovSem také niqg; = m; € G a nagy = my € H.
V disledku potom ale NSN(my,ms) € GN H.

(b). Necht M = {mq/nq,...,my/nx} C Q,kdek € N,m; € Zan; € Nprokazdéi € {1,...,k}.
Pievedenim na spoleéného jmenovatele lze BUNO piedpokladat, ze nq = ny = --- = ny. Pak je
ovem (M)g C (1/n1)g = nilZ C Q. Coby dobrovolné rozsifeni tohoto cvi¢eni se muzete pokusit
dokazat, ze Q nemé maximélni podgrupu, tj. takovou podgrupu G < Q, ze G # Q a zaroven
plati: kdykoliv G < H < Q, pak H = Q.

9. Bud n > 4.
(a) Ukazte, ze permutaci m = (ab)(cd) sestavajici ze dvou disjunktnich cykli lze napsat jako
soucin trojcykla.
(b) S vyuzitim ptredchoziho bodu si rozmyslete, Ze kaZdou sudou permutaci lze napsat jako
soucin trojcyklua.
(c) Uvedomte si, ze jste pravé ukazali, ze A,, je pro n > 3 generovana trojcykly.

Pro (a) staci ovéfit, ze m = (b d ¢)(a ¢ b). Co se (b) tyce, kazdou sudou permutaci lze napsat
jako slozeni sudého poc¢tu (ne nutné nezavislych) transpozic. Vzhledem k (a) si staci uvédomit, ze
zavislé (tj. nedisjunktni) transpozice jsou bud tvaru (a b)(a b), coz je ovSem identické permutace,
nebo tvaru (a b)(b ¢), kde a # b # ¢ # a. V druhém ptipadé ale mame (a b)(b ¢) = (a b ¢).
Zjistili jsme, ze kazdou dvojici transpozic lze nahradit jednim, popiipadé dvéma trojcykly, a tedy
kazdou sudou permutaci muZzeme napsat jako sloZeni trojcykla. Pro ¢ast (c) si pak uz jen zbyva
uvédomit, ze viechny trojcykly jsou v A,, (pokud n > 3).

10. Bud G ={(¢}%); a,b € R,a > 0} grupa s operaci maticového nasobeni.
(a) Ukazte, ze H={(29); a € R,a > 0} je podgrupa v G.



(b) Popiste levé a pravé rozkladové t¥idy podgrupy H.
(c) Najdéte néjakou levou/pravou transverzalu rozkladu.

Oznacme R* mnozinu v8ech kladnych realnych ¢éisel. Spolu s nasobenim tvori ziejmé grupu.
K tomu, abychom nahlédli (a), si sta¢i jednak uvédomit, ze 1 € H (tj. identickd matice nalezi
do H), a jednak, ze H je uzavienéa na nasobeni a inverzni prvky, coz plyne ihned z odpovidajici
vlastnosti pro R*. Mimochodem, podgrupu H je zvykem kompaktné znacit jako (]ROJr (1))

Podivejme se na (b) a (c). Kazda leva rozkladova tfida je tvaru (&%) H pro né&jaka a,b €
R,a > 0, coZ je pravé mnozina {(§?); c € R} = (B b). Levou transverzélou je proto napriklad
{(31): beR}.

Kazda prava rozkladova tiida je tvaru H (&%) pro néjaka a,b € R,a > 0, coz je pravé mno-
zina {(%%); ce RYy = {(5"/*); c € RT}. Jako pravou transverzalu proto miizeme opét zvolit
{(31): beRy.

11. Dokazte, ze jsou navzajem izomorfni grupy K = {id, (12)(34),(13)(24),(14)(23)} < Sy,
ZQ X Zg s Z;

V8echny zadané grupy jsou 4prvkové. Nejjednodussi je asi uvédomit si, jaké ¢tyiprvkové grupy,
aZ na izomorfismus, existuji. Uvaha je nasledujici: bud ma &tyiprvkova grupa G = (G,-, 71, 1)
prvek fadu 4, a pak je cyklické, tj. izomorfni grupé Z, (se s¢itanim); nebo jsou vSechny prvky
a € G, a # 1, fadu 2 (dle Lagrangeovy véty). V tomto druhém piipadu pak plati a*> = 1 pro kazdé
a € G. Na druhou stranu, jsou-li a,b € G takové, ze a # b # 1 # a, pak a - b musi byt rovno
zbyvajicimu ¢tvrtému prvku, a tedy také rovno b - a. Tim je (komutativni) operace - jiz urcena
jednoznac¢né. Az na izomorfismus tedy existuji jen dvé ruzné 4prvkové grupy.

Nyni si staci jiz jen vSimnout, ze v zaddné ze zadanych grup se nevyskytuje prvek fadu 4. To je
netrivialni snad pouze v pfipadé multiplikativni grupy Z§ = {1, 3,5, 7}, kde ale snadno ovéiime,
7e 32 = 5% = 7% = 1 (vlastné to jiz vime nékdy z druhého ¢i tfettho cvideni).

12. Dokazte, ze grupy Sz X Zs , A4 a Zi5 jsou po dvou neizomorfni.

Jedné se o grupy rfadu 12. S védomim, ze kazdy izomorfismus musi zachovavat fady prvki, staci
poukizat na rozdily v tomto ukazateli. Grupa Zi, je jediné cyklicka (a také jedin& komutativni),
tj. obsahuje prvek radu 12, zatimco zbylé dvé nikoliv. Grupa Ay sestava z osmi trojcykli a prvku
grupy K z predchoziho cviceni. Neobsahuje tedy prvek fadu 6, zatimco ((1 2 3),1) € S3 X Zy je
prvek tadu 6.

13. Dokazte, ze v8echny (aditivni) grupy R, C, R" kde n € N je libovolné, jsou navzajem izo-
morfni.
Jedna se ve vSech pripadech o vektorové prostory nad télesem Q dimenze kontinuum. Kazdy

izomorfismus vektorovych prostort je (z definice) i grupovym izomorfismem (vzhledem k binarni
operaci +).



