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Nerovnosti, které zname z minula

» Markov:

X20:>P(X20LE(X))§1
a

» Cebysev/Chebyshev
P(X ~B(X)| 2 a0x) <

» Chernoff (cx = v/n)

n
X=X X;=+1= P(X —E(X)| > aox) < 2¢7/?
=1



Prehled

Limitni véty



Slaby zakon velkych Cisel (weak law of large numbers)

Véta

Necht X1, ..., X,, jsou stejné rozdélené n.n.v. se stf.
hodnotou p a rozptylem o%. Oznaéme S,, = (X1 + -+ + X,,)/n.
Pak pro kazdé ¢ > 0 plati

lim P(|S, —u| >¢)=0.
n—oo

Rikdme, Ze posloupnost S,, konverguje k ;. v pravdépodobnosti
(in probability), piseme S,, i 1).



SzVC — Centralni Limitni véta



Centralni Limitni véta

Véta
Necht X1, ..., X,, jsou stejné rozdélené n.n.v. se stfedni
hodnotou . a rozptylem 0. Oznaéme

Y= ((X1+--+X,) —np)/(Vn- o).
Pak Y, % N(0,1). Neboli, pokud F, je distribuéni funkce Y,,, tak

lim F,(z) = ®(x) prokazdéx c R.

Rikame, Ze posloupnostY;, konverguje k N(0,1) v distribuci (in
distribution).

X_ije U.1),n=1 X_ije U1, n=2 X_ije U.1),n=3




CLV dalsi ukazka

X_ije Exp(1). n=1 X_ije Exp(1), X_ije Exp(1).
W — — B —
= =W =i
_ -
Pupep— g ey
¥ — — —
= = =i
_
% 3 . . s T : T 4 s 1«




Bonus: Momentova vytvorujici funkce

Definice
Pro nahodnou veli¢inu X oznac¢ime

Mx(t) = E(e"Y).

Funkci Mx (t) nazyvame momentova vytvorujici funkce
(moment generating function).

Mx(t) = Y0l  B(X™) o

MBern(p)(t) =p- el + (1 _p)'

Mx .y (t) = Mx(t)My(t), jsou-li X, Y n.n.v.
MBin(n,p) = (pet +1- p)n

My, = et*/?

Mpap(n) = =57

Pokud Mx (t) = My (t) naintervalu (—a, a) pro néjaké
a>0,takje X =Y s,j.
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Prehled

Statistika — Gvod



Plan pfednasky
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Modely nahody Pozorovana data




1. ilustrace — pocet levaku



2. ilustrace — doba béhu programu

> X1, ..

., X ~ F n.n.v, F je jejich distribucni funkce
» Definice: Empiricka distribucni funkce (empirical CDF) je
definovana

Fo(z) =

Z?:1 I(X; < z)

)
n

kde I(X; < x) =1 pokud X; < z a0 jinak.

ecdf(X)

ecdf(X)




Empirick& distribucni funkce — vlastnosti

Véta
Pro pevné x plat/'
E(F(x)) =
> var(l3 (z
Fy(x)
Fo(x)

n(w

) = x)(l F(z))

konverguje k F(x) v pravdépodobnosti, piseme
L P(a).

Dukaz.
Slaby zakon velkych Cisel.



Empiricka distribuéni funkce —
Dvoretzky-Kiefer-Wolfowitz (DKW)
Véta R
Necht X4, ..., X,, ~ F jsou n.n.v., F,, jejich empiricka
distribucni funkce. Necht E(X;) je konecnd. Zvolme « € (0,1)

aoznacmee = \/5-log 2. Pak plati




Intro — exploraCni analyza dat (exploratory data
analysis)
» posbirame data (a ddme pozor na systémové chyby —
nezavislost, nezaujatost, . ..)
» r(izné tabulky (tfeba v Excelu a spol.)
» vhodné obrazky: histogram, krabicovy diagram (boxplot),

atd.
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Intro — exploraCni analyza dat (exploratory data
analysis)

» posbirame data (a ddme pozor na systémové chyby —
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Intro — exploraCni analyza dat (exploratory data
analysis)

» posbirame data (a ddme pozor na systémové chyby —
nezavislost, nezaujatost, .. .)

» r(zné tabulky (tfeba v Excelu a spol.)

» vhodné obrazky: histogram, krabicovy diagram (boxplot),
atd.
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Nahodny vybér
> s vracenim
» bez vraceni

Q = {v8echny n-tice obyvatel CR}
Prow = (w1,...,wy) zvolime X; = I(w; je levak).



Statistika — prehled

» nezavisla méreni — hodnoty n.n.v. X1,..., X, ~ F
nahodny vybér s distribucni funkci F' s rozsahem n

» neparametrické modely: povolujeme velkou tfidu F'

» parametrické modely: F € {Fy : ¥ € O}
> priklady:
> Pois()\) (parametr ¥ = A\, © = R™)
> Uf(a,b) (parametr 9 = (a,b), © = R?)
> N(p,0?) (parametr 9 = (u,0), © =R x RT)

» ,VSechny modely jsou Spatné, ale nékteré jsou uziteéné.”
(George Box)



Zkoumané ulohy — cile konfirmacni analyzy
(confirmatory data analysis)

» bodové odhady

» intervalové odhady

» testovani hypotéz

» (linearni) regrese

v

statistika — libovolna funkce nahodného vybéru, tj. napf.
aritmeticky primeér, median, maximum, atd.
T.T=T(X1,...,Xn).



Dalsi typy zkoumanych problému

>
>
>

v

Je zkoumany Iék U€inny?

Je nade mince, kostka spravedliva?

Predpokladame, Ze vyska Clovéka je normalné rozdélena.
Jaké je u, 0?

Predpokladame, ze vySka Cloveéka je normalné rozdélena.
V jakém vztahu je primérna vySka muzl a zen? Pravakl a
levaka?

Jak zavisi néklon Sikmé véze v Pise na Case?



Zkoumané ulohy — predpoklady
» VZzdy pfedpokladame, ze mame nezavisla méfeni —
hodnoty n.n.v. X4,..., X,, ~ F

» O F predpokadame, ze patfi do néjakého modelu —
mnoziny vhodnych distr. funkci.

» parametrické/neparametrické modely



Zkoumané ulohy — cile

» bodové odhady

> intervalové odhady
> testovani hypotéz
» (linearni) regrese



Prehled

Statistika — bodové odhady



Vybérovy pramér a rozptyl




Cile
Definice R
Odhad ©,, = 0,,(X1,...,X,) parametru ¥ je
> nestranny (unbiased) — pokud 9 = E(0,,)
> asymptoticky nqstranny (asymptotically unbiased) — pokud
¥ = limy, 00 E(O,)
> vychyleni (bias) biasy(0,) = E(6,) — v

» stfedni kvadraticka chyba (mean squared error, MSE) je
E((6 —9)°)

Véta ) )
MSE = biasy(0,)% + vary(0,)



Parametry vybérového momentu a rozptylu

Véta
1. X, je konzistentni nestranny odhad p
2. S, je konzistentni asymptoticky nestranny odhad .
3. S, je konzistentni nestranny odhad 1



Metoda momentu
> m.(9) :=E(X") pro X ~ Fy ... r-ty moment
> m,(0) == 7, X7 pro néhodny vybér X1, ..., X, z F

T n

. r-ty vybérovy moment

Véta
m,.(9) je nestranny konzistentni odhad pro m,.(19)

» Odhad metodou momentu je feSeni soustavy rovnic



Metoda momenta — priklady



Metoda maximalni vérohodnosti (maximal likelihood,
ML)

nah. vybér X = (X1,...,X,) z modelu s parametrem ¢
mozny vysledek = = (z1,...,x,)

... sdruzena pravdépodobnostni funkce px (z; )

... sdruzend hustota fx (z;9)

vérohodnost (likelihood) L(z; ) znaki px nebo fx
normalné: mame pevné ¢, a L(x;¥) je funkce =

> ted: mame pevné z a L(z; ) je funkce ¥

Metoda MV (ML):
volime takoveé ¢, pro které je L(x;v) maximalni




Metoda maximalni vérohodnosti (maximal likelihood,
ML)

> Metoda MV (ML):
volime takové ¥, pro které je L(x;v) maximalni

» definujeme také ¢(x; ) = log(L(z;9))
» diky nezavislosti je
L(x;9) =

Uz 9) =



ML — levaci

plot(binomial(17,2)*pA2*(1-p)~15,
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Prehled

Statistika — intervalové odhady



Intervalové odhady

> misto jednoho Cisla s nejistym vyznamem vypocitame z
dat interval [0, 0]

Definice

Necht ©~, ©F jsou n.v. které zavisi na ndhodném vybéru
X = (Xy,...,Xy). Tyto n.v. urcuji intervalovy odhad, téz
konfidencni interval o spolehlivosti1 — « (1 — « confidence
interval), pokud

PO~ <9<OT)>1-a.



Intervalové odhady normalni nahodné veli¢iny



	Limitní vety
	Statistika – úvod
	Statistika – bodové odhady
	Statistika – intervalové odhady

