Algebrou proti koronaviru IX
(cviceni cihlovou barvou jsme udélali na cviceni, a tak je miZete vynechat)

Podgrupy a Lagrangeova véta

—_

1. Urcete pocet prvkd mnoziny vSech permutaci v Sy, které jsou konjugované s permutaci (
Tvori tato mnozina podgrupu S5? [2- (g ; ne|

2. Najdéte nejmensi podgrupu S5, kterd obsahuje prvek m = (1234 5) j. (T)ss- Kolik mé prvkia? [cyk-
lickd pétiprvkovéa cyklickd grupa generovana prvkem 7 = {id, m, (1 3524),7% = (14253),7* =
(15432)} ]

3. Ukazte, ze plati:

(a) (1)z =Z=(1)g

(b) ((1 0) ( )>sz =Zx1Z
(c) SD(a, b)Z

(d)

<a byz, =

i. ({(a b) |a,b<n})s, =S,

i {(e a+1)la<n}l)s, =S,
L ({(12),(A...n)}s, =Sn

4. Rozhodnéte, zda existuje v grupé Si7 prvek radu

(a) 71 [ne, Lagrange| (b) 72 [ano, napf. (1...8)(9...17)] (c) 80. [ne, pro disjunktni cykly délek n;
s NSD(n; | i < k) = 80 je S n; > 17]

Sn

5. Bud G grupa fadu 60, H < G fddu 5 a K < G bud v G indexu 5. Je H N K komutativni? [ano, podle
Lagrangeovy véty jde o jednoprvkovou grupu]

Homomorfismy

6. Najdéte vSsechny homomorfismy a popiste ptislusna jadra a obrazy [ve vSech
pripadech existuje prislusny trividlni homomorfismus f zobrazujici vSechny prvky na neutralni prvek
s Ker f rovnym vychozi grupé, kromé toho pak:]

(a) ze (Z,+,—,0) do (Z,+,—,0) [kazdy je jednozna¢né obrazem 1; pro nenulova k pak plati
fr(x) =z, Imfy = KkZ, Ker fy = {0}]

(b) ze (Z,+,—,0) do (Zn,+,—,0) [kazdy je jednozna¢né uréen obrazem 1; pro nenulova k plati
fe(z) =k -z (mod n), Imfy = (k)z, , Kerf, = NSDIizn.k)Z}

(c¢) ze (Zyn,+,—,0) do (Z,+,—,0) [pouze trivialni]

(d) ze (ZQ X Loy 4, —, (0,0)) do (Z4,+, —,0) [fl :(1,0),(0,1) = 2, fo: (1,0),(1,1) — 2,
fz:(1,1),(0,1) — 2 a obrazy zbylych dvou prkal jsou vzdy 0 (a tvori tedy Kerfi), Imf; = {0, 2}]

(e) ze (Z4’+a )dO (ZQXZQ7+ ( )) [fl ( ) f2 (131)7f31H(0'1)a fZ(Q):O’
£:(3) = £i(1), Kerfy = {0,2}, Imf, = (6(1 )>22xzz = {(0.0). ( )} ]

(f) ze (Za,+,—,0) do (S,, 0,71, id) [fo(1) = o pro libovolnou transpozici o € S,

Kerf, = {0},Imf, = (o) = {id, o }]



A pro odvazné nekolik zabavnijch a zcela dobrovolnyjch prikladi navic:
7.* Uvazujme grupu (Q, +, —,0). Ukazte, ze:

(a) zde maji kazdé dvé netrividlni podgrupy netrivialni prunik.

(b) ji nelze nagenerovat jednim prvkem (dokonce ani zddnou koneénou podmnozinou).

8.* Bud n > 4.
(a) Ukazte, Ze permutaci m = (ab)(cd) sestavajici ze dvou disjunktnich cyklt 1ze napsat jako soucin
trojcyklu. [T = (acb)(bdc)]
(b) S vyuzitim pfedchoziho bodu si rozmyslete, Ze kazdou sudou permutaci lze napsat jako soucin
trojcykla.

(c) Rozmyslete si, Ze jste pravé ukazali, ze A, je pro n > 3 generovana trojcykly (tedy specidlné
vzhledem k bodu (3(d)iii), Ze neplati H < G = H lze nagenerovat méné prvky nez G).

9.* Bud G = { ( 8 11) > | a,beR, a> 0} grupa s operaci maticového nésobeni.

a O
01

(b) Popiste levé a pravé rozkladové t¥idy podgrupy H. (Pro jednodussi popis lze uvaZzovat geometric-

g 11) > jako bodu [a, b] v realné roving R2.) [H <8 Z1’> odpovidé

(a) Ukazte, ze H = { < > | a €R, a> 0} je podgrupa v G.

kou reprezentaci matice (

» "y « .2 [a b P
polopfimce z pocatku se smérnici i (0 1) H pak vodorovné piimce y = b

1
(c) Najdéte néjakou levou/pravou transverzalu rozkladu. [levé napf. {< 0 11/ > |y € R}; prava

. cos« sin o :
mapr. {9 ) o 50

10.* Dokazte, ze jsou navzajem izomorfni grupy Zo x Zo , 2%, K = {id, (12)(34), (13)(24),(14)(23)} < Sy

11.* Dokazte, Ze grupy Sg X Zo , Ay a Z12 jsou po dvou neizomorfni.



