Algebra — cviceni 9
(pfiklady cihlovou barvou jsme délali on-line, na doma jsou ty ostatni bez hvézdicek)
v komutativni grupé G: g, h konjugované <==>g=h
Podgrupy a Lagrangeova véta Definice: g, h konjugované v grupé (G,., ), pokud existuje ¢ z G, Ze c.g.cA{-1} =h

12345>

1. Urcete pocet prvkl mnoziny vSech permutaci v S5, které jsou konjugované se o = (2 31 5 4

Tvori tato mnozina podgrupu v S57

2. Najdéte nejmensi podgrupu H < S5 (tj. vypiste vSechny prvky této podgrupy), kterd obsahuje prvek

=(123 345)=
(123)0(345)=(12345) ((12345),pir2=(13524),(14253),(15432),id}

3. Ukazte, ze plati:

|a,b<n})s, =S,

(ab
(a a+1)|a<n})s, =S, vzhledemk (d) sta¢i pro kazdé k < m ukazat
(12).(1...n)})s. =S (km) = (k k+1)(kt 1 k+2)...(m-2 m-1)(m-1 m)(m-2 m-1)...(k+1 k+2)(k k+1)

pozor <{(13),(1234)}>_{S_ 4 =D_8
4. Rozhodnéte, zda existuje v grupé S;7 prvek radu

(a) 71, (b) 72, (c) 80.
5. Bud G grupa fadu 60, H < G fadu 5 a K < G bud v G indexu 5. Je H N K komutativni?

Homomorfismy f:G --> H homomorfismus,
6. Najdéte vSechny homomorfismy a popiste prislusna jadra a obrazy pak ord(f(g)) | ord(g)
() ze (Z,+,~,0) do (Z,+,~,0) (a) pro kazdé k celé tvrdim, ze { k(x) = k.x je homomorfismus;
(b) ze (Z,+,—,0) do (Zn,+,—,0) to jsou vSechny homomorfismy (urcené obrazem generatoru 1)
(c¢) ze (Zyn,+,—,0) do (Z,+,—,0) (c) pouze trivialni homomorfismus - "v§e na nulu’;
(d) o (Z2 X Do, + (O 0)) do (Z4 1 O) f... homomorfismus... f(1+1+...+1) = f(0) = 0 = f(1)+...+f(1) => £(1)=0
s ’ ’ n-krat n-krat
(e) ze (Z47 ) ) do (ZQ X ZQ? ) 7(070))

(f) ze (Za,+,—,0) do (Sp,0,7" ,id) (f) trividlni homomorfismus (vSe na identitu); déle cokoliv, co posild
(g)* ze Z_m do Z_n, kde m, n>1 pfirozena 1 na permutaci fadu 2
7. Dokazte, ze zadané grupy nejsou izomorfni: (a) Z a Z x Z; (b)* Q a Q x Q. (napf. transpozici & nezvislé slozeni

transpozic)


Honza_Š
Text napsaný psacím strojem
Definice: g, h konjugované v grupě (G,.,  ), pokud existuje c z G, že c.g.c^{-1} = h

Honza_Š
Text napsaný psacím strojem
v komutativní grupě G: g, h konjugované <==> g = h

Honza_Š
Text napsaný psacím strojem
 = (1 2 3 4 5)

Honza_Š
Text napsaný psacím strojem
{(1 2 3 4 5), pí^2 = (1 3 5 2 4), (1 4 2 5 3), (1 5 4 3 2), id}

Honza_Š
Text napsaný psacím strojem
vzhledem k (d) stačí pro každé k < m ukázat
(k m) = (k k+1)(k+1 k+2)...(m-2 m-1)(m-1 m)(m-2 m-1)...(k+1 k+2)(k k+1)

Honza_Š
Text napsaný psacím strojem
pozor <{(1 3), (1 2 3 4)}>_{S_4} = D_8

Honza_Š
Text napsaný psacím strojem
(g)* ze Z_m do Z_n, kde m, n>1 přirozená

Honza_Š
Text napsaný psacím strojem
(a) pro každé k celé tvrdím, že f_k(x) = k.x je homomorfismus;
to jsou všechny homomorfismy (určené obrazem generátoru 1)

Honza_Š
Text napsaný psacím strojem
(c) pouze triviální homomorfismus - "vše na nulu";
f... homomorfismus... f(1+1+...+1) = f(0) = 0 = f(1)+...+f(1) => f(1)=0

Honza_Š
Text napsaný psacím strojem
f:G --> H homomorfismus,
pak ord(f(g)) | ord(g)

Honza_Š
Text napsaný psacím strojem
n-krát

Honza_Š
Text napsaný psacím strojem
n-krát

Honza_Š
Text napsaný psacím strojem
(f) triviální homomorfismus (vše na identitu); dále cokoliv, co posílá


Honza_Š
Text napsaný psacím strojem
1 na permutaci řádu 2
(např. transpozici či nezávislé složení transpozic)


A pro odvazné nekolik zabavnijch a zcela dobrovolnyjch prikladi navic:
8.* Uvazujme grupu (Q, +, —,0). Ukazte, ze:

(a) zde maji kazdé dvé netrividlni podgrupy netrivialni prunik;
(b) ji nelze nagenerovat zddnou kone¢nou podmnozinou.
9. Bud n > 4.
(a) Ukazte, Ze permutaci m = (ab)(cd) sestavajici ze dvou disjunktnich cyklt 1ze napsat jako soucin
trojcykla.

(b) S vyuzitim pfedchoziho bodu si rozmyslete, Ze kazdou sudou permutaci lze napsat jako soucin
trojcykla.

(c) Uvédomte si, Ze jste pravé ukazali, ze A,, je pro n > 3 generovana trojcykly.

10.* Bud G = { ( g ll) > | a,beR, a> 0} grupa s operaci maticového nasobeni.

a O
0 1

(b) Popiste levé a pravé rozkladové t¥idy podgrupy H. (Pro jednodussi popis lze uvazovat geometric-

b > jako bodu (a,b) € R%.)

(a) Ukazte, ze H = { ( ) | a €R, a> 0} je podgrupa v G.

a
01

(c) Najdéte néjakou levou/pravou transverzalu rozkladu.

kou reprezentaci matice (

11.* Dokazte, ze jsou navzajem izomorfni grupy Zo x Zo , Z3§, K = {id, (12)(34), (13)(24),(14)(23)} < S4.
12.* Dokazte, Ze grupy Sg X Zo , Ay a Z12 jsou po dvou neizomorfni.

13.* Dokazte, ze vsechny (aditivni) grupy R, C, R™, kde n € N je libovolné, jsou navzajem izomorfni.





