Algebra — cviceni 8, feSeni

2. Necht (G, -, 71, 1) je grupa a g € G. Dokaizte, Ze pokud prvek h € G splimje h-g =1
nebo g-h =1, pak h = g%

Uvazujme napiiklad moznost g - h = 1; druha se osetii symetrickym argumentem.
Vynasobime-li obé strany rovnosti zleva prvkem ¢!, obdrzime g7 '-(g-h) = g~ t-1 =g,
kde v druhé rovnosti pouZivame, Ze 1 je neutralni prvek. Zbyva jen upravit g=*-(g-h) =
(g7'-g) - h =1-h = h vyuzivajice viechny t¥i grupové axiomy.

3.
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4. Rozhodnéte, zda existuje unarni operace ' a prvek e takové, aby nasledujici ¢tvefice
byly grupami:

(b) (@\ {0}, *,",¢), kde a*b=a-b],
(c)* (P(X),A," e), kde P(X) je mnozina v8ech podmnozin mnoziny X a A je syme-
tricka diference: AAB=(AUB)\ (AN B).

V piipadé (b) je odpovéd zaporna. Pro racionalni a < 0 by totiz muselo v platit
0>a=axe=|a-e| >0, spor.

Odpovéd pro (c) je naopak kladna. Pro kazdé A € P(X) definujeme A" = A a polozime
e = . Pak jisté plati AAA =ca AAe = A=A A pro libovolné A € P(X).
Komutativita operace A je ziejmé, ale nikdo se na ni neptal. Co je netrivialni a je potieba
dokazat, je asociativita operace A. K tomu je dobré nejprve ué¢init pozorovani, ze AAB =
(A\B)U(B\A).

Pak (AAB)AC = (((A\B)U(B\A)\C)U(C\((A\ B)U(B\ A))), coz je dale
rovno (A\ (BUC))U(B\(CUA)U(C\(AUB))U(ANnBNC). To je oviem vyraz
symetricky v A, B, C, a tedy je také roven (BAC)A A= AA (B A (), kde posledni
rovnost plyne z komutativity operace A.

5. Jaky tad maji nésledujici prvky?

(d) 4 a 15 \% Z75,

(e) Tv Z,

(f) rotace o 144° v Dy,
) rotace o 144° v Dy,
)

(8
(h) prvek k v kvaternionové grupé Q,



010 -1 0 0 110 0 0

(i) matice |0 0 1|, | O —% —‘/75, 01 1]a]0o —1 0] vGL3C),
100 0o ¥ -1 00 2 1 0 0

(j) dvojice ((123)(45),(1234)) v direktnim soucinu Sz x S,.

V piipadé (d) je fad prvku 15 roven 5, jelikoZ 5 je nejmensi n € N takoveé, ze 15n je
nasobek ¢isla 75, tj. 15n = 0 v Zz;. Stejné tak pro 4 hleddme nejmensi n takové, ze 4n je
nasobek ¢isla 75. Jelikoz jsou 4 a 75 nesoudélné prirozena ¢isla, je nutné n = 75.

V piipadé (e) nasobime 7 samu se sebou, dokud nedostaneme ¢islo kongruentni s 1
modulo 20. V Z&, méme 7-7=9,72 =7-9 =3, 74 = 7-3 = 1. Rad prvku 7 je proto
roven 4, coz vétSinou zapisujeme ordz; 7 = 4.

Pro (f) a (g) si sta¢i uvédomit, ze rotaci o 2/5 z 360° je potieba slozit samu se sebou
pravé pétkrat, abychom dostali nasobek 360°, konkrétné 720°. A nezalezi na tom, jestli
pracujeme v grupé Dy, tj. v grupé symetrii pravidelného pétithelnika, ¢i v Dy, tj. v grupé
symetrii pravidelného 10dhelnika. Podstatné je, ze v obou grupéch lezi inkriminovana
rotace o 144°.

Pro (h) je potfeba si pfipomenout, Ze kvaternionova grupa sestava z osmi prvki
1,—1,4,—14, 7, —7, k, —k a grupovou operaci je nésobeni, které je popsano nasledujici ta-
bulkou.

V=1 | —=i|j|=i| &k |-k

Ty =1 | =il |- &]|-k

Bl k| =k| 5 |=5]—=i|i|-1]1
k|l =k| k| =i | i|—=i]1]|-1

Vidime, Ze k ma fad ¢tyfi, jelikoz k, k? = —1, k% = —k jsou rtizné od jedné a k* = 1.

Co se tyce matic 3 x 3, jejich rfady postupné jsou 3,6,00,8. K tomu asi staci jen
pfipomenout, Ze binarni operaci v grupé GL3(C), vSech regularnich matic 3 x 3 nad
télesem C, je nasobeni. Prvni matice je permutacni, kterda pfi nasobeni zleva cyklicky
posouva radky. Druha matice je blokova, sestava z jednoho bloku 1 x 1, kde je prvek —1,
a jednoho bloku 2 x 2, ktery popisuje otoceni v roviné o 120°. Nebyt —1 v bloku 1 x 1
byl by tedy jeji fad roven 3, ale takto je roven 6.

Rad tfeti matice je oo, jelikoz mé determinant (v absolutni hodnoté) vétsi nez 1. Ten
se pfi jejim opakovaném nasobeni stale zvétsuje a nikdy tedy nemiize byt roven 1. Druhé
mocnina posledni matice je rovna (é g 8). To je prvek fadu c¢tyfi. Puvodni matice ma
tedy rad osm.

Zbyva jesté (j), kde rad permutace v prvnf slozce je 6, v druheé slozce je ¢tyreyklus, tj.
permutace Fadu 4. Rad zadaného prvku je tedy roven 12 = NSN(6,4).



6. Dopliite nasledujici tabulku, kde v bunce v fadku & a sloupci G,, bude nejmensi n € N
takové, ze grupa G,, bude obsahovat prvek radu k. Predpokladejte, ze Dy, je definovano
jen pro n > 3. ReSenim je:

S, | 2, | Da | GL.(R) | GL.(C) | SL,.(C)

2 2 2 3 1 1 2
4 4 4 4 2 1 2
11 11 11 11 2 1 2
12 7 12 12 2 1 2
1024 | 1024 | 1024 | 1024 2 1 2

Vice si k tomuto prikladu fekneme ve stfedu na cviceni. Jako Sikovné pomocné tvrzeni
se nam bude hodit, ze pritazeni ¢ : a + bi — (_“b 3) definuje prosty okruhovy homomor-

fismus z C do My(R). Navic pro kazdé z € C ziejmé plati ||z|| = det ¢(2).

7. Necht (G, -, 71, 1) je koneénd grupa a H neprazdna podmnozina G. Dokazte, ze H tvoii
podgrupu G pravé tehdy, kdyZ je uzaviena na operaci - (tj. Vo,y € H: x -y € H).

Jelikoz je G konecna, existuje pro kazdé g € G nejmensi n € N takové, ze ¢g" = g™
pro n¢jaké m € N, m < n. Zaroven je G grupa, tudiz muzeme obé strany rovnosti
prenasobit prvkem (g—!)™, abychom obdrzeli g"~™ = 1. Je-li navic g € H (pfipomeiime,
ze H je neprazdna), plyne (indukci) z naSeho predpokladu, ze 1 € H. Jisté pak také plati
gt =g" ™! cozje prvek z H, pokud g € H.

8. Naleznéte grupu G a jeji podmnozinu H, ktera bude uzaviena na grupovou operaci,
ale nepijde o podgrupu. Napiiklad G = Z (se s¢itanim) a H = N.

9. Dokazte, Ze grupa, ve které ma kazdy nejednotkovy prvek rad 2, je uz nutné komu-
tativni. Bud (G, -, 7!, 1) takova grupa. Pak pro kazdé g,h € G plati (gh)(gh) = 1. Po
prenédsobeni prvkem ¢ zleva a prvkem h zprava dostaneme gghghh = gh, kde osklivy
vyraz nalevo je vzhledem k predpokladu roven 1hgl = hg.



