9. cviceni z PSt — 27.4.2021

Pfipomeﬁte si:
o fx(x f_ Ixy(z,y)dy

o fy(y f fXY(fE y)dx

e dvojné integraly jde prohazovat (Fubiniho véta)

//fa:ydyda:—//fxydxdy

Potfeba je, aby se nejednalo o ,,integraly typu oo — co*, neboli fX fy |f(x,y)| musi byt koneény

e pro ,rozumnou‘ mnoZzinu A
P((X,Y)e A) = / fxy(z,y)dzdy.
A

e nezavislost X, Y <= Fxy(z,y) = Fx(2)Fy(y) <= fxy(z,y) = fx(2)fv(y)
o fxy(@,y) = frW)fxy(zly)

o fx(x f_ fX\Y (zly) fy (y)dy

o E(X |B) = [Z - [xp(z)de

e E(9(X)|B) = [ g(x)fx|p(x)dx

SdruzZena hustota

1. Necht X, Y maji sdruzenou hustotu fx y(x,y) =e ¥ pro z,y > 0 (a 0 jinak).
(a) Urcete marginalni hustoty fx, fy.
(b) Urcete také distribuéni funkce Fx, Fy, Fxy.
(c) Jsou X, Y nezavislé?
(d) Najdéte P(X +Y <1)a P(X >Y).

2. Volme uniformné nadhodné bod z polokruhu o poloméru 1, se stfedem v po¢atku a v horni poloroving.
(Uniformné znamena, Ze pravdépodobnost kazdé podmnoziny je tmérna jejimu obsahu.) Oznaéme X, Y
soufadnice zvoleného bodu.

(a) Najdéte sdruzenou hustotu fx y.

(b) Najdéte marginalni hustotu fy a spoctéte pomoci ni E(Y).

(¢) Pro kontrolu spoctéte E(Y) pfimo (pomoci pravidla LOTUS).

Konvoluce

3. Budte X,Y,Z ~ U(0, 1) nezavislé ndhodné veli¢iny.

(a) Jaké je rozdéleni X + Y7 Urcete hustotu (dvéma zpisoby) — podle konvolu¢niho vzorce i ,podle
obrazku*.

(b) Jakeé je rozdéleni X +Y + Z? Pro jednoduchost urcete hustotni funkci jen na intervalu [0, 1].

(c) Jak vysledek ovérit samplovanim? (Provedte rychly experiment, napf. v Rku, nebo jen popiste, co
byste délali.)
4. Budte X,Y, Z ~ Exp(\) nezavislé nahodné veliiny.

(a) Jakeé je rozdéleni X + Y7

(b) Jakeé je rozdéleni X +Y + Z7



Podminéna stifedni hodnota

5. Necht X je n.v. s hustotou

x/4 prol<ax<3
fx(@) ={ /4 P
0 jinak.

Oznaéme A jev {X > 2}.
(a) Spoctéte E(X), P(A), fxja a E(X | A).
(b) Oznaéme Y = X2. Spoététe E(Y) a var(Y).

Podminéna hustota

6. Necht X, Y maji sdruzenou hustotu

eV prol<zr<y<o

f(x,y)={

0 jinak.

(a) Urcete podminénou hustotu fx|y.
(b) Urcete podminénou hustotu fy|x.

7. Metrovy klacek zlomime v uniformné ndhodném bodé a ponechéame si levy kus. Jeho délku oznacime Y.
V ném opét vybereme uniformné ndhodny bod, kde klacek zlomime, a délku levého kusu oznac¢ime X.

(a) Najdéte sdruzenou hustotu fx y. MiZe vam pomoci podminéna hustota fx|y.

(b) Najdéte marginalni hustotu fx.

(¢) Pomoci fx spoctéte E(X).

(d) Spoctéte E(X) pomoci vztahu X =Y - (X/Y).

8. Metrovy klacek rozlomime na t¥i kusy jednim z niZe popsanych zpisobti. Pro kazdy z nich spocitejte, jaka
je pravdépodobnost, Ze ze ziskanych t¥{ kust jde sestavit trojahelnik. (Napovéda: napred si rozmyslete, kdy
jsou tii kladna ¢isla se souc¢tem jedna stranami néjakého trojuhelniku.)

(a) Vybereme uniformné nahodné dva body zlomu.

(b) Vybereme uniformné nahodné prvni bod zlomu. Pak totéz udélame s kusem klacku v pravé ruce.

(¢) Vybereme uniformné ndhodné prvni bod zlomu. Pak totéz udélame s v&tsim kusem klacku.

9. Volme uniformné nadhodné bod z trojuhelniku s vrcholy v bodech [0, 0], [0, 1] a [1, 0], tj. pravdépodobnost
kazdé podmnoziny je tmérné jejimu obsahu. Ozna¢me X, Y soufadnice zvoleného bodu.

(a) Najdéte sdruzenou hustotu fx y.

(b) Najdéte marginalni hustotu fy .

(c) Najdéte podminénou hustotu fx|y.

(d) Spoctéte E(X | Y = y) a podle véty o rozboru moznosti spo¢téte E(X) (pomoci E(Y)).

(e) Spoctéte E(X) pomoci predchozi ¢asti a symetrie.



