Algebrou proti koronaviru VIII
(cviceni cihlovou barvou jsme udélali na cviceni, a tak je miZzete vynechat)

Grupy a jejich zakladni vlastnosti

1. Necht (G,-, 71 1) je grupa. Dokazte, Ze

(a
(b

) pokud prvek e € G spliiuje e - g = g nebo g - e = g pro néjaké g € G, pak e = 1.

)
(c) rovnice g - x = h ma pro kazda g, h, € G pravé jedno feseni

)

pokud prvek h € G spliiuje h- g =1nebo g-h =1, pak h = g~ .

(d) podmnozina ) # M C G je podgrupou pravé tehdy, obsahuje-li pro kazdé dva prvky a, b € M i
prvek a - b1

2. Nasledujici z¢asti vyplnéné tabulky zadavaji né€jaké bindrni grupovou operaci -, tj. v bunce prislusné
Ffadku z a sloupci y se nachéazi x - y. Dopliite zbytek tabulky.

b d

alb alcld|alb

(a) alal|b (by b|d|c|b|a
blb|a clal|blc|d
d|blal|d]|c

(b) (Zv ) ,a 6),
(c) (@\{0},*," €), kde axb=|a-b],
[(a)ano (b) ne, minus neni asociativni, (¢) ne, pro a < 0 by byloa=axe =|a-e| > 0]
RA4d prvku v grupé
4. Jaky rad maji nasledujici prvky v danych grupach?

(a) 1al15v Zys,

(b) 7 v Zs,

(c) la15VZ

(d) (1234)(567)(89) v So,

(e) (1234)(567)(89) v Asp20,

(f) rotace o 144° v Dy,

(g) rotace o 144° v Dy,

(h) prvek k v kvaternionové grupé Q,
010y (1L 0 0 110 0 0

(i) matice [0 0 1], 0 =1 3| o 1 1]af0 -1 0] v GL3(C),
1 00 0 @ _% 0 0 2 1 0 0

(j) dvojice ((123)(45),(1234)) v direktnim soucinu S5 x Sy.

,,;;v

[(a) 75 a 5, (b) 4, (c) 00 a oo, (d) 12, (¢) 12, (f) 5, (g) 5, (h) 4, (i) 3, 6, 00, 8, (j) 12]



5. Doplite nasledujici tabulku, kde v bunce v fadku k a sloupci G,, bude nejmensi n € N takové, ze
grupa G,, bude obsahovat prvek fadku k. Radéji predpokladejte, ze D, je definovano jen pro n > 3.

Sn | Zn | Dan | GLA(R) | GL,(C) | SL,(C)
2 | 2 | 2 | 3 1 1 2

4 4| 4] 4
1| 11 | 11 | 11
12 | 7 | 12 | 12
1024 | 1024 | 1024 | 1024

NN DN DN
DO DN DN DN

1
1
1
1




A pro odvazné nekolik zabavnijch a zcela dobrovolnyjch prikladi navic:

6.

10.*

Nasledujici z¢asti vyplnéné tabulky zadavaji néjaké binarni grupovou operaci -, tj. v burice prislusné
rfadku z a sloupci y se nachézi x - y. Dopliite zbytek tabulky.

alblc|d|e|f

alalblc|d|e|f

blblclal|el|f|d

clcla|bl|fld]|e

d flelalc]|b

eleld|f|lblalc

flfleld|c|bla
Rozhodnéte, zda existuje unarni operace ' a prvek e takové, aby étvefice (P(X),A,’ e), kde P(X) je
mnozina vSech podmnozin mnoziny X a A je symetrickd diference: AA B = (AU B) \ (AN B) byla
grupou. [ano]
Necht (G,-,~!,1) je koneénd grupa a H neprazdna podmnozina G. Dokazte, ze H tvoii podgrupu G

pravé tehdy, kdyz je uzaviend na operaci - (tj. Ve,y € H: z -y € H).

Naleznéte grupu G a jeji podmnozinu H, kterd bude uzaviena na grupovou operaci, ale nepujde o
podgrupu. [Napt. G = Z se s¢itanim, H = N]
Dokazte, ze grupa, ve které ma kazdy nejednotkovy prvek fad 2, je uz nutné komutativni.



