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Prehled

Spojité nahodné vektory



Co uz zname

» sdruzend distribuéni funkce

ﬁ?x,y(fv,y) =P(X <a&Y <y).

> sdruzend hustota: fxy > 0 takova, ze &4 95/‘)‘

Fyy(a,y) = / / Fy (s, )dsdt.

» dulezity priklad: vicerozmérné normalni rozdéleni

(x)d

Obrazek od editord Wikipedie Piotrg a Bscan.





Podminovani

Definice (zGzeni nahodné veliCiny na mnozinu)
X jen.v.na(Q,F,P),Be F,tZ P(B)>0.

Fyjp(2) = P(X <z | B)
)
K tomu pfislusi hustotni funkce fxg. = 4;8

» pokud B = {X € S}, tak

Ix@) - pokud z € S

_ ) P(xes)
Txis(®) {0 : jinak (xeﬁ.s]








Véta o rozkladu hustoty

Véta (véta o rozkladu hustoty)
Necht X je spojita n.v., necht By, Bs, ... je rozklad ). Pak

ZP DFxp,(z) a v
)/ o/ef'f‘ﬁ"t
ZP i) I x|B;
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Dikaz/ yéta o U Iné pravdépodobnosti (Spec. pijpad byl na

P(X<2)= > P BCre=IE)






Marginalni hustota , i“:ﬁ“a ﬁ/ﬂ) Zf’* (s )
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Definice Ry
Pro spojité n.v. X, Y definujeme podminénou hustotu
(conditional pdf) pfedpisem

‘—77 3
_ fxy(z,y)
@/(xly)_ fr(y) -’P

=

Podminéna hustota["‘%"“"’ 2 (*s) - %) A /)

pokud je fy (y) > 0, jinak ji nedefinujeme.
> pfipomenme, Ze fy(y) = [ g fxv(z,y)de

» pro fixované y je I&M )
_ i
PE= J by (<7
S v, X2 ms 4”’/‘4 7)4/9/’63)
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Podminéna, sdruzena a marginalni hustota

Véta
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Soucet spojitych n.v.
Véta

Necht spojité X,Y jsou n.n.v. Pak Z = X +Y je také spojita
n.v. a jeji hustotu dostaneme jako konvoluci funkci fx, f
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Ukazka konvoluce
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Podminéna hustota a stredni hodnota
> E(X |B):=[% « -_]zﬁ(z)dx br
> E(g(X)|B) = [, g(a)fxple)de 0% &7

Véta (o Uplné stfedni hodnoté)
Necht X je spojita n.v. Pokud By, Bs, ... je rozklad, tak

ﬁ
Z P(B)E(X | B;)

/\/\
/Kpomoci rozkladu hustoty.

A
Jede) - Je SREL, ) I )+ 4.9






Podminéna hustota a stredni hodnota

> fyy(aly) = f ((”)y) je hustota n.v. X, pokud Y =y
‘/_b\J‘
> E(X|Y =y):= [ 2 fxy(z,y)dz je stfedni hodnota
této veliciny
> E(g(X)|Y =y) = [* g(x) - fxpy(z,y)da
» Analogie véty o Uplné stfedni hodnoté: 2\[&/&‘) ’D@)

. L

B(x) = [ B(X|Y =) AWy

>ﬁa(x) :E(E(X|Y)ﬁ ) “QEK/))






Prehled

Kovariance a korelace



= 397

: +
Kovariance
Definice + % Kfe) <
Pro n.v. X, Y definujeme jejich kovarianci (covafiance)

pf edpisem UG, &?/o WLl e
Y J ¢ L /i)
cov(X,Y) @((X —EX)(Y —EY))~ <0
/u - }’/u)"f/ I f’a
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cov(X,Y) =E(XY) —

Flhe- B5F
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var(X) = cov(X, X) .~ —~(j f,ﬂ,{} /

\ > cov(X,aY +bZ +¢) = acov(X,Y) + beov(X, Z)

N, cov(X,Y) = 0 pokud X,Y jsou nezavislé E é‘))f/)
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Korelace

Definice
Korelace néhodnych(¥?(l)/'c”in X, Y je definovana predpisem
4

/il_ 2 S X7
X.v) = cov(X, ‘
£(<D) var(X)var(Y)

(O 2y J|
. a M ) =7 —’——*—' iy
> je to prenormovana kovariance  p<-7 " A" )
> —1<(X,Y) <1 (cvic.) PO e K& e

» Korelace neznamena pricinnou souvislost! (Napf., korelace
je symetricka, kauzalita nikoli!)

» Naopak, nekorelace neznamena nezavislost. (Pf: X
libovolna, Y = +X nebo Y = —X, oboji se stejnou Y=2/
vdépodobnosti.)










Rozptyl souctu

Véta
Necht X ="' | X;. Pak
= @@ e——

var(X) = En:f:cov(Xi,X Zvar )+ Zcov Xi, Xj).
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Prehled

Nerovnosti



Cauchyho nerovnost

Véta
Necht X, Y maji konecnou stredni hodnotu a rozptyl. Pak

E(XY) <4/E(X?)E(Y?)
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» Dusledek pro korelaci: —1 < p(X,Y) <1





Jensenova nerovnost zf) "

Véta f/’(/ z (/

Necht X ma konecnou stfedni hodnotu a necht g je konvexni
redlna funkce. Pak -

E(g(X)) > g(E(X)). ‘ &

(Pro konkavni plati opacna nerovnost.)
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Markovova nerovnost B: 3Kl R:dyc<ey

Véta
Necht nahodna velicina X splriuje X > 0. Pak

P(X >a) < E(X) ¢/
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Cebysevova (Chebyshev) nerovnost

QPO
Véta ——_—

Necht X ma konecnou stfedni hodnotu . a rozptyl o%. Pak
1
P(|X - u|>a o>s—2 .’
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Chernoffova (Cernovova) nerovnost

Véta
Necht X = 3" | X;, kde X; jsou n.n.v. nabyvajici hodnot +1 s
pravdépodobnosti 1/2. Pak prot > 0 plati

P(X < —t)=P(X >t) < e /27,

m_———

kde o = ox = /n. /
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Prehled

Limitni véty — aproximace



Silny zakon velkych Cisel (strong law of large numbers)

Véta

Necht X1, ..., X,, jsou stejné rozdélené n.n.v. se stf.
hodnotou p a rozptylem o%. Oznaéme S,, = (X1 + -+ + X,,)/n
tzv. vybérovy prumér (sample mean). Pak plati

lim S, = skoro jisté (tj. s pravdépodobnosti 1).

n—oo

Rikdme, Ze posloupnost S,, konverguje k 1. skoro jisté (almost

surely).
Al bn Soep) =7





Monte Carlo integration < / -
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Slaby zakon velkych Cisel (weak law of large numbers)

Véta
Necht X1, ..., X,, jsou stejné rozdélené n.n.v. se stf.

hodnotou p a rozptylem o%. Oznaéme S,, = (X1 + -+ + X,)/n.
Pak pro kazdé ¢ > 0 plati —

lim P(|S,, —u| >¢)=0.
n—oo

Rikdme, Ze posloupnost S,, konverguje k ;. v pravdépodobnosti
(in probability).





Centralni Limitni véta



Centralni Limitni véta

Véta
Necht X1, ..., X,, jsou stejné rozdélené n.n.v. se stfedni
hodnotou . a rozptylem 0. Oznacéme

Vo= ((X1+--+Xn) —np)/(Vn- o).
Paky, 4 N (0,1). Neboli, pokud F,, je distribucni funkceY,,, tak
lim F,(z) = ®(xz) foreveryx cR.

n—oo

Rikdme, Ze posloupnost Y,, konverguje k N (0,1) v distribuci (in
distribution).



Momentova vytvorujici funkce

Definice
Pro nahodnou veli¢inu X oznac¢ime

Mx(t) = E(e"Y).

Funkci Mx (t) nazyvame momentova vytvorujici funkce
(moment generating function).

Mpern@p)(t) =p-e' + (1 —p).

Mx(t) = > 02 E(X™) 4.

Mx .y (t) = Mx(t)My(t), jsou-li X, Y n.n.v.
Mpin(np) = (pe' +1—p)"

MN(0,1) = €t2/2

Mpap) = 475

Pokud Mx (t) = My (t) naintervalu (—a, a) pro néjaké
a>0,takje X =Y s.|.
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