Algebra — cviceni 8

(pfiklady cihlovou barvou jsme délali on-line, na doma jsou ty ostatni bez hvézdicek)

Zaklady grup
e=el=11=1
1. Necht (G,-, 71, 1) je grupa. Dokaite, Ze pokud prvek e € G splituje e - g = g nebo g - e = g pro néjaké
g€ G, pake=1.

2. Necht (G,-,71,1) je grupa a g € G. Dokazte, ze pokud prvek h € G spliiuje h- g = 1 nebo g-h = 1,
pak h =g~ 1.

3. Nasledujici z¢asti vyplnéné tabulky zadéavaji néjakou bindrni grupovou operaci -, tj. v bulice pfislusné
fadku x a sloupci y se nachézi z - y. Doplite zbytek tabulky.

(0,0) a|lblc|d|el|f
a|lblc|d a
al|b alc|dlal|b b clale
(a) al2|b (b) bld|c|b|a () ¢
b|b|a cla|b|c|d d f b
d b a €
7
bx=a==>x=bA{-1}a (Z_2x7. 2+, - (0,0))

b.d=e, d.b={f ===>aje neutralni (tj. jednotka)
4. Rozhodnéte, zda existuje unarni operace ’ a prvek e takové, aby nasledujici ¢tvefice byly grupami:

(a) (z,-,,e), - neni asociativni, (1-0)-1 nerovno 1-(0-1) ==> neexistuji
(b) (Q\{O}a*a 9 ),kdea*b:\a-b\,
P

(c)* (P(X),A,’ e), kde P(X) je mnozina vSech podmnozin mnoziny X a A je symetricka diference:
AAB=(AUB)\ (ANB).

5. Jaky fad maji nasledujici prvky?

rotace o 144° v Dy,

(a) (1234)(567)(89) v Sy, fad 12 = NSN(4,3,2), tj. NSN délek cykla

(b) (1234)(567)(89) v Aao20, 12

() 4al15vZ nekoneéno, obou pripadech

(d) 4aldbv Z75,

(e) 7Tv Zy, R okruh, R = {r; r je invertibilni v R} ... grupa invertibilnich prvka okruhu R; bindrni operace: nasobeni

(f) rotace o 144° v 1/:)t_{ b

)

h) prvek k v kvaternionové grupé Q,
010 -0 0 110 0 0 i

(i) matice [0 0 1), 0 =1 =¥ | 0o 1 1]af[0 —1 0] vGL3(C), (hodise: determinant)
1 00 0 @ —1 00 2 1 0 0

(j) dvojice ((123)(45),(1234)) v direktnim souinu S5 x Sy.
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b.x = a ==> x = b^{-1}a
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(Z_2 x Z_2; +, -, (0,0))
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b.d = e, d.b = f  ===> a je neutrální (tj. jednotka)
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- není asociativní, (1-0)-1 nerovno 1-(0-1) ==> neexistují

Honza_Š
Text napsaný psacím strojem
řád 12 = NSN(4,3,2), tj. NSN délek cyklů
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R okruh, R^* = {r; r je invertibilní v R} ... grupa invertibilních prvků okruhu R; binární operace: násobení
Z^* = {-1, 1}
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nekonečno, obou případech
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(hodí se: determinant)


6. Doplnte nasledujici tabulku, kde v butice v fadku k a sloupci G,, bude nejmensi n € N takové, zZe
grupa G,, bude obsahovat prvek fadu k. Predpokladejte, ze Do, je definovano jen pro n > 3.

S | Zn | Dan | GL,(R) | GL,(C) | SL,(C)
2 2 3
4
11
12
1024

7.* Necht (G,-,71,1) je konecnd grupa a H neprazdna podmnozina G. Dokazte, ze H tvoii podgrupu G
pravé tehdy, kdyz je uzaviend na operaci - (tj. Vo,y € H: z-y € H).

8.* Naleznéte grupu G a jeji podmnozinu H, kterd bude uzaviena na grupovou operaci, ale nepijde
o podgrupu.

9.* Dokazte, ze grupa, ve které méa kazdy nejednotkovy prvek fad 2, je uz nutné komutativni.
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