Algebra — cviceni 7, feSeni

1. (c, d, e) Oveite, Ze je F' = Z3[a]/(a® + 1) téleso a spocitejte:
(c) (a+1)"1. V Fmame (o« —1)(a+1)=a*—1=a*+2=1.Jetedy (a+ 1) =
a—1l=a+2.
(d) 2a- 2a+1) =a?+2a = —1+2a =2a+ 2.
(e) a7t (a+2).Z (b) vime, Ze ™! = —a = 2a. Je proto a™ - (a+2) = 22’ +a = a+1.

4. Dokazte, ze je téleso T = Q[a]/(a® — 2) izomorfni t&lesu Q(+/2). Definujeme zobrazeni
¢ . T — Q[v/2] piirozenym vztahem ¢ (aa? 4 ba + ¢) = av/4 4 b3/2 + c. Abychom védéli,
Ze se jedné o bijekci, staci si uvédomit, ze (1, 2, \?/4_1) tvori bazi vektorového prostoru
Q(+v/2) nad Q. Na toto konto uz jsme diive ptiklad & dva délali.

To, 7e ¥(1) = 1, je zfejmé. Stejné tak fakt, ze (s + t) = 1(s) + 1 (t) plati pro kazdé
t,s € T. Jediné, co musime fadné ovéfit, je rovnost (s - t) = ¥ (s)1(t) pro libovolna
t,s € T. Tady se teprve ukaze dileZité, ze v T pocitame modulo a® — 2, jehoZ kofenem
je v/2, a ne tieba modulo o 42a+2. V oboru polynomii Q[a] Ize napsat st = q(a®—2)+r,
kde ¢, € Q[a] a degr < 3. V télese T pak samoziejmé plati s -t = r. Staci proto ukazat,
ze Y(s)(t) = r(V/2). Z definice oviem méme, ze ¥(s)(t) = s(v/2)t(V2) = st(V/2) =
q (3/5)(3/53—2)%-7“({”/5) = 7(3/2). Zde jsme pouzili vlastnosti dosazovaciho homomorfismu
dys : Qla] — Q[V2].

5. (b), (c) Napiste kofenova a rozkladova nadtélesa polynomt 2% —22% — 2z —3 a 2" — 1,
kde n € N, nad télesem Q obsazena v C. Zadany polynom tfetiho stupné ma koten 3, ktery
najdeme zkusmo, s vyuzitim kritéria racionalniho kotene. Jednim z kotfenovych nadtéles
je proto, dle deﬁnice Q(3) = Q. Déle mame x> —22%—2x—3 = (x—3)(z*+x+1), pricemZ
koteny polynomu 22 + x + 1 jsou dvé (komplexné sdruzené) tieti odmocnlny z jedné: je
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totiz 2z — 1 = (x — 1)(2* + x + 1). Dalsi korenové nadtéleso je proto Q(e 3 ) = Q(e 3 ),
coz je zaroven i rozkladové nadtéleso zadaného polynomu.

Nyni k prikladu 2™ — 1, ktery byl s hvézdickou. Ten mé za koteny praveé vSechny kom—
plexni nté odmocmny z jedné. Ty jsou vSechny mocninami jedné z nich, konkrétné e
Téleso Q(e n ) je proto rozkladovym nadtélesem zadaného polynomu Jeho korenovyml
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S trochou znalosti fada prvku v grupach lze vydedukovat, ze Q(ezqk) = Q(e n ) maji-li
k,l stejny ¥ad v grupé (Z,;+,—,0). Problém je, ze neplatl ‘opafna 1mphkace jak byste
mozné ocekavali. Napriklad @(623”) = @(e 6 ), nebot €% = —e% . Ukazat, ze to je
typOQVW(?k jedina Vyjlmka je nad ramec téchto cviceni. Bez dikazu tedy uvedme, Ze plati:

Q(e n ) = Q(e n ) pravé tehdy, kdyz ordy, k = ordy, [ nebo jeden z radi je lichy a druhy
je jeho dvojnasobkem.

7. (b), (c) V télese Zs[a]/(a® + a + 1) spoctéte
(b) (3a? +4a+1)- (202 + 4),
(c) (202 +4)71
P1i poc¢itani budeme vyuzivat, ze v zadaném télese plati a® = —a — 1.
V pifpadé (b) mame (3a? +4a+1)- (202 +4) =a? +3a + 4’ +a+4=—a®> —a—
3a—3+4a*+a+4=3a%+2a+1.



V piipadé (c) spustime rozsiteny Eukleidiv algoritmus, abychom v Zs|a] nalezli u, v
takova, ze 1 = u(a® + a + 1) + v(2a? 4 4). Dostaneme v = 4a? + 4a + 1, coz je hledany
inverzni prvek.

8.
+ 0 1 o a+1 . 0 1 « a+1
0 0 1 o a+1 0 0 0 0 0
1 1 0 a+1 « 1 0 1 o a+1
o} « a+1 0 1 « 0 o a+1 1
a+1l|la+1 « 1 0 a+1]|0]la+1 1 «

9. Bud T = Z[a]/(a* + o® + 1). Najdéte ireducibilni rozklad polynomu 2% — 1 v T'[x].
Méame 23 — 1 = (z — 1)(2? + = + 1). Musime zjistit, zda lze nad T polynom z? + z + 1
dale rozlozit.

Téleso T' ma 16 prvki. My hleddme takovy, jehoz tfeti mocnina je rovna jedné a ktery
je ruzny od jedné. To muzeme délat zkouSenim jednotlivych prvki. Jelikoz je ale T téleso,
vime jiz z prednasky, ze T* = T\ {0} tvofi spolu s ndsobenim grupu, tzv. multiplikativni
grupu télesa T'. Ta ma 15 prvkia a kazdy z nich mé néjaky tad. Pozdéji se na prednésce
dovite, Ze tento fad musi délit pocet prvkia grupy, to jest ¢islo 15. I bez této znalosti ale
muZeme overit, ze o'® = 1. Kandidaty na koieny polynomu x? +x + 1 by proto mohly byt
prvky o® = a®+a+laal®=a’+a?+1 = (a*+a?+a)+a?+1 = o +a. Zjistili jsme,
7e se jedna o prvky riizné od jedné, a proto 23 —1 = (z—1)(z — (a®*+a))(z — (a®* +a+1)).

Priklad lze fesit i elementarnd. Pokud v T existuji dva kofeny polynomu z? + = + 1
rizné od jedné, oznacme je t, s, pak je mezi nimi vztah t+s = 1, tj. t = s+1. To vime bud
z prikladu 6, nebo z toho, Ze x? +x +1 = 2? + (t + s)x + ts, &ili z Vietovych vztahi. Bud
bez Gjmy na obecnosti t kofen s nulovym absolutnim ¢lenem. Pak je t = ao® + ba? + ca
pro né&jaka a,b, c € Zy. Zarovei ale t? +t + 1 = 0, ekvivalentné t* = ¢t + 1. Dosadime:

t* =aa® + ba’ + ca’? = a(a® + a® + a+1) + b(a® + 1) + ca® =
= (a+b)a® + (a + ¢)a® + aa + (a + b) = aa® + ba’® + ca + 1.

Porovnanim koeficientt dostaneme, Zze a +b = a, a tedy b = 0, a dile a + ¢ = b, a tedy
a = c. Zaroveir a + b =1, coz dava a = ¢ = 1 a b = 0. Hledané koieny jsou proto o® + «
aa®+a+l.

11. Ovette, Ze je T = Zsla]/(a® + a + 1) téleso a najdéte v ném viechny kofeny poly-
nomu z’° + 1. O téleso se jedna, jelikoz a® + a + 1 je ireducibilni v Zs[a]; zfejmé tam
nema kofen a je stupné 3. Kofeny polynomu z7 4 1 jsou pravé vSechny nenulové prvky
zadaného 8prvkového télesa T'. To plyne opét z toho, ze T* = T \ {0} tvoii s nasobenim
sedmiprvkovou grupu a pro kazdy jeji prvek ¢ proto musi platit 7 = 1. (Bud je t = 1,
nebo ma ¢ fad 7.)

12. Dokazte, ze v télese T' = Zs[a]/(a*+1) najdete prvek u s vlastnosti, ze kazdy nenulovy
prvek télesa T lze napsat jako mocninu u. Napiste ireducibilni rozklad polynomu z® — 1
v Tlx]. Téleso T ma 9 prvkia. V 8prvkové grupé 7™ hledame prvek radu 8. Nabizi se
poloZit u = «, ale o' = 1, takZe a ma Fad 4 (jelikoZ a, o = 2, a® = 2« jsou riizné od 1).



Zkusme proto napitklad v = o + 1. V tom pifpadé v T mame u?> = (a + 1)? =

a?+2a+1=2a Takie w) =2a+1, vt =a? =2, v’ =20+2, v =, u" = a + 2,
ud = 1.
Hledanym rozkladem je potom 2% — 1 = Hizl(fb — u®).

13. Dokazte, 7e existuje izomorfismus mezi okruhy R = Zs[a]/(a?—1) a Z1. Zadefinujeme

zobrazeni ¢ : R — 73 vztahem
Y(r)=(r mod a—1,r mod « —2,r mod a — 3,7 mod a —4).

Viimnéte si, Ze polynom a* — 1 € Zs[a] ma v Zs koteny 1,2, 3, 4. JelikoZ jsou polynomy
a—1,a—2, a—3, a—4 po dvou nesoudélené, vime z Cinskeé zbytkové véty, ze 1 je
bijekce (vime, ze R ma 5* prvki).

Podobné jako ve 4. prikladu je pii ovéfovani toho, Ze 1 je okruhovy homomorfismus,
jedinym netrivialnim krokem ovérit slucitelnost s nasobenim, tj. Ze pro libovolné prvky
r,s € R jest (r-s) = ¥(r)i(s). To se déla totoznym zpusobem; jen v tomto piipadé
mame na pravé strané ¢tyti slozky misto jedné.

14. Je néasledujici polynom symetricky?
(1 4+ 29 — 3 — x4) (11 — T2 + 23 — 24) (1 — T2 — T3+ 14)

Uzijeme definici symetrického polynomu a fakt, ze kazdou permutaci lze napsat jako
slozeni transpozic prohazujicich sousedni prvky (jisté dobie znéte bubble sort). Staéi tedy
ovefit, ze se zadany sou¢in nezméni pii transpozicich (z1 x2), (z2 x3) a (23 z4). To se
udéla snadno dosazenim.

15. Vyjadrete néasledujici symetrické polynomy jako soucet soucinii elementarnich syme-
trickych polynomii:
(a) 3z%yz + 3xy’z + 3wy,
(b) (y+2) + ¥’ (z + 2) + 2°(x +y).
V pifpadé (a) ziejmé mame 3z%yz+3xy?2+3xyz? = 3s153. Pifpad (b) se nejsnaze vytesi
Gaussovym algoritmem popsanym v 11. kapitole skript doc. Stanovského. Dostaneme
vysledek s?sy — 5153 — 2s3.



