Algebrou proti koronaviru VII
(cvi¢eni cihlovou barvou jsme udélali na cviceni, a tak je mizete vynechat)

Faktorokruhy a kofenova/rozkladova nadtélesa

cvvs

(a) 2% (mod 2% + 2 + 1) 1]
(b) 2 (mod z* + 2 +1) 2% + 22 + 1]

2. Pracujme nad Zs.

(a) Ovséite, ze je polynom p(a) = a? + 1 ireducibilni. [neméd kofen]

(b) Okruh Zs[a]/(a? + 1) je pak téleso. Kolikaprvkové? [devitiprvkové|
(c) Spocitejte
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(d) Vyfeste soustavu linedrnich rovnic s matici: <

3. Napiste vSechna kofenové a rozkladova nadtélesa nasledujicich polynomt z Q[x]:

(a) 2% -2 [kotenova: Q(v/2) = Q(—+/2), rozkladové: Q(v/2, —v/2) = Q(V/2)]
(b) a3 —22% — 22 -3 [kofenova: Q(3) = Q, Q(—3 + %) =Q(-% - %), rozkladové:

Q-3+ 5% -5 - H1.3) = Q-5 + 4]
nad télesem Q obsazena v C.

4. Popiste rozkladové nadtéleso polynomu 22 + z + 1 nad Zs a rozlozte v ném dany polynom na linedrni
¢leny. [T ~ Zso[a]/(a? +a+1), 22+ 2+ 1= (z+ (a+1))(z + a)]

5. Polozme T = Zs[a]/(a*+a?+1). Pfesvédéte se, Ze jde o téleso, a najdéte ireducibilni rozklad polynomu
23+ 1v T[x]. [Polynom zde m4 3 koteny: 1, a® + a a a® + a + 1, tedy se rozklada na soucin
kofenovych ¢initeli.]

6. V okruhu Zs[a]/(a* + o® + a + 2) najdéte prvek, ktery nema (multiplikativni) invers. [napf.
artadta+2=02+a+a?)(l+a?)



A pro odvazné nekolik zabavnijch a zcela dobrovolnyjch prikladi navic:

7.
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16.*

V télese Zs[a]/(a® + a + 1) spoctéte

(a) (3% +4a+1)+ (202 +4) [4a]
(b) (3a® +4a+1)-(2a% +4) 3% + 2 + 1]
(c) (202 +4)7! [40? + 4o + 1]
(d) feseni linearni rovnice o - = + (a + 1) = o2 [@? + a4 1]
Napiste tabulky operaci ¢tyfprvkového télesa. [prvky télesa reprezentujeme jako polynomy nad Zs
modulo ireducibilni polynom a? + o + 1
L+ [ o [t [ a Jatif] x JJO[ 1 [ a [a+1]
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Bud T = Zs[a]/(a* + a3 + 1). Najdéte ireducibilni rozklad polynomu 2® — 1 v T'[z]. 23 +1=

(x+ D)@+ +a+1)(z+a®+a)]

Dokazte, Ze jsou okruhy (ve skute¢nosti dokonce télesa) Q[a]/(a® — 2) a Q(¥/2) izomorfni (idealnd
zkonstruujte dosvéd¢ujici izomorfismus). [ac® 4 ba + ¢+ a/4 + b2 + (]

Ovéite, Ze je Za[a]/(a® + a + 1) téleso a najdéte v ném vsechny kotfeny polynomu z” + 1. [kofenem je
kazdy invertibilni prvek (Ize si viimnout, Zze " + 1 = (x + 1)(2% + ... + 1), pficem# kofenem druhého
z Cinitelf je Gislo ¢ pravé tehdy, spliuje-li t + ...+ 4+ 1 = 0, coz je ekvivalentni ¢(#> + ...+ 1) = 1,
tedy s kazdym kofenem je i jeho invers kofenem a tivaha funguje i naopak)]

Najdéte v télese T' = Zs[a]/(a? + 1) prvek u s vlastnosti, Ze kazdy nenulovy prvek télesa T lze napsat
jako mocninu w. [napt. a + 2]

Napiste ireducibilni rozklad polynomu 2® — 1 v T[z], kde T je téleso z predchoziho piikladu. [2° — 1 =
(x4 1) (2% —1) = (z+1) (2P +222 4+ 22+ 1) (22 + 1) (22— 1) = (z+1) (23 +222 22+ 1) (22 +1) (2 +1)(z—1);
kofeny druhého ¢initele jsou a + 2, + 1,2 + 1, kofeny tietiho (pfimo z definice tohoto télesa) a, 2]

Dokaite, 7e existuje izomorfismus mezi okruhy Zs[a]/(a* — 1) a Zi.  [pouzijme CVZ pro polynomy a
fakt, Ze polynom 2* — 1 mé nad Zjs ¢tyfi kofeny 1,2,3,4, tj. je soucinem [locz: (x — a)]

Je néasledujici polynom symetricky?
(:L‘l + X9 — X3 — 564)(561 — X2 +x3 — LIZ4)($1 — X9 — X3+ a:4)

[ano; stadi si rozmyslet, ze libovolna transpozice dvou proménnych vysledny polynom nezméni (jen
prevede jeden ¢initelze zadani na druhy), tudiz ani zadné obecnéd permutace]

Vyjadrete nasledujici symetrické polynomy jako soucet soucinii elementarnich symetrickych polynomii:

(a) 3z2yz + 32z + 3zy2? [v obou pfipadech postupujme podle Gaussova algoritmu; 3s; s3]
(b) 23(y+2) +v3(x + 2) + 23(z + v). [s259 — 252 — 5153]



