8. cviceni z PSt — 20.4.2021

e Exp()\) ma hustotu Ae~*?, stiedni hodnotu 1/ a rozptyl 1/)2.

e N(0,1) ma hustotu p(z) = \/%e’ﬁ/z, stfedni hodnotu 0 a rozptyl 1.

x —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
®(x) | 0.00003 | 0.00135 | 0.02275 | 0.15866 | 0.500000 | 0.84135 | 0.97725 | 0.99865 | 0.99997

Dalsi hodnoty viz https://en.wikipedia.org/wiki/Standard_normal_table — sekce Cumulative.
7 kazdé kapitolky zkuste aspon jeden piiklad! Pokud se zaseknete, na konci jsou nékteré napovédy.

Samplovani

1. Necht X7, ..., X, jsou nezavislé nahodné veli¢iny a maji v8echny stejné rozdéleni se stfedni hodnotou p
a rozptylem o2. Ozna¢me S,, = (X1 + -+ X,,)/n.

(a) Urcete E(S,) a var(Sy).

(b) Ukazte, jak lze pocitat S, z S,—1, X, a n.

(¢) Pouzijte vhodné X;, aby p obsahovalo ¢islo 7. Sestavte program v libovolném jazyce a spocitejte
pomoci n&j hodnotu 7. (Jak velké n myslite, Ze bude potieba pro pét spravnych ¢islic?)

2. Vzpomeiite si na vétu z prednasky. Necht U ~ U(0,1). Jak vyrobite nahodnou veli¢inu
(a) s rozdélenim Ul(a, b)?
(b) s Cauchyho rozdélenim? (pfipomeiite si, ze (arctgz)’ = 1/(1 + 22))
(¢) s rozdélenim N(0,1)?

Exponenciilni rozdéleni

3. Predpokladejme, Ze u poStovni prepazky trva vyfizeni jednoho zakaznika cas, ktery méa exponencidlni
rozdéleni a stfedni hodnotu 4 minuty.

(a) Jaky je parametr A, jaka je distribu¢ni funkce?

(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze budeme ¢ekat vice nez 4 minuty?

(c) Jaka je pravdépodobnost, Ze budeme ¢ekat néco mezi 3 a 5 minutami?

4. Rikame, 7e nahodna veli¢ina X (resp. jeji rozdéleni) nemd pamét, pokud
P(X>s+t|X>s)=P(X >t)

pro s,t > 0. Jinymi slovy, doba, kterou jsme jiz ¢ekali, nem4 vliv na dobu, kterou budeme jesté ¢ekat. Na
tfetim cviceni jsme vidéli, Ze geometrické rozdéleni nemé pamét. UkaZte, Ze ani exponenciilni rozdéleni nema
pamét. Plati dokonce, Ze je to jediné spojité rozdéleni na kladnych ¢isel bez paméti (a geometrické je jediné
diskrétni bez paméti), ale to dokazovat nemusite.

5. Necht X; ~ Exp()\;) pro i = 1,...,n jsou nezavislé ndhodné veli¢iny. Ozna¢me M = min(X,...,X,).
Ukaizte, 7e M ~ Exp(A1 + -+ + Ay).



Normalni rozdéleni

6. Necht Z ~ N(0,1). Pomoci tabulky funkce ® ovéfte pravidlo 3¢, neboli spoctéte

(a) P(|Z] <1)

(b) P(|Z] <2)

(c) P(12] <3)

(d) Pfepiste, co to znamena pro n.v. X ~ N(u,o?).
7. Budeme modelovat mnozstvi snéhu, ktery bude na Silvestra v lyzarském arealu Jestéd, pomoci normélniho
rozdéleni se stfedni hodnotou 40 (centimetri) a smérodatnou odchylkou 10.

(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze nam model uréi zdpornou hodnotu snéhové pokryvky?
(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze snéhu napadne 50-70 c¢m?

Spojité vektory

Pfipomeiite si:

e dvojné integraly jde prohazovat (Fubiniho véta)

/X /Y f(z, y)dyda = /Y /X f(a, y)dudy.

Potfeba je, aby se nejednalo o ,,integraly typu co — oo, neboli [y [, |f(z,y)| musi byt konecény

e pro ,rozumnou‘ mnoZzinu A

P((X,Y)e A) = /Afx,y(x,y)dxdy.

o fx(z)= [ fxy(z,y)dy
o fy(y f Ix, y(z,y)dx
o nezavislost X, Y <= Fxy(z,y) = Fx(2)Fy(y) < fxvyv(z,y) = fx(@)fy(v)

8. (Buffonova jehla) Na nekone¢nou podlahu hodime nahodné jehlu délky ¢. Podlaha je z prken, jejich okraje
tvofi rovnobézné primky ve vzdalenosti d. Urcete pravdépodobnost, Ze jehla bude piesahovat okraj nékterého
prkna.

9. Necht X, Y maji sdruzenou hustotu fx y(z,y) =e *"¥ pro z,y > 0 (a 0 jinak).
(a) Urcete marginalni hustoty fx, fy.
(b) Urcete také distribu¢ni funkce Fx, Fy, Fxy.
(c) Jsou X, Y nezavislé?
(d) Najdéte P(X +Y <1)a P(X >Y).

10. Volme uniformné nadhodné bod z polokruhu o poloméru 1, se stfedem v poc¢atku a v horni poloroving.
(Uniformné znamend, Ze pravdépodobnost kazdé podmnoziny je amérna jejimu obsahu.) Oznafme X, Y
soufadnice zvoleného bodu.

(a) Najdéte sdruzenou hustotu fx y.

(b) Najdéte marginalni hustotu fy a spoc¢téte pomoci ni E(Y).

(¢) Pro kontrolu spoctéte E(Y) pfimo (pomoci pravidla LOTUS).



K procviceni

11. Stfedni doba zivota harddisku je 4 roky. Pfepokladejme, Ze tato doba je popsana nahodnou veli¢inou s
exponencialnim rozdélenim. (To neni realisticky pfedpoklad, viz nap¥. https://www.backblaze.com/blog/
how-long-do-disk-drives-last/.)

(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze disk selze b&hem prvnich t¥i let?

(b) Jaké je pravdépodobnost, Ze vydrzi alesponi 10 let?

(c) Po jaké dobé se rozbije 10 % diskt?

12. Plutonium-238 ma polocas rozpadu 87.7 let. Jeho rozpad budeme modelovat pomoci exponencidlniho
rozdéleni: pro kazdy atom budeme Cas, za ktery se rozpadne, povazovat za nezavislou ndhodnou veli¢inu
s rozdélenim Exp()).

(a) Jakeé je A?

(b) Jaka je stfedni doba Zzivota atomu plutonia-238?

(c) Po jaké dobé se rozpadne 90 % atomu?

(d) Kolik procent atomi se rozpadne po 50 letech? (N&které kardiostimulatory pouzivaji plutonium-238
jako zdroj energie. https://en.wikipedia.org/wiki/Plutonium-238#Nuclear_powered_pacemakers)

13. Doba, za kterou uvidime meteor, je exponencialné rozdélené se stfedni hodnotou 1 (minuta).

(a) Jaka je pravdépodobnost, Zze budeme muset ¢ekat vice nez 5 minut?

(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze se do¢kdme za nejvyse jednu minutu?

(c) * Jaké je rozdéleni ¢asu, kdy uvidime druhy meteor? Treti, ...(Pfedpokladame, Ze jednotlivé
meteory jsou navzajem nezavislé.)

14. X ~ N(0,1), Y ~ N(1,4).
(a) Najdéte linearni funkei f(¢) = a -t + b, aby f(Y) méla stejnou distribuci jako X.
(b) Spoc¢téte P(X < 1), P(X > 2).
(c) Spoctéte P(Y < 0), P(Y > 2).

15. Bud Y minimum z k uniformné ndhodnych ¢isel z intervalu [0, 1]. Spo¢tete E(Y).

16. Frantovi jsme ve skoku do dalky namérili 9 metri, coz prekonava svétovy rekord o 5 cm. Pii méfeni
jsme se oviem dopustili chyby s rozdélenim N(0,0.01). Jaka je pravdépodobnost, Ze byl rekord skutedns
prekonéan?

17. Necht X ~ N(0,1) a Y = | X]|. Urcete E(Y) a var(Y).

18. Najdéte analogii ,,pravidla 3¢, neboli spoctéte P(|X —E(X)| < c-ox) (¢ =1,2,3), pokud
(a) X ma uniformni rozdéleni,
(b) X ~ Exp(1),
(¢) X ~ Exp(2).

Napovédy

1: pouzijte vétu o linearité stfedni hodnoty a o rozptylu sou¢tu n.n.v.

2: Pro normalni rozdéleni nehledejte explicitni vzorec, jen formulku pomoci .

3, 4: pouzijte vzorec pro distribu¢ni funkei exponenciélniho rozdéleni.

5: Totéz, plus si rozmyslete, jaka je distribu¢ni funkce M pomoci distribuénich fci X1, ..., X,,.

6,7: Pripomeiite se, co znamené distribu¢ni funkce.

8: Nakreslete obrazek a popiste polohu jehly pomoci dvou ndhodnych proménnych (posun a thel).

9d: Nakreslete, pfes jakou mnozinu se méa integrovat. Pak pfipadné vyjadiete jako dvojny integrél se
spravné zapsanymi mezemi. Pokud zvlédnete to, zbytek je lehky.

10: (a) hustota je konstatni v tom polokruhu, nulova jinde. (b) Integrace podle z. (¢) Mate dv& mozna
pofadi integrovani. Jedno vede na stejny vypocet jako v ¢asti (b).



