NMAIO059 Pravdépodobnost a statistika 1
7. prednaska

Robert Samal



Prehled

Spoijité distribuce



Jaka rozdéleni jsme uz potkali

» U(a,b) — uniformni — rovnomérné na intervalu [a, b]

» Exp(\) — exponencialni — za jak dlouho se utrhne ucho u
dzbanu

> N(p,o?) —normalni — kolik vazi chleba



Cauchyho rozdéleni

> Cauchyho rozdéleni: hustota f(x) = iz

» nema stiredni hodnotul!!!
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Gamma rozdéleni

» Gamma(w,\), gamma rozdéleni s parametry w > 0 a
A > 0 mé hustotu

0 pro x <0
f(l‘) - { 1 )\wxw—le—kx

e pro z >0

kde N(w) = (w —1)! = [[ 2% e "da.

» Pro w = 1 dostavame znovu exponencialni rozdéleni.

» Pokud X1,..., X, jsou n.n.v. s rozdélenim Exzp()\),
tak X1 + - -+ + X, ~ Gamma(n, \).

» Modeluje mj. zivotnost soucastky, souhrn destovych
srazek za rok, latenci webového serveru.




A mnoho dalSich

> Beta(s,t) — beta rozdéleni

> 2 rozdéleni s k stupni volnosti = chi-kvadrat (x?) je jiné
jméno pro Gamma(ik, 3). Je to rozdéleni Z} + - - + ZZ,

kde Z; ~ N(0,1) jsou n.n.v.
» Studentova t-distribuce
> atd. atd.



Uniformni rozdéleni

» N.v. X m& uniformni rozdéleni na intervalu [a, b], piSeme
X ~Uf(a,b), pokud fx(x)=1/(b—a)prox € [a,b] a
fx(z) = 0jinak.



Universalita unif.

Véta
Necht X je n.v. s distribucni funkci Fx = F, necht F je spojita
a rostouci. Pak F(X) ~ U(0,1).

Véta

Necht F je funkce ,typu distribucni funkce“: neklesajici zprava
spojita funkce s lim,_,_, F(z) =0 alim,_, - F(x) = 1. Necht
Q je odpovidajici kvantilova funkce.

Necht U ~ U(0,1) a X = Q(U). Pak X ma distribu¢ni funkci F .
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Prehled

Nahodné vektory



Sdruzena distribucni funkce (Joint cdf)

Definice

Pro n.v. X, Y na pravdépodobnostnim prostoru (2, F, P)
definujeme jejich sdruzenou distribucni funkci (joint cadf)
Fxy :R? = [0,1] pfedpisem

Fxy(z,y) =P{we Q: X(w) <z&Y(w) <y}).

» Formalni podminka: potfebujeme {X <z &Y <y} € F,
jinak (X,Y") neni nahodny vektor.

» Mohli bychom definovat i pro vice nez dvé n.v.
Fx, . . x,(x1,...,2n) =

» Mizeme odsud odvodit pravdépodobnost obdélniku:
P(X € (a,b] &Y € (¢,d]) =



Sdruzena hustota (Joint pdf)

» Casto mizeme sdruzenou distribuéni funkci psat jako
integral pomoci nezaporné funkce fx y

Fxy(z,y) / / fxy (s, t)dtds.

» Pak nazyvame n.v. X, Y sdruZené spojité. Funkce fx y je
jejich sdruzena hustota.

» Jako u jednorozmérného pfipadu mize byt fxy > 1.

» Stejné jako u jednorozmérného pfipadu mizeme pak
pomoci hustoty vyjadrit i dalsi pravdépodobnosti, pro
,;ozumnou mnozinu A“.

P((X,Y) € 4) = /A Fxy (@, y)dady.



9%F ,
> fxy(a,y) = Ty

Pr<X<z4+As & y<Y<y+Ay)

> fxyv(z,y) = AA

Y



LOTUS

» Analogicky jako v diskrétnim pfipadu plati pro stfedni
hodnotu funkce dvou n.v.

E(9(X,Y)) =/oo /OO 9(z,y) fxy (z,y)dzdy.

> A tak jako v diskrétnim pfipadu odsud odvodime

E(aX +bY +¢) =a-E(X)+b-E(Y) +c



Nezavislost spojitych nahodnych veli¢in

Definice

Libovolné nahodné veli¢iny nazveme nezavislé (independent),
pokud jevy {X < x} a{Y <y} jsou nezavislé pro libovolna
x,y € R. Ekvivalentné,

P(X <z,Y<y)=PX <x)P(Y <y),

Fxy(x,y) = Fx(z)Fy(y)

Véta
Necht X, Y maji sdruzenou hustotu fx y (a hustoty fx, fv).
Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

» X,Y jsou nezavislé

> fxy(z,y) = fx(@)fy(y)



Vicerozmérné normalni rozdéleni

> go(t) _ \/%6_9/2
1 _t%+---+t%
> f(tla"-atn) :gp(tl)(p(t2)¢(tn) = (m)ne 2
> f(t1,... tn) = (2m) 2 /2 kde 12 =2 + .- + 12
radialné symetricka funkce

Image by thil:pedia editor Piotrg.
» Necht Z = (Z,,...,Z,) mé hustotu f.
> Zi,...,Zyjsoun.n.v., Z; ~ N(0,1)

» Z/||Z]| je uniformné ndhodny bod na n-rozmérné sfére.

» tudiz skal. souCin Z s libovolnym jednotkovym vektorem je
N(0,1)

> (u,Z) =) 1", u;Z; ma také rozdéleni N(0,1)



Vicerozmérné normalni rozdéleni obecné

» Obecné&ji mizeme vzit ndhodny vektor s hustotou ¢ - e9®),
kde ¢ > 0 je vhodna konstanta a Q(¢) je obecna
kvadraticka funkce.

» Pouziva se ve strojovém uceni.
» Souradnice nejsou nezavislé!

(x)d

Image by Wikipedia editor Bscan.



Soucet spojitych n.v.

Véta

Necht spojite X, Y jsou n.n.v. Pak Z = X + Y je také spojita
n.v. a jeji hustotu dostaneme jako konvoluci funkci fx, fy,
neboli

f2(2) = /_ Y @) fy (s — 2)da



Podminovani

Definice
X jenv.na(Q,F,P),BeF.

Fxp(z) == P(X <z | B)
K tomu pfislusi hustotni funkce fx|p.

Véta
Necht By, Bo, ... je rozklad ). Pak

Fx(x) = Z Fx|p,P(Bi) a

Ix(z) = Z Ix\8,P(Bi).

Dlkaz: véta o UplIné pravdépodobnosti. (Spec. pfipad byl na
cviceni — dva algoritmy.)



Prehled

Zpatky k zakladum



Kovariance

Definice
Pro n.v. X, Y definujeme jejich kovarianci (covariance)
predpisem

cov(X,Y) =E((X —EX)(Y —EY)).

Véta

cov(X,Y) =E(XY) —E(X)E(Y)

var(X) = cov(X, X)

cov(X,aY +bZ +c¢)=acov(X,Y) 4+ beov(X, Z)
cov(X,Y) = 0 pokud X,Y jsou nezdvislé

ale nejen tehdy

vvvyYyy



Korelace

Definice

Korelace nahodnych veli¢in X, Y je definovana predpisem
cov(X,Y)

var(X)var(Y)

o(X,Y) =

> je to prenormovana kovariance

> —1<o(X,Y) <1 (cviC.)

» Korelace neznamenad pricinnou souvislost! (Napf., korelace
je symetricka, kauzalita nikoli!)

» Naopak, nekorelace neznamena nezavislost. (Pf: X
libovolna, Y = +X nebo Y = — X, oboji se stejnou
pravdépodobnosti.)



Rozptyl souctu
Véta
Necht X =" | X;. Pak

var(X) = ZZCOU(Xi,Xj) = Zvar(Xi) + ZCOU(XZ',X]').
i=1

i=1 j=1 i#]

Spec. jsou-li X4, ..., X,, nezavislé, pak

var(X) = Zvar(Xi).
i=1



Prehled

Dokonceni k spojitym vektordm



Podminéna hustota

Definice
Pro spojité n.v. X, Y definujeme podminénou hustotu
(conditional pdf) pfedpisem

f X,Y(xa Y)
fr(y)
pokud je fy (y) > 0, jinak ji nedefinujeme.

> pfipomenme, ze fy (y) = fzeR Ixy(z,y)dz
> pro fixované y je fx|y (z|y) hustota

Ixy (zly) =



Podminéna, sdruzena a marginalni hustota

Véta

fxy(z,y) = fy () fxy(zly)
fx(@) = / Fepy ly) i (v)dy



Podminéna hustota a stfedni hodnota
> Fxp(r) = P(X <z | B)... distr. funkce n.v. X ztuzené
na B C Q, potfebujeme P(B) > 0.
> fx|p odpovidajici hustota
pokud B = {X € S}, tak

v

{If(’)‘((é%) pokud = € S

Ixip(®) =1 jinak

v

E(X | B) = [% = fxp(z)dx
E(g9(X)|B) = [*2 g(2) fx|p(x)dx
Pokud B, B, ... je rozklad, tak

vy

E(X) = ZE(X | B;)P(B;).



Podminéna hustota a stredni hodnota

> fxy(zly) = ijgi((;’)’y) je hustota n.v. X, pokud Y =y

> E(X|Y =y):= [T z- fxyy(z,y)dz je stfedni hodnota
této veliCiny

> E(g(X)|Y =y) = [* g(x) - fxpy(z,y)da

B(X) = [ XY =)y

—00

> E(X)=EE(X]|Y))



Prehled

Nerovnosti



Cauchyho nerovnost

Véta
Necht X, Y maji koneCnou stfedni hodnotu a rozptyl. Pak

E(XY) <4/E(X?)E(Y?)

» Dusledek pro korelaci: —1 < p(X,Y) <1



Jensenova nerovnost
Véta

Necht X ma konecnou stfedni hodnotu a necht g je konvexni
redlna funkce. Pak

E(g(X)) > g(E(X)).

(Pro konkavni plati opacna nerovnost.)



Markovova nerovnost

Véta
Necht nahodna velicina X spolriuje X > 0. Pak

B(x)

P(X >a)<
(X2a)<—



Cebysevova (Chebyshev) nerovnost

Véta
Necht X ma koneénou stfedni hodnotu . a rozptyl o%. Pak

1
PX —pl 2 a-0) < .



Chernoffova (Cernovova) nerovnost
Véta
Necht X =" | X;, kde X, jsou n.n.v. nabyvajici hodnot +1 s
pravdépodobnosti 1/2. Pak prot > 0 plati
P(X < —t)=P(X >t) < e /27

kde o = ox = +/n.
Bez dk.



Prehled

Limitni véty — aproximace



Silny zakon velkych Cisel (strong law of large numbers)

Véta

Necht X1, ..., X,, jsou n.n.v. se stf. hodnotou 1. a

rozptylem o%. Oznaéme S,, = (X1 + -+~ + X,,)/n tzv. vybérovy
prumér (sample mean). Pak plati

lim S, = p skoro jisté (tj. s pravdépodobnosti 1).

n—oo

Rikdme, Ze posloupnost S,, konverguje k 1. skoro jisté (almost
surely).



Monte Carlo integration
Jak spocitat [ _, g(z)dz?



Slaby zakon velkych Cisel (weak law of large numbers)
Véta
Necht X1, ..., X, jsou n.n.v. se stf. hodnotou . a rozptylem o?.
Oznaéme S,, = (X1 + --- + X,,)/n. Pak pro kaZdé ¢ > 0 plati
lim P(|S, —u| >¢)=0.
n—oo

Rikame, Ze posloupnost S,, konverguje k 1. v pravdépodobnosti
(in probability).



Centralni Limitni véta



Centralni Limitni véta

Véta

Necht X1, ..., X,, jsou n.n.v. se stfedni hodnotou . a

rozptylem o%. Oznaéme Y,, = (X1 + -+ X,,) —np)/(v/n - o).

PakY, 2 N(0,1). Neboli, pokud F, je distribuéni funkce Y,,, tak
lim F,(x) = ®(x) foreveryz e R.

n—oo

Rikéme, Ze posloupnost Y;, konverguje k N (0,1) v distribuci (in
distribution).



Momentova vytvorujici funkce

Definice
Pro nahodnou veli¢inu X oznac¢ime

Mx(t) = E(e"Y).

Funkci Mx (t) nazyvame momentova vytvorujici funkce
(moment generating function).

Mpenp)(t) =p-e' + (1 - p).

Mx(t) = > 02 E(X™) 4.

Mx .y (t) = Mx(t)My(t), jsou-li X, Y n.n.v.
Mpin(np) = (pe' +1—p)"

MN(0,1) = €t2/2

Mpap) = 475

Pokud Mx (t) = My (t) naintervalu (—a, a) pro néjaké
a>0,takje X =Y s.|.
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