Geometricka pravdépodobnost

V nékterych situacich je prirozené popsat prostor 2 vsech elementarnich jevi néjakym
geometrickym ttvarem. Pravdépodobnost jevu A C ) pak muzeme definovat jako P(A) =
|A|/]€2|, kde |A| znaci ,velikost“ (objem, plocha, délka, ...) mnoziny A. Potfebujeme, aby
prostor €2 mél kladnou a konecnou ,,velikost“ a vSechny jeho prvky mély ,stejnou vahu“.

Problém tri bodu

Zadani: (W. S. Woolhouse, 1861) Jaka je pravdépodobnost, ze t¥i ndhodné zvolené body
v roviné tvoii ostrouhly trojihelnik?
Reseni: Pro danou stranu AB jsou pifznivé pozice vrcholu C' tvofeny pasem nad stranou
AB bez kruhu o pruméru AB. Geometrickou pravdépodobnost nemuzeme pouzit, protoze
prislusné oblasti jsou neomezené. I presto A. De Morgan (1871) argumentoval, ze hledand
pravdépodobnost je nekonecéné malé.
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Ch. L. Dodgson (zndmy pod pseudonymem L. Carroll) uvazoval nésledovné. Kdy-
bychom predpokladali, ze AB je nejdelsi strana, potom C muze lezet kdekoli v pruniku
kruhtu o poloméru ¢ = |AB| a stiedech A a B.




Tento prinik ma obsah 27¢2/3 — v/3¢% /2. Polohy bodu C uvniti kruhu nad primérem
AB vedou na tupotuhly trojuhelnik, tato oblast ma obsah 7¢?/4. Pravdépodobnost, Ze
vysledny trojihelnik bude ostrouhly, je
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Ovsem kdyz zopakujeme celou ivahu pro piipad, kdy AB je druha nejdelsi strana, pak
dostavame pravdépodobnost
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=0,179.

Piipad s nejkratsi stranou AB vede na neomezenou oblast pro mozné polohy C'.

Jiny zpusob, jak chapat nahodné rozmisténi tii bodu v roviné, spo¢iva v tom, ze si
zvolime kruh (dostatecné velky) a v ném rovnomérné ndhodné tii body. D4 se ukdzat,
7e pravdépodobnost, Ze vznikne ostrodhly trojuhelnik, je 4/72 — 1/8 = 0,280, a to bez
ohledu na to, jak velky kruh jsme zvolili. Pro jiné volby omezenych oblasti, ve kterych
volime nahodné tti body, obdrzime odlisné pravdépodobnosti. Naptiklad pro ctverec to je
53/150 — 7 /40 = 0,275.

Dostavame ruzné vysledky podle toho, jak jsme popsali ndhodnou volbu t¥i bodu
v roviné. Vzdy nam ale vyslo, Ze je pravdépodobnéjsi obdrzet tupothly nez ostrothly
trojihelnik. Uvedme jesté jednu variantu, jejiz vysledek 1/4 vychdzi i pti nékterych jinych
pristupech.

Problém tri bodu na kruznici

Zaddni: Na kruznici zvolime rovnomérné nahodné tii body. Jaka je pravdépodobnost, ze
tvori ostrothly trojihelnik?



Resend: Oznacme zvolené body A, Ay a Az. Podle Thaletovy véty je trojuhelnik A; Ay As
pravouhly jen, kdyz dva z téchto bodiu lezi na pruméru kruznice, coz ma nulovou pravde-
podobnost. Necht C}, znaéi jev, Ze na pulkruznici zacinajici v Ay lezi ve sméru hodinovych
rucicek oba zbyvajici vrcholy. VSimnéme si, ze
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protoze oba vrcholy maji pravdépodobnost 1/2, ze budou v dané pulkruznici. Evidentné
muze nastat nanejvys jeden z jevu Cp, Cy a (5. Pfitom pokud nastane jeden z nich,
tak je trojuhelnik tupouhly. Odtud vidime, ze pravdépodobnost obdrzeni tupouhlého
trojihelniku je P(Cy; U Cy U Cs) = P(Cy) + P(Cy) + P(C3) = 3/4. Vysledny trojihelnik
bude ostrothly s pravdépodobnosti 1/4.

Jind moznost je zafixovat jeden vrchol a oznacit délky oblouku ke zbylym vrcholum
jako « a 8 (viz obrazek).
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Tyto délky musi spliovat 0 < a + < 27 (predpokladdme jednotkovou kruznici).
Ostrothly trojuhelnik vznikne, jestlize o < 7, f < m a o+ [ > 7w. To opét vede na
pravdépodobnost 1/4 (viz obréazek).
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