Algebrou proti koronaviru 6

(I)reducibilita polynomu v gaussovskych oborech
1. Najdéte vSechny racionélni kofeny danych polynomt z Z[x|:
(a) 223 — 2243 [—1]
(b) 42" — 1625 + 2° + 552* — 3523 — 3822 + 12z + 8. [—3.2]

2. Rozmyslete si, pro¢ je polynom f(x) = 2x + 6 ireducibilni v Q[z], ale je rozloZitelny v Z[z]. Najdéte
k nému v Q[z] asociovany primitivni polynom. [2 je v Q invertibilni; = + 3]

3. Rozmyslete si, pro¢ jsou nasledujici polynomy v ptislusnych oborech ireducibilni:

(a) 23+ 22+ 2+ 3 v Z[z] [musel by mit kofen. ]
(b) z* +2% — 2+ 1 v Zx] [upocitat mozny rozklad na kvadratické]
(c) 423 — 1522 + 60z + 180 v Z[z] [Eisenstein pro 5]
(d) 2 —36x* + 623 + 3022 + 24 v Q[7] [Eisenstein pro 3 + vztah ireducibility v Z[z] a Q[z]]

4. Spoététe v oboru Z[z,y] NSD pro polynomy 622y a 15xy? + 2123y. (Zaméite se na zdivodnéni dle
Véty 8.3 ze skript.)

5. Najdéte v prislusnych oborech ireducibilni rozklady danych polynomti:

’ H 7t —y+2 ‘ v? - 2y° 2?4y ‘ oy +y—1

Cinska véta o zbytcich pro polynomy

6. VyfTeste rovnice:

(a) (3 +z+1)f(x) =1 (mod z* + 2+ 1) v Zs[x] [(2%2 + 1) + g(z)(2* + 2 + 1) pro libovolné
q(z) € Zofx]]
() 2z +1)f(z) =23 (mod 2% + 1) v Z3x] [z + 2+ q(x)(2% + 1) pro libovolné ¢(z) € Z3[x]]

7. Najdéte vSechny polynomy f € Q[z]| stupné mensiho nez 3 spliujici f(0) = 1, f(1) = 0, f(2) = 2
pomoci

(a) jako Lagrangetv interpolaéni polynom

(b) pomoci Cinské véty o zbytcich [2(322 — 5z + 2)]
8. Najdéte polynom f € Zs[x| co nejmensiho stupné, ktery spliuje
f=x+1 (moda?+1)
f =2 (moda3+1)
[32% + 323 + 4z + 3]



Dalsi priklady
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(Dalsi mozna metoda, pouziva se obménéna implikace) Ukazte, Ze je-li primitivni polynom f(x) € Z[z]

)
reducibilni a prvocislo p nedéli vedouci koeficient f(x), pak je reducibilni i polynom f(x) € Zp[z]
ziskany vzetim koeficientu f(z) modulo p.

Rozhodnéte o (i)reducibilité polynomu x° +4x* + 223 + 322 — 2+ 5 v Z[z]. (VyuZijte piedchozi tvrzeni.)
[ireducibilni; uvaz mod 3|

(Jesté jedna moznd metoda:) Ukazte, Ze je-li R obor, pak polynom je f(z) € R|x] reducibilni pravé
tehdy, je-li v R[z] reducibilni polynom ¢(z) ziskany z f(x) linedrni substituci « — ax + b pro a,b € R
a a invertibilni v R.

S vyuzitim pfedchoziho tvrzeni rozhodnéte o (i)reducibilité nasledujicich polynomu v Z|x]

(a) * + 23+ 22+ 241 [ireducibilni, substituce = — x + 1]
(b) 34322+ 5z +5 [ireducibilni, substituce = — x — 1]
(c) % = ?:_& x' pro prvodéislo p [ireducibilni, substituce = — x + 1]

Rozmyslete si, pro¢ je polynom 323 + 222 + (4 — 2i)z + (1 + i) v (Z[i])[z] ireducibilni. [Eisenstein pro
1+ 1]

Spoéitejte NSD nasledujicich dvou polynomti 2zy+2x2y+8xy? 4+ 1522y% +7a3y? +822y> + 132393 +5xy3
a 6y + 6y + 24y% + 39xy? + 1522%y> v Z[z, y).



