Algebra — cviceni 6, Teseni

1. (a) Najdéte vSechny racionédlni koteny polynomu 2x® — z? + 3. Dosazenim prvki
+1,4+1/2,£3,+3/2 zjistime, Ze jedinym racionalnim kofenem je —1. PficemZ je moZna
i rychlejsi po nalezeni —1 podélit: dostaneme 2% — 22 + 3 = (z + 1)(22*> — 3z + 3) a
polynom 222 — 3z + 3 jisté nemé realné koreny, jelikoz mé zaporny diskriminant.

3. Rozmyslete si, pro¢ jsou nésledujici polynomy v piislusnych oborech ireducibilni:

(b) 2* + 23 — 2 + 1 v Z[z]. Dosazenim zjistime, Ze neni 1 ani —1 kofenem. Polynom
tedy nemé racionalni kofen. Mohl by se ale rozkladat jako souc¢in dvou polynomi
stupné 2. Nejlepsi je vSimnout si, ze kdyby se polynom netrivialné rozkladal nad
Z, pak by se musel také netrividlné rozkladat nad Zs, kde ale také nema zadné
kofeny. Jelikoz ireducibilni polynomy stupné 2 jsou (az na asociovanost) nad Zs
prave 22 +x + 2, 22 + 22 + 2, 22 + 1, piicemz neni t&zké ovefit, Ze ani jeden z nich
nedéli v Zs[z| zadany polynom.

Jinou moZnosti je napsat si hypoteticky rozklad v Z[z], bez tjmy na obecnosti,
jako z* + 2* —x + 1 = (2% + az + b)(2* + cx + d), kde a, b, c,d € Z. Porovnanim
koeficientt dostaneme: bd = 1, ad+bc = —1, b+d+ac = 0,a+c = 1. Z prvni rovnice
plyne b = d = £1, z druhé a ¢étvrté potom b = d = —1. Ze treti nakonec ac = 2,
coz vzhledem ke ¢tvrté rovnici znamend, ze {a,c} = {1,2}, coz ale implikuje
a+ c =3, spor.

(c) 423 —152%+60x+180. Vzhledem k tomu, Ze se jedna o primitivni polynom, mtzeme
pouzit Eisensteinovo kritérium pro 5 (nikoliv ov8em pro 3, jelikoz 9 | 180).

(d) x® — 362" + 6% + 3022 + 24 v Q[z]. Z Eisensteinova kritéria pro 3 dostaneme
ireducibilitu v Z[z]. Aplikace véty 8.3 ze skript (tj. Gaussova lemmatu) pak dava
ireducibilitu nad Q; zadany polynom je monicky, je tedy jisté primitivni v Z[x].

4. Spoctéte v oboru Zlx, y] NSD pro polynomy f = 6z%y a ¢ = 15xy? + 2123y. (Zaméite
se na zdavodnéni dle véty 8.3 ze skript.) Jesté nez se zaméfime, mazeme si viimnout, ze

f=2-3-z-x-y, g=23xyly+72%).

Budeme-li védét, ze jsme pravé napsali ireducibilni rozklady zadanych prvka v Gaussové
oboru Z[z, y|, dostavame dle tvrzeni z pfednasky NSD rovno 3zy. Polozime-li R = Z[z],
pak Zlz,y] = R[y]; uzijeme vétu 8.3 (2) pro toto R a s y namisto x ve formulaci véty.
Nejzajimavejsi zdivodnéni ireducibility je potom u polynomu f = y + 722, ktery je
ireducibilni, jelikoz je primitivni a stupné 1. To, Ze je stupné 1, znamené mimo jiné, Ze
je ireducibilni v Qy], kde @ je podilové téleso oboru R.

Jinou moznosti je vydélit polynomy se zbytkem v Q[y], kde @ je stale podilové téleso
oboru R vySe. Dostaneme 15xy* + 2123y = (6x2y)(g—z + Z), zbytek 0. Pak véta 8.3 (1)

iika, ze hledané NSD je rovno c- h, kde h = NSDgyp,(f, 9) = y a ¢ = NSDg(62?, 3z) = 3z.

5. Najdéte v prislusnych oborech ireducibilni rozklady danych polynomii:

[ Fver [ o [ w7 [Fraeai]
Qlx, ] 22 —y+2 2% — 2y° % 4 92 (z+1)(y+x—1)
Rz, y] P —y+2 | (z—V2)(x+V2) z? + (z+1)(y+z—1)
Clz,y] P?—y+2 | @V e+ V) | @ty —iy) | (@+1)(y+z-1)

Ireducibilitu prvka z rozkladu zdavodnime napf. vétou 8.3 (2).



6. (a) Vyteste kongruenci (22 +x+1)f(z) =1 (mod x*+z + 1). Na cviceni on-line jsme
jen dopoéitali, Ze tato zadana kongruence je ekvivalentni f(x) = 2> +1 (mod z* +z+1).
Odpovédi je pak kazdy polynom tvaru 22 + 1 + q(z)(z* + 2z + 1), kde q(z) € Zy[z].

6. (b) Vyieste kongruenci (2x + 1)f(z) = 2* (mod z* + 1) v Zs[x]. Polynom z? + 1 je
ireducibilni nad Zs, sta¢i tedy najit inverzni prvek k 2z + 1 modulo polynom x?+ 1. To lze
udélat napiiklad spusténim rozsifeného Eukleidova algoritmu na dvojici 22 + 1, 2z + 1.
Na druhou stranu lze inverzni prvek také snadno uhodnout, jezto (2x + 1)(2z — 1) =
47?2 — 1 = 2% + 2, coz je modulo 22 4 1 kongruentni 1.

Dostavame, ze zadana kongruence je ekvivalentni kongruenci

f(z)=2*2r —1) (mod 2* + 1), coz je po tpravé f(z) =z +2 (mod 2* + 1).
ReSenim je proto kazdy polynom tvaru z + 2 4 g(z)(z2 + 1), kde q(z) € Zs[z].

7. Najdéte vSechny polynomy f € Q[z] stupné mensiho nez 3 splaujici f(0) =1, f(1) =0,
f(2) = 2. Podivame-li se na vzorec pro konkrétni Lagrangetv interpola¢ni polynom,
dostévame f = (1 — z)(2 — z) + z(z — 1) = 3 (32? — bz + 2).

Pfes ¢inskou zbytkovou vétu fesime v Q[z] soustavu kongruenci: f =1 (mod z), f =0
(mod z — 1), f = 2 (mod z — 2). Tu lze fesit bud postupnym dosazovanim, nebo jako
soustavu linearnich rovnic. Nejprve ukazeme prvni metodu.

Z prvni kongruence mame f = 1+ kx, kde k € Q|z]. Dosazenim do druhé potom
l4+kx =0 (mod z—1), coZ je ekvivalentni k = —1 (mod x—1), atedy k = —1+1(x—1),
procez f =1+ (—1+1(x — 1))z =1—x +1(2* — z), kde | € Q[z]. Nakonec dosazenim
do 3. kongruence dostaneme 1 — x + [(2? — ) = 2 (mod x — 2), coZ je ekvivalentni
2l = 3 (mod x — 2), a proto | = 3 + m(z — 2), kde m € Q[z], coz po dosazeni dévé
f=1l—z+(E+m(x—2))(a? —z) =322 — 3+ 1+ m(z® — 32% + 2z). Jelikoz hledéme
polynom stupné mensiho nez 3, stac¢i polozit m = 0.

Nyni metodu se soustavou linedrnich rovnic. Hleddme polynom ve tvaru ax?® + bx + c,
kde a,b,c € Q. Z podminek ze zadani dostavame po fadé, ze c = 1, a+b+c =0 a
4da+2b+c=2.Jeprotoa+b=—1ada+2b=1, z ¢ehoz a = % a dale pak b = _75

8. Najdéte polynom f € Zs[x] co nejmensiho stupné, ktery splituje

f=x+1 (mod 2?+ 1),
f =z (modaz®+1).

7 CZV dostavame, Ze existuje pravé jeden polynom tvaru f = az*+bad+ca?+dr+e €
Zs|x], kde a,b,c,d, e € Zs, ktery Tesi danou soustavu. Pro¢? Staci ovéfit, Ze polynomy
224+ 1 a 2% + 1 jsou nad Zs nesoudélné: to oviem plyne ihned z ireducibilnich rozkladi
?4+1=(x—-2)(x—-3),2>+1=(z+1)(2®> —z+1).

Z prvni kongruence mame f = x + 1 + k(z® + 1). Dosazenim do druhé kongruence
dostaneme k(2?4 1) =4 (mod 3 + 1). Nyni jiz zbyva jen nalézt inverzni prvek k 2% + 1
modulo 23 + 1.

Jest ¥* +1 =x(2? + 1)+ (—z + 1) a déle 2* + 1 = (—z — 1)(—z + 1) + 2. Dohromady
potom 1 =3(2? +1)+ (3z+3)(—x+1) =3(z*+ 1)+ Bz +3)(x®* + 1 —z(2? + 1)), a tedy
(22+1)7! = 222422+ 3. Z toho jiz dostavame kyzené f = x+1+ (322 +3x+2) (22 +1) =
3zt 4 32 + 4x + 3.

9. Bud p prvocislo. Staci si uvédomit, ze zobrazeni v : Zlx] — Z,[z], které polynomu
S iz prifadi polynom > (a; mod p)a’, je (surjektivni) okruhovy homomorfismus.



Obecné pro kazdy okruhovy homomorfismus g : R — S je zobrazeni g, : R[z] — S|x]
definované vztahem g, (30, a;z') = Y i g(a;)x’ opét okruhovym homomorfismem (to
je snadné cviceni). Navic je g, prosté/surjektivni/bijektivni pravé tehdy, kdyz je g takove.

V disledku vyse uvedeného pak pro polynom f € Z[z] a jeho netrivialni rozklad
f = gh plati ¥(f) = ¥(g)¥(h). Je-li navic f primitivni, maji g, h ostfe mensi stupné
nez f (ovSem stéle deg g, deg h > 0). A pokud p nedélil vedouci koeficient, pak totéz plati
i po aplikaci homomorfismu v, tj. 1(g) a ¥ (h) maji ostfe mensi stupné nez ¥ (f) (ovsem
stale deg(g),deg(h) > 0).

10. Rozhodnéte o ireducibilité polynomu f = 5 + 4a* + 22° + 32 — 2 + 5 v Z[z].
(Vyuzijte predchozi tvrzeni.) Chceme volit postupné co mozna nejmensi prvocisla p. Pro
p = 2 dostavame po vymoduleni koeficientt polynom z° 4+ 22 + x + 1, ktery ma v Zs,
koren; tvrzeni vysSe nam tedy a priori nic nefekne.

Pro p = 3 obdrZime po vymoduleni z° + z* + 223 + 2x + 2, ktery — jak se snadno
zjisti dosazenim — nemé v Zs koren. Navic neni v Z3[x] délitelny ani (az na asociovanost)
jedinymi ireducibilnimi polynomy nad Zs stupné 2, konkrétné 22 + x + 2, 22 + 2z + 2,
22+ 1. Tento polynom je tedy nad Zs ireducibilni, a proto je zadany polynom ireducibilnf
nad 7Z v disledku predchoziho cviceni.

11. Podobné jako v 9. tloze pouzijeme homomorfismus. Tentokrat uvazime, ze R je
pfirozenym zptsobem podokruhem v oboru R[z]| (ztotoZhujeme konstantni polynomy
s prvky oboru R). Proto mizeme pro libovolny h € R[z] uvazit dosazovaci homomorfis-
mus dj, : R[z] — R[z] definovany vztahem d;,(3 7, a;z’) = > a;h'. Ten samoziejmé
nemusi byt ani prosty, ani surjektivni. Konkrétné napiiklad pro volbu h = z? nebude
surjektivni. Pak nas nemiiZe piekvapit, ze z je ireducibilni nad R, zatimco dj(z) = 22 jiz
neni ireducibilni.

Pro volbu h = ax + b, kde a,b € R a a je invertibilni, je ovSem dj, izomorfismem (t;j.
automorfismem okruhu Rlx]). Pro¢? Stadi totiz uvazit h* = a 'z — ba~'. Je snadné si
uvédomit, ze dj o dy« = dp+ o dj, = idgjy), a proto musi byt dj i dj,- automorfismy.

JelikoZ je tedy v naSem piipadé dj automorfismus, plati pro kazdé f € R[z], ze f
je ireducibilni nad R pravé tehdy, kdyz dj(f) je ireducibilni nad R. To plyne z toho,
7e definice ireducibility je vyjadfena pomoci vztahu délitelnosti, to jest pomoci operace
nasobeni, kterou kazdy izomorfismus (i jeho inverz) zachovava.

12. S vyuzitim pfedchoziho tvrzeni rozhodnéte o ireducibilité nésledujicich polynomi
v Zlx]:
(1) 2* + 32> + 5z + 5,

zP—1 _ w1l %1
(2) == = >_i_y «' pro prvocislo p.

V prvnim pfipadé bychom mohli vyuzit pouze kritérium racionélniho korene. Ale budiz!
Pouzijeme tedy piedchozi cviteni pro h = x — 1. Dostaneme dj(z® + 32% + 5z + 5) =
(. — 1) +3(x — 1)® + bz = 23 + 2z + 2, ktery je ireducibilni dle Eisensteinova kritéria
pro 2.

Druhy piipad je ilustrativni a celkem dilezity. Zde pouzijeme h = x + 1. Dostaneme
dh(”: _—11) = (x+1$)p—17 coZ je polynom, jehoz absolutni ¢len je p a vSechny ostatni koeficienty

kromé vedouciho jsou délitelné prvocislem p, jelikoz p | (Z), pokud 0 < k < p (zde
vyuzivame, Ze p je prvocislo). Nasledné uzijeme Eisensteinovo kritérium pro p.




13. Rozmyslete si, pro¢ je polynom 33 + 222 + (4 — 2i)z + (1 +1) v (Z[i])[] ireducibilni.
Toto je snadné: staci pouzit Eisensteinovo kritérium pro prvocinitel 1 + <. Pfipomenme,
ze 2= (1+1)(1—1).

Na cviceni Olina Slavika a Honzy Vaclavka navic pridali priklad nize. Miuzete ho zkusit
reSit jen uzitim véty 8.3. Asi to nebude zadny med.

14. Spocitejte NSD nésledujicich dvou polynomi
f = 2wy + 22%y + 8xy® + 152%y* + T2°y* + 82%y® + 132°y> + 529,
g = 6y + 6zy + 24y + 39xy* + 1527 v Z[z, y].

Jelikoz 3 1 f budeme misto g dale uvazovat polynom 2y + 2xy + 8y? + 13zy? + 5x?y>.
Soucasné, vzhledem k tomu, ze = 1 g, budeme misto f déle uvazovat polynom 2y + 2xy +
8y% + 15xy? + Txy? + 8xy? + 13223 + Sa3y3. JelikoZ jsou oba polynomy ziejmé délitelné
monomem ¥y, potfebujeme najit NSD polynomi

fi =24 2z + 8y + 152y + T2’y + Sxy® + 132%y* + 5ay?,
g1 = 2+ 2z + 8y + 132y + 52’y.

Polynom ¢, je jiz linedrni v y, coz je jisté vyhodné pro dalsi pocitani. Navic se oba
polynomy trochu podobaji. Uvédomime-li si, ze NSD(f1,91) = NSD(f1 — g1,91) a ze
polynom f; — g1 je délitelny prvkem xy, ktery je ovSsem nesoudélny s ¢, muzeme déle
pocitat NSD polynomii

Ji—a
Ty
g1 =2+ 2z + (8 + 13z + 527%)y.
A vida, obdrzeli jsme shodné polynomy! Hledané NSD(f,g) je proto rovno yg; =

(2 +22)y + (8 4+ 13z + 52?)y* = y(x + 1)(2 + (5x + 8)y). Soucin tplné vpravo je navic
ireducibilnim rozkladem tohoto NSD(f, g) v Gaussové oboru Z|x, y].

=2+ 2z + (84 13z + 52°)y,




